MATEMATICKA ANALIZA 2

Prvi kolokvij — 29. travnja 2026.

Zadatak 1. (4+8=12 bodova) Zadana je funkcija f : R — R,

(a)

(b)

f(z) =2+ 2V1+ 22

Dokazite da za sve z € R vrijedi
fx) = af'(x) + (1 +2%) f"(2).

Odredite f(2025)(0).

Rjesenge.

(a)

Rac¢unamo prvu i drugu derivaciju od f:

9 V1+a2—gp —2_ 92
f/<aj‘> — ]_ + — z , f//(x) — 2 24/ 1—}—1‘2 _ '
Vit 1+ 1+ 22
Direktnim rac¢unom dobivamo
272 2 2(m + 1)

of () + (1 + 22 f"(x) =2 + =z+2Vae?+ 1.

+ =z +

Buduéi da je dobiveni izraz jednak f(x), tvrdnja je dokazana.

Iz dijela (a) imamo diferencijalnu jednadzbu:
(1+2)f"(2) +2f'(x) = f(2).

Deriviranjem ove jednadzbe n — 2 puta (za n > 2) i koristenjem Leibnizovog pravila dobivamo

n—2

:;_: (n ; 2) (1+2*)® ™ (z) + ZO ( ) () plnk=1) () — fn=2)()

[z prve sume “prezive” samo ¢lanovi za k = 0, 1, 2, a iz druge za k£ = 0, 1. Nakon sredivanja i uvrstavanja
x = 0 dobivamo rekurzivnu relaciju:

F7(0) = —(n —1)(n = 3)f"2(0).

Odredimo pocetne uvjete za x = 0:

N
fO)=0+2v/1=2 i f(())_1+ﬁ_1.

Za n = 3 rekurzija daje f®(0) = —0-2- f'(0) = 0. Indukcijom se lako vidi da ¢e i svaka sljedeca
neparna derivacija biti nula. Stoga je f(°25)(0) = 0.



Zadatak 2. (8+4=12 bodova)

(a)

(b)

Odredite postoji li limes

. T 1
lim — .
z—1 (a: -1 el 1)

Neka je f : R — R neprekidna i derivabilna na R\ {0}. Ako postoji limes L := lim, o f'(x), dokazite
da je f derivabilna u 0 i odredite f'(0).

Rjesenge.

(a)

Uz supstituciju y = ¢ — 1, uz koju vrijedi y — 0, izraz postaje

1 1 1 1 v—1-—
yrlo —14-— —1+—-7
y eV —1 y ev—1 y(ev — 1)

[zluc¢ivanjem konstante 1 ispred izraza i primjenom L’Hopitalovog pravila na ostatak izraza slijedi
. eV —1—y 0l va, (e—1—y) . eV —1 0
ilm————=|-| =lim—=llm———— = | —

y—0 y(ev — 1) 0 y—=0 (y(e¥ — 1))  y—=0e¥ — 1+ ye¥ 0
LH .. (v —1) « e’ 1

y—0 (e¥ — 1 4 yev)’ Cy—02eY +yey 2

Napomena. Prema napomeni s vjezbi, za primjenu L’Hopitalovog pravila dovoljno je pokazati da
postoji interval I oko nule takav da je ¢”(y) # 0 za y € I\ {0}, gdje je g(y) = y(e¥ — 1). Medutim,
kako je ¢"(y) = €¥(2 + y), ta tvrdnja ocito vrijedi za I = (—1,1).

Dakle, zadani limes postoji i iznosi 1 + % = %

Ozna¢imo L := lim, o f'(z). Bududi da je f neprekidna u 0, slijedi da je limes

i 1@ = £(0)

z—0 x—0
neodredenog oblika [%]. Derivacija nazivnika je razli¢ita od 0 na bilo kojem intervalu I koji sadrzi 0

pa koriste¢i L’Hopitalovo pravilo vrijedi

7(0) = lim L) = 7O

z—0 x—0 z—0 1

Dakle, f je derivabilna u 0 i vrijedi f'(0) = L.



Zadatak 3. (9+4=13 bodova)

(a) Tangenta na kruznicu z%+y* = 1 u tocki T'(x¢, yo) sijece koordinatne osi u tockama (a(T'),0) i (0, b(T)).
Odredite to¢ku 7" u prvom kvadrantu za koju je a(T") + b(T") minimalno.

(b) Neka je f € C*(R) funkcija takva da za sve z € R vrijedi
f@)+2f(z) + f"(x) > 0.

Koliko najvise nultocaka moze imati funkcija f?

Rjesenje.
(a) Implicitnim deriviranjem jednakosti
4yt =1
dobivamo
2x + 2y’ =
pa u tocki (zg,yo) vrijedi
(w0) = ==
Yo
Dakle, jednadzba tangente u tocki (xo, yo) j
Lo
Yy—vo=——(x— o),
Yo
odnosno ) ) .
T Ty + T
y=—0p 20T h _ T, 2
Yo Yo Yo Yo
Odatle slijedi da za sjeciSta tangente s koordinatnim osima vrijedi
1
a(T)=—, bT)=—
Lo Yo
pa zakljucujemo da je
1 1
a(T)+0(T)=—+ —.
() +0(T) = — +

Koristenjem uvjeta da je tocka T u prvom kvadrantu slijedi yo = /1 — 223 pa je potrebno odrediti
minimum funkcije f : (0,1) — R definirane s

Deriviranjem slijedi
1 To
Flao) = =+
RN (T

Navedena derivacija je jednaka 0 ako i samo ako je
(1— a2 = af,

odnosno ako i samo ako je

2 _ .2

Odatle slijedi da je z¢g = \/75 jedino rjesenje na (0, 1).
Preostaje argumentirati da je to zaista tocka minimuma.



Rjesavanjem nejednadzbe f'(xg) > 0 postupkom kao i gore slijedi da je f'(zp) > 0 ako i samo ako je
xy € <\/7§, 1). Dakle, funkcija f je padajuca na (0, *%2) i rastuca na (%5, 1) \/75

75 pa zaklju¢ujemo da je
lokalni minimum.

Zakljuc¢ujemo da je zbroj odsjecaka tangenata na koordinatnim osima minimalan za tocku T’ (\/75, \/75)

Napomena 1. Posljednji korak mogli smo argumentirati i na sljedeéi nac¢in. Buduéi da je

lim f(z) = 11_13117 f(xo) = +o00,

xo—0 o

iz definicije limesa slijedi da postoje 01,09 > 0 takvi da za sve z € (0,91] U [02, 1) vrijedi
1
) > (—) +100.
1= (5

Dakle, funkcija f ne moze postizati minimum na intervalu [0, ;] U [d2, 1]. S druge strane, kako je f
neprekidna, ona na zatvorenom intervalu [dy, d2] mora postizati minimum. Medutim, kako se on ne
moze postizati na rubovima zbog prethodnog uvjeta, minimum mora biti u unutrasnjosti intervala
pa on mora biti stacionarna tocka. Kako je \/Li jedina stacionarna tocka na (0, 1), ona je globalni

minimum.

Napomena 2. Bududi da se tocka nalazi u prvom kvadrantu, nagib tangente u tocki (g, o) mogli smo
izracunati i racunanjem derivacije funkcije g(x) = v/1 — 22 u tocki zo. To ne mijenja ostatak rjesenja.

Alternativno rjesenje. Minimum funkcije mogli smo naéi i dvostrukom primjenom AG nejednakosti
a+b>2vab, a,b>0.

Naime, koriStenjem uvjeta i primjenom nejednakosti za (a,b) = (z2,92) i (a,b) = (&, 2) slijedi:

o’ Yo
1 1 1 1 2
— 4+ — = x2+y2<—+—>2\/2$y' > 2V/2.
Voot sl R ST

Zo Yo oYo

U obje nejednakosti jednakost vrijedi kad je xg = yo pa iz uvjeta 22 + y2 = 1 slijedi da jednakost u

_ V2

cijelom nizu vrijedi kad je zo = yo = %5

Definiramo
g(x) := e f(x).
Funkcija g je dva puta derivabilna pa koriste¢i Leibnizovu formulu i uvjet zadatka, za svaki x € R
vrijedi
g"(x) = e"(f(z) +2f'(z) + f"(x)) > 0.
Dakle, g je strogo konveksna funkcija. Na vjezbama smo pokazali da strogo konveksna funkcija moze

imati najvise dvije nultocke (dokaz ponavljamo u nastavku) pa kako je f(x) = e *g(z), slijedi da i
funkcija f moze imati najvise dvije nultocke.

Da bismo dokazali da postoji funkcija koja zadovoljava uvjet zadatka i ima dvije nultocke, promotrimo
funkciju

f(z) =e*(z* - 1).

Ona ocito ima dvije nultocke, a po Leibnizovoj formuli vrijedi
e (f"(x) +2f'(2) + f(2)) = (2" = 1)" =2 > 0.
Dijeljenjem obje strane s e” slijedi da f zadovoljava uvjet zadatka.

Dodatak: Dokaz da dva puta derivabilna strogo konveksna funkcija ima najvise dvije nultocke.

Pretpostavimo da ¢ ima 3 nultocke, 21 < x5 < x3. Po Rolleovom teoremu slijedi da ¢’ tada ima barem
jednu nultocku y; € (1, 25) i barem jednu nultocku yo € (x9,z3). Medutim, jo§ jednom primjenom
Rolleovog teorema odatle slijedi da ¢” ima nultocku z € (y;,y2), ali to je kontradikcija sa uvjetom
g" > 0.



Zadatak 4. (10+3=13 bodova)

(a) Odredite prirodnu domenu, nultocke, intervale monotonosti, lokalne ekstreme, intervale konveksnosti
i konkavnosti, tocke infleksije, sve asimptote funkcije

f(z) = 2* In|z|
te skicirajte njen graf.

(b) Odredite najve¢i k € N za koji se funkcija f iz (a) podzadatka moze dodefinirati tako da bude klase
C* na ¢itavom R.

Rjesenge.
(a) Domena funkcije je R\ {0}. Uoc¢imo da je f parna funkcija.

Imamo f(z) =0 <= In|z| =0 <= |z| =1 <= z = £1. Dakle, nultocke funkcije su —11 1.

Na vjezbama je pokazano da je (In|z|)’ = 1, pa ra¢unamo
/ 2 1
fi(z) =2zn|z|+ 27 — = 2(2In|z| + 1).
T

Trazimo stacionarne tocke:

f'(x)=0 e 2lnjz|+1=0 < In|z| = —% = |z| =12
Stacionarne tocke su x = :I:\/LE.
Rac¢unamo drugu derivaciju od f:
/" (x) = 2In|z| + 2 - % +1=2In|z| + 3.
Trazimo tocke infleksije:
Fl@) =0 — 2Mnfz] +3=0 — Infz| = —% — o] = e,

Odredimo sada intervale monotonosti, konveksnosti i konkavnosti iz predznaka prve i druge derivacije:

—00 -1 —e /2 _73/2 0 e—3/2 o—1/2 1 +00
FoleaNub—NUl - Ul Ant ol =NuUl - A ubs AU
I - - ¢+ + - - ¢ + +
i + + o0 - 1 = 0 4+ + +

Funkcija strogo pada na <—oo, _\/LE] 1 na <0, \/LE], a strogo raste na [—\/LE,O> 1 na [\/LE,+OO>. U

1

tockama x = :|:7g ima lokalni minimum. Vrijednost minimuma je:

f (¢%) (ke ) (e V?) = e (_%> -

Funkcija je strogo konveksna na <—oo, —6*3/2] i na [6*3/2, +oo>, a strogo konkavna na [—6*3/2, 0> i
na (0,e%?]. Totke infleksije su z = +e™/2.

Asimptote:



e Vertikalne asimptote: Rub domene je x = 0. Ra¢unamo limes:

In|x| (L'H) %

2
lim 2° In|z| = lim —— =" lim —2- =lim ( —= | = 0.
z—0 z—0 o) z—0 — = z—0 2

Buduci da je limes konacan, vertikalnih asimptota nema.

e Kose asimptote: Racunamo

k= lim m: lim zln|z| = +oc.
r—+oo I r—+o00

Dakle, kosih (pa ni horizontalnih) asimptota takoder nema.

Skica grafa funkcije:

(b) Da bi funkcija f bila neprekidna, mora vrijediti f(0) = liH(l) f(z) =0. U tom slucaju je
z—

21njz| — 0 Inz| :
” In|z| Inlzl am 5 lim (—z) = 0.
% z—0 —z—12 z—0

£(0) = lim

= lim x In|z| = lim
x—0 xr — z—0 x—0

Na sli¢an nacin vidimo da je 1iII(l] f'(z) =0, pa je tada f € C*(R). No, kako je lir% f(x) = —o0, f"
T— Tr—r

nikada nece biti neprekidna na R, pa je trazeni najveci k jednak 1.
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