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Predgovor

Zasto bi kemicar trebao znati dosta sadrzaja iz matematike? To je pitanje koje
si vjerojatno postavlja mnogo studenata kemije, a mozda i dosta ,,gotovih”
kemicara. Odgovor na to pitanje nije i ne moze biti kratak.

Zasigurno za dobrog kemicara nije nuzno da bude dobar, pa ¢ak ni da bude
slab matematicar. Nacelno, nuzna je samo sigurnost u aritmetici racionalnih
brojeva i koristenju pojma funkcije i njenog grafa. No, ne samo da su
neka podrucja kemije matematicki zahtjevnija, primjerice fizikalna kemija,
nego se i u mnogim drugim podruc¢jima moze uz (razumno!) koristenje
matematickog jezika efikasnije uociti i iskazati zakonitosti. Ipak, osobno je
misljenje autora ovog udzbenika da je najvazniji razlog zasto student kemije
mora uciti matematiku bitno jednostavniji: Znati matematiku znaci znati
jasno i precizno formulirati svoje tvrdnje, argumentirati te uocavati bitne
slicnosti i razlike medu pojmovima, konceptima i stvarnim objektima. A te
sposobnosti su nuzne za svakog prirodoznanstvenika, dakle i kemicara.

Nazalost, da bi se savladao matematicki jezik i stekao odgovarajuéi nacin
razmisljanja potrebno je ponesto strpljenja. Matematika se uci prije svega
redovnom vjezbom i navikavanjem, ali kad se jednom nau¢i omogucava
stvaranje novih svjetova i olakSava razumijevanje postoje¢ih. U tom smislu,
preporucam svakom kemicaru u nastajanju (a i svakom drugom tko uzme
ovaj udzbenik u ruke) da se koncentrira na pamcenje samo definicija, a zatim
dopusti da njegov ili njezin mozak prati, bez optereéenja memoriranjem,
kako se iz malog broja zapamcéenih stvari moze zakljuciti neusporedivo puno
vise nego Sto je zapamcéeno. A za onoga tko je naucio pravilno zakljucivati,
mozemo reci da je i savladao osnove matematike.

Takoder, treba biti svijestan da matematika nije samo skup formula.
Formule u ovom udzbeniku sluze za uvjezbavanje standardne notacije i kao
vrsta stenografije. Stoga svakom tko se priprema za ispit iz matematike
preporucam da razmisli o smislu tih formula i pokusa ih izraziti rije¢cima
te za svaku definiciju ili formulu proba naéci i poneki vlastiti primjer ili
kontraprimjer.



Struktura teksta prilagodena je programima kolegija Matematika 1 i 2
kako se predaju na Kemijskom odsjeku Prirodoslovno-matematickog fakulteta
u Zagrebu. Prvva dva poglavlja su svojevrstan repetitorij srednjoskolskog
gradiva o realnim brojevima i realnim funkcijama jedne varijable, s naglaskom
na crtanje i interpretaciju grafova. Trece poglavlje posveceno je osnovama
infinitezimalnog racuna za realne funkcije jedne varijable. Pritom se, za mate-
maticki tekst nestandardno, deriviranje i integriranje obraduje prije limesa i
neprekidnosti, prvo na intuitivan nacin, kako bi studenti (koji paraleno slusaju
i kolegije iz fizike u kojima se intenzivno koristi deriviranje i integriranje) ¢im
ranije mogli pratiti i to gradivo. U ¢etvrtom poglavlju obraduju se kompleksni
brojevi i polarne koordinate u ravnini. Peto, Sesto i sedmo poglavlje bave
se linearnom algebrom. U petom poglavlju (koje je jos ukljuceno u sadrzaj
Matematike 1) obraduje se klasi¢na algebra s geometrijskim vektorima te
analiticka geometrija prostora. Sesto i sedmo poglavlje, s kojima zapocinje
gradivo Matematike 2, obraduju sustave linearnih jednadzbi te opc¢u teoriju
matrica i vektorskih prostora. U osmom poglavlju obradeni su osnovni tipovi
obic¢nih diferencijalnih jednadzbi. Deveto se poglavlje bavi infinitezimalnim
racunom skalarnih i vektorskih funkcija vise varijabli, a u posljednjem, dese-
tom poglavlju se bavimo nizovima i redovima, s naglaskom na Taylorove i
Fourierove redove i njihovu primjenu na aproksimaciju funkcija.

Za studente kemije na zagrebackom PMF-u vrijedi sljede¢a napo-
mena: Primijenjeni primjeri koji sadrze pojmove i gradivo koje ne spada u
standardno srednjoskolsko i osnovnoskolsko gradivo iz fizike i kemije nisu
obvezni dio ispitnog gradiva, nego ilustracija koristenja matematickih tehnika
(koje jesu dio ispitnog gradiva) za probleme koje ¢e susresti i prouditi kasnije
tijekom studija na odgovaraju¢im kolegijima. Specijalno, jedine velic¢ine i
mjerne jedinice za koje se podrazumijeva da ih studenti znaju su one koje
spadaju u opc¢u kulturu svake osobe koja je zavrsila srednju skolu. Pregled
tih veli¢ina i mjernih jedinica mozete naéi u prilogu na pocetku ove knjige,
odmah iza ovog predgovora. Takoder u prilogu na pocetku, iza pregleda
veli¢ina, mozete naci kratki repetitorij planimetrije i stereometrije.

U Zagrebu, 2025.



Velic¢ine i mjerne jedinice

Prefiksi mjernih jedinca

Prefiks Simbol Vrijednost

femto f 10715,
piko p 10712
nano n 107Y.
mikro  p 10-5.
mili m 1073
centi c 102
deci d 107t
deka da 10t
hekto h 102
kilo k 103-
mega M 106-
giga G 10°-
tera T 1012

Napomena. Za sve u tablicama navedene mjerne jedinice podrazumijeva se da se
mogu koristiti i gornji prefiksi.

Geometrijske veli¢ine

Naziv Oznaka Mjerne jedinice
duljina (ili put, opseg, visina, ...) d, s, ¢, o, v, h m

povrsina (ili oplosje) P, A O m?

volumen Vv m?, L (1L = 1dm?)
kut a, B, ... 1 (=rad), °

vii



Svakodnevne velic¢ine

Naziv Oznaka Mjerne jedinice
vrijeme t s (ili min, h, god., ...)
cijena C €(ili §, )
prihod P €(ili 8, )
trosak T €(ili $, )
profit (zarada) =P —T €1l s, £,...)
temperatura 0, T °Czaf,KzaT
broj(nost) N,z,9y,2z, ... 1,%°
Mehanicke veli¢ine
Naziv Oznaka Mjerne jedinice
brzina v ms~!
sila F N
masa m kg
Elektricke velic¢ine
Naziv Oznaka Mjerne jedinice
jakost struje 1 A
napon Uu,v v
naboj q C
otpor R Q
induktivitet L H

Termodinamicke veli¢ine

Naziv Oznaka Mjerne jedinice
rad w J
energija FE J
toplina @ J
tlak P Pa



Stehiometrijske veli¢ine

Naziv Oznaka Mjerne jedinice
gustoca P kgm™3
mnozina n mol

mnozinska koncentracija ¢ mol L ™!






Repetitorij geometrije

Planimetrija

Osnovni geometrijski objekti u planimetriji (geometriji euklidske ravnine) su
tocka, pravac i duzina (dio pravca omeden dvjema tockama). Ogranic¢eni planime-
trijski objekti nazivaju se geometrijskim likovima. Osnovna svojstva geometrijskih
likova su opseg i povrsina. Duzine kao i sve krivulje imaju povrsinu nula.
Definicije, opsezi i povrsine geometrijskih likova

e Mnogokut (poligon) je dio ravnine omeden zatvorenom krivuljom sastav-
ljenom od duzina (bridova mnogokuta) koje se spajaju u svojim krajevima
(vrhovima mnogokuta). Mnogokut omeden s n duzina naziva se n-terokutom.
Zbroj kutova u n-terokutu je (n — 2) - 180°. Pravilni mnogokut je mno-
gokut kojemu su svi bridovi iste duljine a i svaka dva susjedna brida za-

tvaraju isti kut. Opseg pravilnog n-terokuta je , a povrsina mu je

—_n,2 180°
P =7%a”ctg =~ |

— Trokut ima opseg jednak zbroju duljina a, b i ¢ njegovih stranica, a

povrsinu

P:

Vs(s —a)(s —b)(s — c) = 4= |, gdje je s poluopseg, a

v, duljina visine na stranicu duljine a. Prema Pitagorinom poucku,
trokut je pravokutan ako i samo ako je a? + b? = ¢?, gdje je ¢ duljina
najdulje stranice trokuta.

— Cetverokut koji je omeden s po dva para paralelnih bridova zove se
paralelogram. Paralelogram kojemu su svi kutovi pravi naziva se
pravokutnik. Romb je ¢etverokut kojemu su sve stranice iste duljine
(svaki romb je i paralelogram). Cetverokut koji je istovremeno romb
i pravokutnik je kvadrat (pravilni ¢etverokut). Kvadrat kojemu je

duljina brida a ima opseg , povrsinu i duljinu dijago-

nale

d= a2

. Povrsina paralelograma kojemu stranice duljina a i b

zatvaraju kut ¢ je .

e KruZnica je krivulja u ravnini koja se sastoji od svih tocaka koje su na
istoj udaljenosti (polumjeru r) od jedne tocke (sredista). Promjer kruznice
je maksimalni razmak dvije tocke na njoj: d = 2r. Krug je kruznica skupa

xi



sa svojom unutrasnojsti. Opseg kruga i kruznice je . Duljina
ltka kruznice ako je odgovarajudéi sredisnji kut ¢ iznosi . Kruznica

ima povrsinu 0, a krug ima povrsinu . Duzina koja spaja dvije
tocke kruznice je njezina tetiva. Za danu tetivu, pripadni sredisnji kut je

dvostruko veéi od bilo kojeg obodnog kuta nad tom tetivom. Obodni kut
nad promjerom je pravi.

Stereometrija

Osnovni geometrijski objekti u stereometriji su svi planimetrijski objekti te
ravnine. Ograniceni stereometrijski objekti nazivaju se geometrijskim tijelima.
Osnovna svojstva geometrijskih tijela su oplosje i volumen. Geometrijski likovi
imaju volumen nula. Oplogje uglatog geometrijskog tijela (poliedra) je zbroj
povrsina njegovih strana (mnogokuta koji ga omeduju, ponekad nazivanih i plohama
poliedra).

o Prizma (n-terostrana) je poliedar omeden s dva paralelna i sukladna n-
terokuta (baze prizme) i n pravokutnika (pobocki prizme) kojima su po dva
nasuprotna brida medusobno odgovarajuéi bridovi baza. Razmak baza je
visina h prizme. Prizma je uspravna ako su pobocke okomite na baze. Prizma
je pravilna ako je uspravna i ako su joj baze pravilni mnogokuti. Uspravna
Cetverostrana prizma kojoj su sve strane pravokutnici zove se kvadar. Ako

su a, b i ¢ duljine bridova kvadra, on ima oploSje ‘ P=2(ab+bc+ca) ‘, a
volumen . Kvadar kojemu su svi bridovi iste duljine a zove se

kocka; oplosje kocke je , volumen je , a duljina prostorne

dijagonale joj je |d = a/3]|.

o Valjak (kruzni) je geometrijsko tijelo koje mozemo opisati kao prizmu s
kruznim bazama, a ako je uspravan mozemo ga opisati i kao rotacijsko tijelo
koje nastaje rotacijom pravokutnika oko jedne njegove stranice. Oplosje

uspravnog valjka kojemu je visina A i polumjer baze r je ’ P =2rm(r+h) ‘

e Volumeni prizmi i valjaka su , gdje je B povrsina jedne baze.

o Piramida (n-terostrana) s vchom V je poliedar omeden jednim mnogokutom
(bazom piramide, pri ¢emu ravnina baze ne sadrzi V') i trokutima kojima su
bridovi po jedan brid baze i spojnice V' s njegovim krajevima. Visina piramide
je duljina spojnice V s probodistem P okomice iz V na bazu. Trostrane
piramide nazivaju se tetraedrima. Pravilna piramida je piramida kojoj
je baza pravilni mnogokut i za koju je P srediste baze.



Stozac (kruzni) mozemo opisati kao piramidu s kruznom bazom, odnosno
kao geometrijsko tijelo omedeno jednim krugom i spojnicama (izvodni-
cama stoca) svih tocaka njegove rubne kruznice s tockom izvan ravnine
tog kruga. Oplosje uspravnog kruznog stosca polumjera baze r i visine h je

P=ra(r+vh*+1r?)|

Volumeni piramida i kruznih stozaca su treé¢ina volumena prizmi odnosno

valjaka iste povrsine baze B i iste visine h: |V = %B h|

Platonova tijela (pravilni poliedri) su poliedri kojima su sve strane
medusobno sukladni pravilni mnogokuti pri ¢emu se u svakom vrhu sastaje
isti broj strana. Postoji pet Platonovih tijela: pravilni tetraedar (omeden
s Cetiri pravilna, tj. jednakostrani¢na trokuta), kocka (pravilni heksaedar),
pravilni oktaedar (omeden s osam jednakostrani¢nih trokuta), pravilni
dodekaedar (omeden s 12 pravilnih peterokuta) i pravilni ikozaedar
(omeden s 20 jednakostrani¢nih trokuta).

Sfera je ploha koja se sastoji od svih toc¢aka koje su na istoj udaljenosti (polu-
mjeru sfere) r od jedne tocke (sredista sfere). Volumen sfere je 0. Sfera skupa

s dijelom prostora unutar nje naziva se kugla. Volumen kugle je |V = % r3,

a oplosje sfere i kugle je (Cetverostruka povrsina kruga kojeg

dobijemo presjecanjem sfere odnosno kugle ravninom kroz srediste).







Poglavlje 1
Uvod

1.1 Varijable i konstante

U primijenjenoj, a i u teorijskoj, matematici formule koje povezuju promatrane
veli¢ine Cesto sadrze vise oznaka nepreciziranog ili neistaknutog iznosa. Primjerice,
jednadzba stanja idealnog plina glasi

pV =nRT,

gdje je R = 8,3145J Kmol~! opéa plinska konstanta. Svakom fizi¢aru i kemicaru
bit ¢e jasno da je R ,prava“ konstanta, tj. da uvijek ima istu vrijednost (i znat
¢e njezinu vrijednost napamet ili naéi ju u tablicama). No, ostale oznake (p,
V, n, T) nacelno ne predstavljaju konstantne veli¢ine. Razlikovanje konstanti
(nepromjenjivih veli¢ina) i varijabli (veli¢ina promjenjivog iznosa) u pravilu ima
smisla tek u konkretnom kontekstu. Tako se recimo u jednoj situaciji mogu kao
konstante uzeti n i T', dok ¢e se ovisno o volumenu tlake mijenjati pa supi V u tom
kontekstu varijable. U nekom drugom slucaju ne mijenjaju se tlak i temperatura
pa su p i T tada konstante, dok su onda n i V' varijable.

Mozemo reéi da je u danom matematickom modelu konstanta svaka veli¢ina
koja se u toku razmatranja tog modela neée mijenjati, dok je varijabla svaka
veli¢ina koju tokom razmatranja modela smatramo promjenjivom (to ne znaci da
se ona nuzno i mijenja— bitna je nacelna moguénost njene promjene). Pritom
razlikujemo nezavisne i zavisne varijable: Nezavisnim varijablama smatramo one
koje su temeljne, ¢iji iznos ne ovisi o iznosu ikoje druge varijable, odnosno to su
one koje nacelno proizvoljno biramo unutar nekog raspona, a zavisnima one ¢iji
iznos se mijenja uslijed promjene neke od nezavisnih varijabli— zavisne varijable
ovise o nezavisnim.

Primjer 1 U jednazbi stanja idealnog plina moZemo primjerice n, T' i V smatrati
nezavisnim varijablama (mijenjat éemo ih po Zelji), a p o njima ovisecom zavisnom
varijablom (za svaki iznos n, T i V', pripadni iznos p je jednoznacno odreden).



2 POGLAVLJE 1. UVOD

Varijable se mogu dijeliti i po jednom drugom principu na diskretne i kon-
tinuirane varijable: Ako varijabla, bar nacelno, moze poprimiti bilo koju realnu
vrijednost unutar nekog raspona, zovemo ju kontinuiranom, a ako pak moze po-
primiti samo kona¢no mnogo vrijednosti ili pak samo vrijednosti koje mozemo
numerirati cijelim brojevima naziva se diskretnomﬂ Diskretne se varijable obi¢no
pojavljuju kad se radi o nabrajanju nekih vrijednosti, dok se mjerljive fizikalne
veli¢ine (jedan vazni izuzetak je brojnost) obi¢no uzimaju kao kontinuirane varijable.

Primjer 2 Tlak plina je kontinuirana varijabla: Njegovi iznosi u Pa nacelno mogu
biti svi pozitivni realni brojevi.

Kvantni energijski nivoi pak cine diskretnu varijablu jer se mogu numerirati
prirodnim brojevima.

1.2 Brojevi i mjerne jedinice

Kemicari i drugi prirodoznanstvenici brojeve koriste ponajvise za izrazavanje re-
zultata mjerenja, tj. za navodenje iznosa (skalarnih) fizikalnih veli¢ina. Iznosi
fizikalnih veli¢ina uwvijek su umnosci po jednog broja i mjerne jedinice. Primjerice,
nije dovoljno reéi da je mnozinska koncentracija necega 1,01; to je besmislen iznos
ako se ne navede radi li se o, recimo, 1,01 mol L~ ili pak 1,01 mmol L~!. Ponekad se
pojavljuju i ,¢isti“ brojevi, poput logaritama kvocijenata nekih veli¢ina (primjerice
In —%—7), no ako se dogovorimo da je njima mjerna jedinica jednaka 1, onda i
njih mozemo shvatiti kao umnozak broja i jedinice. Matematicki gledano, mjerne
jedinice mozemo smatrati konstantama s kojima je dozvoljeno mnozenje i dijeljenje.
Dok se oznake konstanti i varijabli piSu kurzivno, oznake mjernih jedinica pisu se
uspravno. Primjerice, m je oznaka varijable (npr. mase), a m je oznaka mjerne
jedinice (metar).

Vazno je zapamtiti: Dva iznosa ne mogu biti jednaka ako se ne podudaraju
u fizikalnoj dimenziji. Drugim rijecima, jednakost a = b povlaci da se veli¢ine a
i b mogu izraziti u istoj mjernoj jedinici. Varijable i konstante koje nemaju istu
fizikalnu dimenziju ne mogu se zbrajati ni oduzimati. Ovo nazivamo principom
homogenosti.

Primjer 3 Za cestice idealnog plina molarne mase M pri temperaturi T definira

se srednja kvadratna brzina
e — 3RT
stk — M

Primijetimo da se stvarno radi o brzini: Mjerna jedinica od R je JK~1mol™' pa je
jedinica od 3RT J/mol. Slijedi da je jedinica od 3RT /M jednaka J/kg. Buduéi da

'Mozda nematemati¢aru nevjerojatno, ali istinito: Ako varijabla moze poprimiti (samo)
bilo koju racionalnu vrijednost unutar nekog raspona, ona je diskretna jer racionalnih
brojeva ima jednako mnogo kao cijelih.
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je 1J isto sto i 1kgm? /82, slijedi da je jedinica od 3RT/M jednaka m? /SQ, dakle
je jedinica od vgi m/s.

Brojevi su matematicki organizirani u skupove. Skup je jedan od temeljnih
pojmova suvremene matematike. Pojam skupa se ne definira. Skup prepoznajemo
po njegovim elementima, preciznije: Dva skupa su jednaka to¢no akcﬂ imaju iste
elemente. Uobicajene oznake za skupove su velika slova engleske abecede, a za
njihove elemente mala slova. Za neke Ceste izjave vezane za skupove postoje kratki
simbolicki zapisi. Tako se za ,objekt x je element skupa S” (z je u S) kratko pise

xz €S,
a za ,objekt x nije element skupa S” (z nije u S) piSemo
x ¢ S.
Zelimo i pak reéi da se skup S sastoji od svih objekata x koji imaju neko svojstvo
Q pisemo
S ={z:0}

Najcesée spominjani skupovi brojeva u matematici i njenim primjenama imaju
istaknute oznake. To su redom:

1. Skup prirodnih brojeva N = {1,2,3,...};
2. Skup prirodnih brojeva s nulom Ng = {0,1,2,3,...};

3. Skup cijelih brojeva je skup svih rezultata oduzimanja prirodnih brojeva:
Z=4{...,-2,—-1,0,1,2,...};

4. Skup racionalnih brojeva je skup svih rezultata dijeljenja cijelih brojeva, tj.
skup svih brojeva koji se mogu zapisati kao razlomci: Q = {* : m € Z,n €
N}

5. Skup realnih brojeva R uz racionalne brojeve sadrzi i sve iracionalne brojeve i
mozemo ga shvatiti kao skup svih moguéih duljina duzina i njihovih suprotnih

iznosa (ukoliko je zadana jedini¢éna duljina);

6. Skup kompleksnih brojeva C, o kojima ¢emo visSe reéi u odjeljku

2Matematicki izraz ,tofno ako” (alternativno: ,ako i samo ako”) znaéi da dvije tvrdnje
koje taj izraz povezuje mogu biti samo istovremeno istinite ili istovremeno lazne. Primjerice,
»Student je polozio Matematiku 1 ako i samo ako je iz nje dobio ocjenu dovoljan ili vise”. Za
razliku od toga, ,,ako” znaci samo implikaciju: ,,Ako je student polozio ispit iz Matematike
1, onda je polozio pismeni dio ispita iz Matematike 1” (no, ako je poloZio pismeni dio ispita,
ne znaci da je polozio i cijeli ispit, jer postoji i usmeni dio ispita).
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Osnovne racunske operacije s brojevima su zbrajanje, oduzimanje, mnozenje, di-
jeljenje, potenciranje i korjenovanje. U svakom od gore navedenih skupova mozemo
zbrajati i mnoziti (zbrojimo li odnosno pomnozimo dva elementa skupa, rezultat je
element istog skupa). Pritom nije bitan redoslijed (kaze se: zbrajanje i mnozenje su
komutativne operacije) i, dok se drzimo samo zbrajanja ili samo mnozenja, zagrade
nemaju utjecaja (kaze se: zbrajanje i mnozenje su asocijativne operacije). Formalno:
Operacija { na skupu S je komutativna ako je z{y = ydx za sve z,y € S, a
asocijativna je ako (x{y)Oz = zd(ydz) za sve x,y,z € S.

Zbrajanje i mnozenje u svim gore navedenim skupovima (osim zbrajanja u
N) imaju jos jedno lijepo svojstvo—imaju neutralni element: z +0=0+2z =z
iz-1=1-2 = x za sve brojeve x. Opdéenito, neutralni element § obzirom na
neku operaciju < je onaj za koji, kad tu operaciju primijenimo na njega i bilo koji
element promatranog skupa S, ne mijenja taj element: xh = 1Oz = = za sve
x€eS.

Oduzimanje mozemo shvatiti kao suprotnu operaciju od zbrajanja, a dijeljenje
od mnozenja. Oduzimanje dva broja daje element istog skupa u svim gornjim
slucajevima osim prva dva skupa (5 — 7 = —2 je rezultat oduzimanja dva prirodna
broja, ali nije prirodan broj). Dijeljenje dva broja daje rezultat istog skupa samo u
skupovima @ bez nule i R bez nule. Dijeljenje s nulom nije dozvoljeno (znate li
zasto?).

Potenciranje se konstruira iz mnozenja i dijeljenja: Za prirodan broj n i bilo
koji broj z je

t=g-x-x--x
n

(r pomnozen sam sa sobom n — 1 puta), a za = # 0

Po definiciji je 2° = 1 za sve = # 0, a 0° nije definirano. Ako je 2" = y, kaZemo
da je x n-ti korijen iz y i piSemo x = /y ili x = y». Korjenovanje se dakle moze
shvatiti kao prosirenje potenciranja na racionalne eksponente:

zn = .

Ako Zelimo realan broj kao rezultat, ne moze se racunati paran korijen od negativnog

broja (jer je umnozak bilo kojeg realnog broja sa samim sobom nenegativan broj).
—4

Zadatak 1 Koliko iznosi —172° ¢

Zadatak 2 Ako je student Ante Anti¢ na prvom pristupu pismenom ispitu pao
s 35 ostvarenih bodova, a na drugom pristupu je ostvario 21% wvise bodova, je li
na drugom pristupu prosao ili pao (granica za prolaz pismenog dijela ispita je 45
bodova)? Koliko minimalno posto mora poboljsati svoj rezultat na drugom izlasku
ako Zeli dobiti barem ocjenu dobar (tj. ostvariti bar 60 bodova)?


https://www.mathsisfun.com/numbers/dividing-by-zero.html
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Brojevi se zapisuju brojkama, a brojke se sastoje od pojedinacnih simbola koje
zovemo znamenkama. Danas uobic¢ajeni zapis realnog broja je decimalni zapisi, tj.
zapis u kojem su pojedine znamenke brojke svojom pozicijom vezane za toj poziciji
odgovarajuéu potenciju broja deset (vidi i primjer ?? u posljednjem poglavlju).

Primjer 4 Brojka 725 predstavlja broj 7-1004+2-10+5 = 7-10%4+2-10' +5-10°.
Brojka 2,14 predstavlja broj 241 - % +4- ﬁ =2-10°+1-1071+4.1072.

Vidimo: Decimalni zapis broja x brojkom a,a,_1...a1aq,b1b2b3 ... znaci da je
T=an-10"+a,_1-10" 4+ 4a;-104+ag+b - 107 +by- 1072+ b3- 103 +- -

Neki realni brojevi, poput 1—16, imaju konaéa decimalni zapis (1—16 = 0,0625)
te je on potpuno egzaktan. Drugi brojevi, poput % ili v/2, nemaju konacan
decimalan zapis te svaki njihov zapis s kona¢no mnogo znamenki nuzno sadrzi i
gresku: % #0,3333, v/2 # 1,41. Greska u takvom zapisu je reda veli¢ine 10~
(odgovarajuée mjerne jedinice) gdje je m broj znamenki iza decimalnog zareza u
odabranoj aproksimaciji. Tako je greska zapisa % kao 0,3333 = % reda veli¢ine
107°, a greska zapisa v/2 kao 1,41 = % je reda veli¢ine 1073. Znak = pravilno
je koristiti samo kod egzaktne jednakosti (ili u ra¢unu s egzaktnim znamenkam,
gdje je egzaktna vrijednost nepostnat), a kod aproksimacija brojeva odbacivanjem
decimalnih znamenk se koristi simbol ~: Dijagonala kvadrata stranice duljine 1 m
ima duljinu d = v/2m, odnosno d ~ 1,414 m.

Uoc¢imo i da je svaki konac¢an decimalni zapis sigurno racionalni broj. Svaki se
realan broj x moze proizvoljno to¢no aproksimirati racionalnim: Za svaku zadanu
maksimalnu gresku € > 0 postoji racionalan broj r takav da je |z — 7| < 5.E| Pod
decimalnim zapisom broja podrazumijeva se zapis sa svim znamenkama; tako
shvaden decimalni zapis uvijek je egzaktno jednak zapisanom broju. Cim za brojeve
koji nemaju konacan decimalni zapis na kraju odbacimo jednu ili viSe znamenaka,
dobili smo aproksimaciju promatranog broja— broj (racionalan) koji nije jednak
tom broju, ali mu je vise ili manje blizu.

Svi iracionalni brojevi imaju beskonacan, neperiodi¢an decimalnni zapis, dok
racionalni brojevi imaju periodican decimalni zapis: % = 0,5 = 0,50 je periodi¢an,
a1 =3,14159... je neperiodican.

Zadatak 3 Koji od sljedecih brojeva su racionalni, a koji su iracionalni: % -,

T s 2 V2, 50252, V75 - 2V3:

3Zapravo se i konacan decimalni zapis moze shvatiti kao beskonacan, s beskona¢no
mnogo nula iza zadnje nenul znamenke: 0,5 = 0,500000. .. = 0, 50.

4Primijetimo da je za realne, a isto tako i kompleksne, brojeve apsolutna vrijednost
njihove razlike jednaka njihovoj udaljenosti (razmaku) na brojevnom pravcu (odnosno u
kompleksnoj ravnini). Apsolutna vrijednost broja je njegova udaljenost do nule.
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Zadatak 4 Odredite dva mzlomkﬂéijz’ decimalni zapis je 1,230.

Rezultati mjerenja fizickih veli¢ina uvijek u sebi sadrze gresku (nije moguée
mjerenjem dobiti egzaktan iznos) pa se za brojevne dijelove njihovih vrijednosti
uvijek koristi konac¢an decimalni zapis, pri ¢emu nije poznato koje su znamenke
odbacene iza zadnje. Dakle, greska mjerenja nije isto sto i greska uzimanja kradeg
decimalnog zapisa za egzaktan broj jer u prvom sluc¢aju ne znamo, a u drugom
znamo odbacéene znamenke.

Ako izmjerili duljinu nekog predmeta kao 387,8 mm i znate da je greska uredaja
za mjerenje najvise 0,5 mm, mozete pisati da je duljina tog predmeta 387,8 mm
+ 0,5mm. Bududi da je precizna greska mjerenja nepoznata, treba ju razumno
procijeniti kako bi se izbjeglo navodenje znamenki koje su vjerojatno krive. Recimo,
ako je pri nekom mjerenju duljine vjerojatno da rezultat 388,1 mm ne sadrzi gresku
vecu od 1 mm, s obzirom na izmjereni iznos, vjerojatnije je da je rezultat 388 mm,
nego 389 mm. Mozemo reé¢i da je izmjerena duljina 388 mm i to s to¢noséu na
tri znacajne znamenke. Da smo ju usprkos nesigurnosti u iznosu od 1 mm ipak
zapisali kao 388,1 mm, rekli bismo da je u tom zapisu zadnja znamenka neznacajna.
Neznacajne, tj. vierojatno krive, znamenke se ne navode u rezultatima mjerenja i ne
racuna se s njima. Kad vidimo zapisan rezultat mjerenja, kao znacajne znamenke
se broje sve nenul znamenke, nule izmedu nenul znamenki te nule iza decimalnog
zareza. Nule na pocetku nikad nisu znacajne. Nule koje sluze samo za specifikaciju
mjesta decimalnog zareza ne broje se u znacajne znamenke. Npr. broj 0,0000345
ima tri znacajne znamenke, broj 0,003045 ih ima cetiri, a 0,000034500 ih ima pet
(kako zadnje dvije nule nisu nuzne za polozaj decimalnog zareza, one moraju biti
znacajne). Ako se radi o egzaktnom broju, uzima se da ima beskona¢no mnogo
znacajnih znamenki.

Kako bi se izbjegle nedoumice, uobicajeno je koristiti znanstvenu notaciju: to
je zapis realnog broja x u obliku

z=m-10"

gdje je realni broj m € [1,10) tzv. mantisa (zapisana sa svim znacajnim znamen-
kama), a n € Z je eksponent (ili: karakteristika). Broj znac¢ajnih znamenki broja x
jednak je broju znacajnih znamenki mantise. Zahtjev da mantisa bude broj izmedu
11 10 ¢ini takav zapis jedinstvenim.

Primjer 5 Avogadrova konstanta iznosi 602214000000000000000000 mol ™!, sto je
na sest znacajnih znamenki jednako

Na = 6,02214 - 102 mol 1.
Naboj elektrona iznosi 0,000000000000000000160217 C, sto je
e=1,60217-10"1Y C.

®Podsje¢amo da isti racionalni broj moze biti izrazen s razli¢itim razlomcima. Primjerice,

i % su razliciti razlomci koji predstavljaju isti racionalni broj.

1
2
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Red veli¢ine broja je eksponent broja 10 u znanstvenom zapisu tog broja
(karakteristika). Primjerice, broj 2,1-107° je za 8 redova veli¢ine manji od broja
5,345 - 103 jer je 103/107° = 10%. Ipak, kad govorimo o samo jednom broju obi¢no
se kao njegov red veli¢ine navodi cijela potencija broja 10 u znanstvenom zapisu,
primjerice 12345 je reda veli¢ine 10%.

Kod racunanja vrijede sljedec¢a pravila: Rezultat zbrajanja i oduzimanja treba
imati isti broj znamenki iza decimalnog zareza kao najmanje tocan pocetni podatak.
Recimo, 12,11+18,0+1,013 = 31,123 se u rezultatu navodi kao 31,1. Kod mnozenja
i dijeljenja ne broje se mjesta iza decimalnog zareza, nego broj znacajnih znamenaka:
Broj znacajnih znamenaka umnoska odnosno kvocijenta treba biti jednak broju
znacajnih znamenaka najmanje preciznog pocetnog podatka. Primjerice, 4,56-1,4 =
6,38 se u rezultatu navodi kao 6,4. Pritom se, kako bi se izbjeglo pojavljivanje
greske zbog samog racuna, racun treba provoditi s vise znamenki i tek konacni
rezultat zaokruziti u skladu s gornjim pravilima.

Primjer 6 Recimo da trebate izracunati (1]229'15’913 Prema pravilima, rezultat treba

135-000341 °
imati tri znacajne znamenke te se ispravnim racunom dobije rezultat 7,92-10%. Ako
biste pak racunali u tri koraka, tj. prvo izracunali produkte 0,229-15,913 = 3,64408 4
1,35-0,00341 = 0,0046035, ali ih prije dijeljenja zaokruzili na tri znacajne znamenke
dobili biste 05’0% $to nakon zaokruZivanja daje 7,91 - 102, tj. zbog zaokruZivanja
medurezultata tmali biste gresku na trecoj znacajnoj znamenci.

Zaokruzivanje brojeva se moze provoditi na viSe nac¢ina. Standardni nacin je
sljedeéi: Ako zZelimo odbaciti nekoliko zadnjih znamenki i one pocinju s 5,6,7,8 ili 9,
zaokruzujemo na gore (zadnja znamenka ispred njih se pri odbacivanju poveca za 1:
3,7898 na tri decimale zaokruzeno je 3,790), a ako pocinju s drugim znamenkama
nadolje. Ako pak odbacujemo niz znamenaka 500...0, ponekad se koristi sljedece
pravilo: parna znamenka ispred se ne mijenja, neparna ide nagore (7,85 na 7,8, a
7,15 na 7,2).

1.3 Pravokutni koordinatni sustav u ravnini

Cesto je korisno imati na¢in prikazivanja uredenih parova brojeva, npr. parova
podataka. Uredeni par dva (ne nuzno razli¢ita) broja ¢ine ta dva broja uz specifika-
ciju koji je prvi, a koji je drugi. Npr. (1,2) je uredeni par razli¢it od (2,1). Uredene
parove realnih brojeva mozemo vizualizirati koristeé¢i pravokutni koordinatni sus-
tav. On se sastoji od dva brojevna, medusobno okomita, pravca koje nazivamo
koordinatnim osima.

Brojevni pravac je pravac na kojem su oznacene pozicije brojeva 01 1 (¢ime je
odredeno mjerilo, tj. jedini¢na duljinaﬁ na njemu) i strelica koja ukazuje na smjer

5Duzina je matematicki objekt, dio pravca izmedu dvije tocke. Duljina je fizikalna
veli¢ina, sa SI jedinicom metar (m).
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porasta brojeva. Svakom realnom broju odgovara to¢no jedna tocka brojevnog
pravca i obrnuto, svakoj tocki na brojevnom pravcu odgovara to¢no jedan realan
broj. Intervali, tj. skupovi realnih brojeva koji se nalaze izmedu dva realna broja a
i b (gdje je a < b) na brojevnom pravcu se prikazuju kao duzine, s uklju¢enim ili
iskljucenim krajevima ovisno o tome je li @ odnosno b ukljucen u interval. Primjerice,
interval [—2,5) (skup svih z takvih da je —2 < z < 5) ¢e biti duzina duljine 7
razmaka od 0 od 1, pri ¢emu ¢ée tocka koja predstavlja —2 biti ukljucena, a tocka
koja predstavlja 5 iskljucena. Intervali mogu kao lijevi (otvoreni) rub imati —oo
(ako se u njima nalaze neograni¢eno mali brojevi) odnosno kao desni (otvoreni)
rub mogu imati 400 (ako se u njima nalaze neograniceno veliki brojevi) i u tom
slucaju im duljine nisu konac¢ne. Primjerice, (0, +00) je neogranic¢en interval koji
sadrzi sve pozitivne realne brojeve.

Brojevni pravci (koordinatne osi) pravokutnog koordinatnog sustava se sijeku
u zajednickoj nuli (ishodistu koordinatnog sustava). Pritom jedini¢ne duljine na
osima ne moraju biti jednake, a ako jesu, sustav zovemo Kartezijevim koordinatnim
sustavom. Kad unosimo par brojeva (x,y) u pravokutni koordinatni sustav, jedan
broj (prvi broj x u paru) nanosi se na horizontalnu os koju zovemo os apscisa, a
drugi (y) na vertikalnu os koju zovemo os ordinata. Par (z,y) je onda prikazan
tockom koja je sjeciste okomica povucenih na obje osi u tockama koje odgovaraju
nanesenim podacima. Brojevi x i y zovu se koordinatama tocke (z,y) (apsisa
i ordinata). Ukoliko u koordinatni sustav unosimo tocke koje prikazuju parove
vrijednosti nezavisne i pripadne joj vrijednosti zavisne varijable, standard je da se
iznosi nezavisne varijable nanose kao apscise, a iznosi zavisne kao ordinate. Ishodiste
koordinatnog sustava po definiciji ima obje koordinate jednake 0. Tocke na osi
apscisa imaju ordinatu 0, a tocke na osi ordinata imaju apscisu 0. Koordinatni
sustav dijeli ravninu na Cetiri kvadranta; u prvom su tocke kojima su obje koordinate
pozitivne, u drugom one s negativnom apscisom i pozitivnom ordinatom, u tre¢em
one kojima su obje koordinate negativne, a u Cetvrtom one s pozitivhom apscisom
i negativnom ordinatom (vidi sliku [1.1]).

Svaka koordinatna os se oznacava oznakom koja nam govori $to brojevi na toj
osi predstavljaju. U pravokutni koordinatni sustav u ravnini unose se iskljucivo
parovi brojeva; dakle, ako u pravokutnom koordinantom sustavu prikazujemo
parove rezultata nekih mjerenja, na osima su iznosi tih mjerenja podijeljeni s
odabranom mjenom jedinicom. Stoga su brojevi na osima ,cisti“ brojevi pa su
pravilne oznake osi oznake veli¢ina (vrste podataka) podijeljene s odabranom
mjernom jedinicom. Apstraktne oznake osi su x odnosno y, a njih u konkretnim
situacijama zamjenjujemo upravo opisanim konkretnim oznakama.

Primjer 7 Ako na jednu koordinatnu os nanosimo brzine u metrima u sekundsi,
1

pravilna oznaka te osi je v/(m/s), v/(ms™1) ili vm~1!s.

U praksi nacrtano sjeciSte osi ¢esto nije tocka kojoj su obje koordinate 0, tj.
nije ishodiste koordinatnog sustava (obi¢no su koordinate nacrtanog sjecista malo
manje od, za konkretnu situaciju, najmanje potrebne apscise odnosno ordinate).



1.3. PRAVOKUTNI KOORDINATNI SUSTAV U RAVNINI 9

3

g_t
51 ®(48)
. 71
II kvadrant 64
-5 z | I kvadrant
3 {(+.+)
®(-52) 2t
I+ X
IPFERTEEET R EERET NN
21 ®(6-2)
-3+
.
- ®(-3-5) 5+ TV kvadrant
III kvadrant 61
-7) A
; ol
g4

Slika 1.1: Pravokutni koordinatni sustav (slika izradena programom |Graph).

Stoga oprez: Ishodiste je zajednicka nula, dok nacrtano sjeciste osi ne mora biti
ishodiste koordinatnog sustava (odnosno, moguée je da jedan ili oba nacrtana
brojevna pravca zapravo nisu koordinatne osi).

Zelite li dobro planirati prostor papira za skiciranje podataka, potrebno je
prvo odrediti raspon [a, b] iznosa podataka koje nanosimo na apscisu i raspon [c, d]
iznosa podataka koje nanosimo na ordinatu. Sjeciste osi obi¢no se, ali ne nuzno,
crta dolje lijevo. Za njega se uzima tocka s koordinatama blizu (a, ¢), a najdesnija
tocka ima apscisu b i najgornja ordinatu d (te se tome prilagode jedini¢ne duljine
na osima). Ako je a < 0 < b, sjeciSte koordinatnih osi se stavlja u 0 na apscisi,
odnosno ako je ¢ < 0 < d u 0 na ordinati, umjesto da se crta u donjem lijevom
kutu papira.

Primjer 8 Recimo da Zelimo prikazivati vremena iz raspona 2min < ¢t < 10 min
i prirodne logaritme izmjerenih koncentracija reaktanta (podijeljenih s mjernom
jedinicom mol LY koji se nalaze u rasponu —2 < lnﬁvL < —0,5. Prikladan
raspon apscisa bio bi malo veci od 2 do 10, a raspon ordinata malo veéi od od —2
do —0,5. Odgovarajucéa oznaka osi apscisa je t/s, a osi ordinata In ﬁl/L Takav
koordinatni sustav prikazan je slikom[I.2. Primijetimo da ovdje nacrtano sjeciste

0si nije ishodiste, nego tocka (0,2).


https://www.padowan.dk/download/
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c
In mol/L

3 4 5 6 7 8 9 t/min

L4

Slika 1.2: Odabir raspona na koordinatnim osima (primjer .

Zadatak 5 Pri nekom eksperimentu dobivene su sljedece vrijednosti tlaka para
etanola pri razlicitim temperaturama:

t/°C | p/torr
25 55,900
30 | 70,000
35 93,800
40 | 117,50
45 154,10
50 190,70
55 | 241,90
60 304,15
65 | 377,90

Skicirajte podatke u pravokutnom koordinatnom sustavu tako da na apscisi budu
temperature, a na ordinati tlakovi, te tako da prostor crtanja bude sto bolje iskoristen,
tj. tako da sadrZi sve potrebne tocke i sto manje onih koje nisu relevantne.

Za kraj, napomenimo da se u kontekstu koristenja pravokutnih kooordinatnih
sustava pravci paralelni s osi apscisa nazivaju horizontalnim, a pravci paralelni s
osi ordinata vertikalnim.



Poglavlje 2

Realne funkcije jedne varijable

2.1 Pojam funkcije i grafa funkcije

Pod funkcijom se obi¢no— krivo — podrazumijeva pravilo kojim se nekim objektima
pridruzuju neki drugi objekti, tj. formula kojom se iz z izra¢una f(z). Sto je krivo
u tom shvaéanju? Svakako je to¢no da je pravilo pridruzivanja bitan dio pojma
funkcije, no nedostatak ovakve ,,definicije” je neisticanje skupa u kojem se nalaze
elementi kojima pravilo nesto pridruzuje (skupa nezavisnih varijabli) i skupa u kojem
se nalaze rezultati pridruzivanja (skupa zavisnih varijabli). Naime, isto pravilo
se moze odnositi na razlicite skupove objekata. Primjerice, masa se vaganjem
su jednom kontekstu moze pridruzivati ljudima, a u drugom brasnu. Takoder, u
,definiciji” da je funkcija samo pravilo pridruzivanja nije istaknuto da ne smije biti
visestrukog pridruzivanja (pridruzivanje vise objekata jednom objektu). Pravilnija
definicija je:

Definicija 1 (Funkcija) Svaka funkcija se sastoji od tri komponente:

1. Domena: Skup u kojem se nalaze objekti kojima se nesto pridruzuje, tj. neza-
visne varijable.

2. Kodomena: Skup u kojem se nalaze rezultati pridruzivanja (zavisne varijable).

3. Pravilo kojim se svakom elementu domene pridruzuje to¢no po jedan element
kodomene.

Uobicajene oznake su D za domenu, K za kodomenu i f za samo pravilo.
Funkciju tada oznacéavamo
f:D—=>K

i kazemo ,,f sa D u K”. Ako funkcija f nezavisnoj varijabli z pridruzuje zavisnu
varijablu y, pisemo y = f(z). Ukoliko ne zelimo isticati oznaku zavisne varijable,
koristi se ekvivalentan zapis x +— f(z). Oznaka f predstavlja ,¢itavu” funkciju, dok

11
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je f(z) vrijednost funkcije za jedan element domene z, dakle f(z) je jedan element
kodomene funkcije f. U veéini slu¢ajeva f(x) mozemo poistovjetiti s formulom, tj.
pravilom djelovanja funkcije.

Primjer 9 Funkcija identiteta je funkcija id : A — A, gdje je A bilo kakav skup,
koja ,nista ne radi”, tj. svakom elementu pridruzuje njega samog: id(x) = = za sve
r €A

Funkcije kojima je kodomena podskupE skupa R nazivamo realnim funkcijama.
U ovom i sljede¢em poglavlju bavit éemo se iskljucivo realnim funkcijama jedne
varijable, tj. funkcijama kojima su i domena i kodomena podskupovi od R. Mozemo
reé¢i da su to funkcije koje (realnim) brojevima pridruzuju (realne) brojeve.

Cesto se koristi i pojam prirodne domene funkcije. To je najveéi skup koji za
dano matematicko pravilo moze biti domena, tj. skup svih matematickih objekata
na koje se pravilo moze smisleno primijeniti. Primjerice, za pravilo realne funkcije
flx) = % prirodna domena je skup R\ {5} jer se jedino za = = 5 ne moze
izracunati %_5 Domena funkcije je uvijek podskup prirodne domene koja odgovara
pravilu kojim je opisano djelovanje funkcije. Ukoliko se funkcija zadaje samo
formulom f(z), bez konteksta ili eksplicitnog specificiranja domene, podrazumijeva
se da joj je domena prirodna domena.

Realne funkcije jedne varijable mozemo vizualizirati pomocu prikaza funkcijske
ovisnosti u koordinatnom sustavu. Graf funkcije f ¢ija nezavisna varijabla je
oznacena s x, a pridruzena vrijednost s f(z), je skup svz’fﬂ uredenih parova

(z, f(x))

kad x prolazi domenom funkcije. Buduéi da uredene parove realnih brojeva mozemo
poistovjetiti s tockama u pravokutnom koordinatnom sustavu, graf realne funkcije
jedne varijable mozemo prikazati ucrtavanjem tocaka s koordinatama (z, f(z)) u
pravokutni koordinatni sustav. Pritom se domena vizualizira kao skup svih apscisa
tocaka grafa (dakle kao podskup z-o0si), a rezultati, tj. elementi kodomene, nanose
se na y-o0s. S obzirom na standardnost takvog prikaza, uobicajeno je i njega nazivati
grafom funkcije. Pritom se podrazumijeva da se u okviru nacrtane slike mogu
uoCiti sve bitne karakteristike grafa, a da se izvan okvira graf nastavlja s istim
trendom koji je naznacen na slici (primjerice, na slici podrazumijevamo da je
funkcija definirana i za sve brojeve manje od —4 odnosno vecée od 4, i da pritom
pada ,,udubljeno’ﬁ za x < —4, a da raste ,udubljeno” za x > 4). Pune tocke e
se koriste za naglasavanje kad je neka tocka na grafu, bilo radi lakSeg ocitanja
odgovarajucih iznosa nezavisne i zavisne varijable, bilo radi naglasavanja da se radi

1Svaki skup je sam sebi podskup. Za skup B kazemo da je podskup skupa A ako je
svaki element od B ujedno element od A. Primjerice, skup svih ljudi rodenih u 21. stoljeéu
je podskup skupa svih ljudi koji su ikad zivjeli.

2Dakle, ne samo onih koje smo stvarno u stanju nacrtati.

3Kasnije éemo ovaj oblik grafa zvati konveksnim.
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Slika 2.1: Odredivanje nultocki i vrijednosti funkcije u nuli iz grafa.

o pocetnoj ili krajnjoj tocci nekog dijela grafa koja je i sama dio grafa. Prazne
tocke o se pak koriste za naglasavanje pozicija tocaka koje su bitne za graf, ali
nisu njegov dio. Tako je primjerice na slici tocka (0,1) oznacena puno da bi se
istaknulo da je f(0) =1 i da funkcija nije definirana za brojeve veée od 0 (sve do
2), dok je tocka (2,0) oznacena prazno da se ne samo naglasi da f nije definirana
u 2, nego i da lijevo od te tocke nemamo tocaka grafa (sve do z = 0), odnosno da
f nije definirana za brojeve malo manje od 2.

Pojam grafa funkcije nikako se ne smije mijesati s pojmom slike funkcije. Slika
funkcije je podskup kodomene koji se sastoji od onih zavisnih varijabli koje imaju
original (koje su stvarno pridruzene nekoj nezavisnoj varijabli). Dakle, slika funkcije
f:D — K je {f(x) : x € D}. Primjerice, slika realne funkcije f(x) = 22 je skup
[0, +-00) jer 2 ne moZe postiéi negativnu vrijednost, ali moZe postiéi sve nenegativne.
Ako nam je dan crtez grafa u pravokutnom koordinatnom sustavu, lako je ocitati
domenu i sliku funkcije: jednostavno projiciramo graf na os apscisa, odnosno na os
ordinata.

Zadatak 6 Na slici[2.3 je graf funkcije ¢ija domena je [—2,0) U [1,3] U (4, +o0),
dok je slika te funkcije (—oo, 1] (desni dio grafa sugerira da funkcija nastavlja padati
u beskonacnost kad x raste).

Neke bitne posljedice definicije funkcije i njenog grafa na prikaz grafa realne
funkcije jedne varijable u pravokutnom koordinatnom sustavu su sljedece:

o Svaka vertikala (paralela s osi ordinata) sijece graf funkcije najvise jednom
(zasto?).

o Sjeciste grafa s osi ordinata je, ako postoji, tocka (0, f(0)), tj. njegova ordinata
predstavlja vrijednost funkcije u nuli.
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Slika 2.2: Odredivanje domene i slike funkcija iz grafa (ilustracija uz zadatak

6).

o FElementi domene kojima funkcija pridruzuje nulu zovu se nultocke funkcije.
Dakle, nultoékeﬁ funkcije f su rjesenja jednadibeﬂ f(x) = 0. Svako sjeciste
grafa s osi apscisa kao apscisu ima neki x € D, a kao ordinatu 0 = f(x), pa
apscise sjecista grafa s osi apscisa predstavljaju nultocke funkcije.

o Funkcija je pozitivna/negativna (u smislu: vrijednosti f(z) su pozitivne/nega-
tivne) za one vrijednosti apscisa z za koje su pripadne tocke grafa iznad/ispod
2-0si.

Zadatak 7 Sto znamo o funkciji ako njen graf ne sijece os ordinata?

Zadatak 8 Moze li graf funkcije sjeci neku horizontalu (paralelu s osi apscisa)
vise od jednom?

Zadatak 9 Owvisnost tlaka p o volumenu V' idealnog plina pri konstantnoj tempe-
raturi T mnozini n dana je formulom.:

1
V)=nRT - —.
p(V) v
Tako definirana funkcija p ima prirodnu domenu R\ {0}, no zbog konteksta kao
domenu uzimamo {0, —l—oo)ﬁ Tlak pri pozitivnom volumenu je ocigledno pozitivan,
pa Ce se graf ove funkcije nalaziti u prvom kvadrantu. Skicirajte pet tocaka pripadnog
grafa i komentirajte (ne)postojanje sjecista s koordinatnim osima!

4Pod nultockama ovdje podrazumijevamo realne nultocke.

50vdje je dobro podsjetiti na razliku jednadzbe i funkcije. U kontekstu grafova, funkcija
y = f(x) predstavlja ¢itav graf, dok jednadzba opisuje tocke na tom grafu kojima je zadan
iznos ordinate, tj. presjek grafa s nekim horizonalnim pravcem.

5Primijetimo da iako ovdje, nepravilno, volumene poistovjeéujemo s realnim brojevima
bez da smo definirali jedinicu, izjava o prirodnoj domeni je to¢na jer je svejedno zelimo li
re¢i da volumen mora biti veéi primjerice od 0 L ili od 0 m?®.
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Slika 2.3: Odredivanje predznaka funkcije iz grafa.

Zadatak 10 Iz na slici[2.1] prikazanog grafa funkcije f ocitajte koja joj je vrijednost
ux = 0 ¢ koje su joj nultocke. Na kojim intervalima f poprima pozitivne vrijednosti?

2.2 Svojstva funkcija i njihovih grafova

Funkcija moze biti rastuca ili padajuc¢a na nekom intervalu koji je jednak domeni ili
je pak njezin podskup. Funkcija (strogo) raste na intervalu I ako vece vrijednosti
nezavisne varijable iz I daju i veée rezultate (zavisne varijable):

<2 = f(z) < f(a') (zaz 2 €l).

Funkcija (strogo) pada na intervalu I (koji je podskup domene) ako vece vrijednosti
nezavisne varijable iz I daju manje rezultate (zavisne varijable):

r<a' = f(z) > f(a') (zaz 2 €l).

Stroge nejednakosti izmedu f(x) i f(2') se u gornjim definicijama mogu zamijenis i
ne-strogima (< odnosno >), ¢ime dobivamo definicije (monotono) rastuéih i padaju-
¢ih funkcija. Buduéi da se vece vrijednosti ordinata u pravokutnom koordinatnom
sustavu nalaze iznad manjih, vizualno rast odnosno pad funkcije na intervalu I
vidimo tako da gledajuéi slijeva udesno (nad intervalom I na osi apscisa) graf
funkcije ide prema gore odnosno dolje.

Primjer 10 Pogledajmo graf na slici . Funkcija ¢iji je to graf (strogo) raste na
intervalima (—oo, —2), (0,1) i (3,+00), a (strogo) pada na intervalima (—2,0) i
(1,3). Svaki od simbola ( i) u prethodnoj recenici moze biti zamijenjen s [ odnosno
s |, osim ako je uz —oo ili +o0.
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-2 -1 2 3 [L

Slika 2.4: Odredivanje intervala rasta i pada iz grafa.

Drugo vazno svojstvo koje realna funkcija jedne varijable moze imati je (ne)parnost.
To svojstvo ima smisla provjeravati samo ako je domena funkcije simetri¢na s obzi-
rom na nulu, npr. ako je domena R, [—5,5] ili (—oo, —3) U (3, +00). Funkcija f s
takvom domenom je parna funkcija ako je svejedno uvrstavamo li u nju z ili —z
(promjena predznaka nezavisne varijable ne utjeCe na rezultat): za sve z iz domene
je

f(=z) = f(x).
2

Primjer parne funkcije je f : R — R, f(x) = 2°. Grafovi parnih funkcija su
simetri¢ni s obzirom na os ordinata (objasnite zasto!).

Funkcija f sa simetricnom domenom je neparna funkcija ako uvrstavanje —zx
umjesto x promijeni predznak rezultata (promjena predznaka nezavisne varijable
obrée predznak njoj pridruzene zavisne varijable): za sve z iz domene je

f(=z) = =f(z).

Primjer neparne funkcije je f : R — R, f(x) = 2®. Grafovi neparnih funkcija su
simetri¢ni obzirom na ishodiste, odnosno posjeduju rotacijsku simetriju reda 2 oko
ishodiétaﬂ (zasto?).

Na koncu, spomenimo i svojstva injektivnosti, surjektivnosti i bijektivnosti.
Funkcija je injekcija ako razliciti originali daju razlic¢ite rezultate, tj. ako iz f(x) =
f(2') nuzno slijedi x = 2’. Vizualno injektivnost realne funkcije jedne varijable
vidimo po tome da sve horizontale graf funkcije sijeku najvise jednom. Funkcija je
surjekcija ako svaki element kodomene ima svoj original u domeni, tj. ako za svaki
y € K mozemo nadi x € D takav da je f(z) = y. Surjektivnost je u pravilu lako
posti¢i smanjivanjem kodomene: Ako stavimo da je slika funkcije njena kodomena,

“U ravnini su centralna simetrija i rotacijska simetrija reda 2, tj. rotacijska simetrija s
kutom 180°, jedno te isto.
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Slika 2.5: Promjena predznaka (nezavisne) varijable.

funkcija je automatski (Stavise, po definiciji) surjektivnaﬁ Vizualno surjektivnost
realne funkcije jedne varijable vidimo po tome da svaka horizontala kroz tocke
kodomene bar jednom sijece graf. Ako je funkcija injekcija i surjekcija kazemo da
je bijekcija.

2.3 Transformacije grafova

Ako znamo kako u pravokutnom koordinatnom sustavu izgleda graf neke realne
funkcije jedne varijable y = f(z), lako je skicirati grafove mnogih drugih iz nje izve-
denih funkcija— svih onih koje se iz te funkcije mogu dobiti kombinacijom promjene
predznaka nezavisne ili zavisne varijable, pribrajanjem ili oduzimanjem konstante
nezavisnoj ili zavisnoj varijabli te skaliranjem zavisne ili nezavisne varijable pozitiv-
nom konstantom. Ukratko, ako je poznat graf funkcije f, transformacijama grafova
se mogu dobiti grafovi svih funkcija ¢ija pravila su oblika g(z) =a+b f(cz +d) s
konstatnim a, b, ¢ i d.

Prvi tip transformacije grafa je zrcaljenje (osna simetrija) s obzirom na jednu
od koordinatnih osi uslijed promjene predznaka nezavisne ili zavisne varijable.
Ako se promjena predznaka odnosi na domenu (zamjena nezavisne varijable x s
—x), zrcalimo s obzirom na os ordinata, a ako se odnosi na kodomenu (promjena
predznaka zavisne varijable s f(x) na — f(z)), onda zrcalimo s obzirom na os apsisa:

o Ako je g(z) = f(—=x), graf funkcije g dobije se zrcaljenjem grafa od f s
obzirom na os ordinata; vidi sliku

o Ako je g(z) = —f(x), graf funkcije g dobije se zrcaljenjem grafa od f s
obzirom na os apscisa; vidi sliku

8Formalno, promjena kodomene zna¢i i promjenu funkcije, no kako ta promjena ne
utjece na graf funkcije, ne¢emo to posebno isticati.
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Slika 2.6: Promjena predznaka funkcije (zavisne varijable).

Drugi tip transformacije je skaliranje (rastezanje odnosno stezanje) grafa u
horizontalnom ili vertikalnom smjeru uslijed skaliranja nezavisne varijable (x
zamjenjujemo s A x pa se skaliranje odnosi na domenu, odnosno graf se horizontalno
rasteze ili stiS¢e) ili zavisne varijable (f(z) prelazi u A f(x) pa se skaliranje odnosi
na kodomenu, odnosno graf se vertikalno rasteze ili stis¢e). S obzirom na to da smo
vel opisali efekt promjene predznaka funkcije na graf, ovdje je dovoljno razmatrati
skaliranje pozitivnom konstantom A > 0:

o Ako je g(x) = f(Ax), graf funkcije g ima isti oblik kao graf funkcije f i isto
sjeciste s osi ordinata (ako ga uopdée ima), ali je horizontalno rastegnut za
A< 1 ,aza A>1 jestisnut (vidi sliku[2.7).

o Ako je g(x) = A f(x), graf funkcije g ima isti oblik kao graf funkcije f i iste
nultocke, ali je vertikalno rastegnut za A > 1, za A < 1 graf je vertikalno
spljosten (vidi sliku . Primijetimo da skaliranjem s obzirom na kodomenu
ne mijenjamo domenu funkcije.

Uoc¢imo da je ovaj drugi tip transformacija grafova ekvivalentan promjeni
jedinica na koordinatnim osima.

Primjer 11 Ako imamo grafy = f(x), graf od y = 3f(x) moZemo nacrtati ili u
istom koordinatnom sustavu na nacin opisan gore ili pak alternativno ne promijeniti
graf, ali na osi ordinata, jer se radi o skaliranju u kodomeni, sve oznake brojeva
pomnoZiti s 3.

Tredi tip transformacije grafa je translacija, koja moze biti horizontalna ako se
odnosi na domenu (zamjena varijable z s varijablom x + A) ili vertikalna ako se
odnosi na kodomenu (promjena vrijednosti funkcije s f(z) na f(z) + A):
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y y = f(22)

y=f(z)

y = f(z/2)

Slika 2.7: Skaliranje nezavisne varijable.

WA’; 4 z
7 v = f(z)/2
v = f(z)
y=2f(x)

(

Slika 2.8: Skaliranje funkcije (zavisne varijable).
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Slika 2.9: Horizontalna translacija grafa.

o Ako je g(x) = f(z + A), graf funkcije g dobije se translacijom grafa od f za
iznos A ulijevo (dakle, ako je A negativan, pomak je udesno), vidi sliku

o Ako je g(x) = f(z) + A, graf funkcije g dobije se translacijom grafa od f za
iznos A prema gore (dakle, ako je A negativan, pomak je nadolje), vidi sliku

.10

Uocimo da je treéi tip transformacija grafova ekvivalentan pomaku (translaciji)
koordinatnih osi.

Primjer 12 Ako imamo graf y = f(x), graf od y = f(z + 3) moZemo nacrtati
ili u istom koordinatnom sustavu na mnacin opisan gore ili pak alternativno ne
promijeniti, tj. ne translatirati, graf, nego pomaknuti os ordinata za 3 jedinice o0si
apscisa udesno, tj. pomaknuti os ordinata tako da ishodiste padne u tocku koja je
isprva bila (3,0).

Pomoc¢u upravo opisanih pravila se iz poznavanja malog broja grafova (grafova
osnovnih elementarnih funkcija, koje éemo ponoviti u sljedeé¢im odjeljcima) mogu
lako i dosta precizno nacrtati grafovi mnogih drugih funkcija. Primjerice, ako znamo
nacrtati graf funkcije s formulom f(z) = e*, temeljem gornjih pravila mozemo
nacrtati grafove funkcija s formulama e®*!, e* — 2, —e” i 3e®. Primijetimo da
translacije i skaliranja s pozitivnim konstantama ne mijenjaju osnovni oblik grafa,
ve¢ samo njegovo pozicioniranje i veli¢inu u koordinatnom sustavu.

Zadatak 11 Koje od Sest osnovnih transformacija grafova ne mijenjanju sjecista
s osi apscisa? A koje ne mijenjaju sjeciste s osi ordinata?

Primjer 13 Na slici|2.11] crno w crnom koordinantom sustavu je nacrtan graf
funkcije log,.. Nacrtajmo graf funkcije cije je pravilo f(x) =1+ %logﬂ(l() +5z).
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y
9A
/\6‘ y=f(x)+6
3A
-2 -1 1 2 3 T
T y = f(=)
—0] y=f(z)-3
_9A

Slika 2.10: Vertikalna translacija grafa.

Slika 2.11: Graf funkcije log,. (crno) i njegova transformacija do grafa funkcije
f(z) =14 $log, (5 + 4z) (narancasto)
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Bududéi da nemamo promjenu predznaka ni u domeni ni u kodoment, znamo da ce
graf funkcije f izgledati po obliku i orijentaciji jednako kao graf funkcije log,., ali ée
brojevi na osima 1 pozicije osi biti pomaknute jer imamo ukljucena sva cetiri tipa
transformacija koja na njih utjecu.
Kako bismo lakse pratili redoslijed transformacija, preoblikujmo formulu funkcije
fu
Fla) =1+ 5 log,(5- (2 +2)) +3

Buduéi da mnoZenje © dijeljenje imaju prednost pred zbrajanjem i oduzimanjem,
te uzevsi u obzir redoslijed uvrstavanja, imamo redom.:

1. Prvo se x poveca za 2, dakle se graf translatira za 2 ulijevo (plavo na slici
je graf funkcije log, (x + 2)). Nultocka je sad —1 umjesto 1.

2. Zatim se x + 2 skalira s faktorom 5, odnosno nas se graf horizontalno stegne
5 puta; s obzirom na oblik grafa, to znaci strmiji rast (ljubicasto na slici
je graf od log, (5x + 10)). Nultocka je sad —9/5 umgjesto —1.

3. Zatim imamo skaliranje s faktorom X u kodomens, dakle se graf vertikalno
dvostruko stisne (crveno na slici je graf od %logﬂ(&ls + 10), nultocka se
nije promijenila).

4. Naposlijetku imamo translaciju za 1 u kodomeni, tj. nagore — narancasti graf

na slici[2.11] je graf funkcije f.

Zadatak 12 Za funkciju f ¢iji graf je prikazan na slici[2.3, nacrtajte graf funkcije
g(@) =3 — f(1—x/2).

2.4 Algebarske funkcije

2.4.1 Afine funkcije

Afine funkcije (¢esto nazivane i linearnim funkcijama) nezavisnu varijablu mnoze
konstantom i tome pribrajaju jos jednu konstantu. Formalnije:

Definicija 2 (Afina funkcija) Afina funkcija je realna funkcija s pravilom oblika
f(z) =ax+b.

Ocigledno je prirodna domena svih afinih funkcija skup R. Graf svake afine
funkcije je pravac: Sve tocke oblika (z,ax +b) za zadane a i b leZe na istom pravcu,
kojemu je a koeficijent smjera, a b slobodni c¢lan (slika desno). Buduéi da
je f(0) =a-0+b="b, tocka (0,b) je na grafu, tj. odsjecak grafa afine funkcije
na osi ordinata jednak je slobodnom ¢lanu. Afina funkcija kojoj je slobodni
¢lan nula zove se linearnom funkcijom (u uzem smislu). Graf svake linearne
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(a) (b) (c)

Slika 2.12: Grafovi konstantnih (lijevo), linearnih (sredina) i op¢ih afinih
funkcija (desno).

funkcije prolazi kroz ishodiste (slika sredina). Linearne funkcije opisuju
proporcionalnost nezavisne i zavisne varijable: Par meduovisnih varijabilnih veli¢ina
zove se proporcionalnim (razmjernim) ako je omjer (konstanta proporcionalnosti)
njihovih vrijednosti konstantan, tj. jednak za svaki par odgovarajuéih vrijednosti
kad god su one razli¢ite od nule.

Primjer 14 Identiteta id je linearna funkcija.

Primjer 15 Povrsina kruga je razmjerna kvadratu njegova polumjera, ali ne i
njegovom polumjeru.

Ako je koeficijent smjera afine funkcije jednak nuli, govorimo o konstantnoj
funkciji. U tom slucaju slika funkcije je jednoclani skup. Konstantna funkcija nije
injekcija. Graf konstantne funkcije je pravac paralelan s osi apscisa (slika
lijevo). Ako koeficijent smjera afine funkcije nije nula, afina funkcija je bijekcija s
R na R i ima to¢no jednu nultocku —g.

Zadatak 13 Uz koji uvjet je afina funkcija parna (neparna)?

Ovisno o predznaku koeficijenta smjera afina funkcija je rastuéa, odnosno
padajuca: za pozitivan koeficijent smjera ona raste, a za negativan pada.

Afine funkcije su vrlo ¢este u primjenama, iako su prave afine ovisnosti rijetke.
Naime, ¢esto se pomoc¢u afine funkcije aproksimira kompliciranija meduovisnost ili
se pak (vidi odjeljak neafine ovisnosti supstitucijama svode na afine.

Takoder, vazno je uociti da je u slu¢aju afine ovisnosti mjerna jedinica slobodnog
¢lana uvijek jednaka mjernoj jedinici zavisne varijable, a mjerna jedinica koeficijenta
smjera je kvocijent mjernih jedinica zavisne i nezavisne varijable (zasto?).
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Primjer 16 Quisnost koncentracije ca reaktanta A o vremenu t u reakciji nultog
reda opisana je jednadzbom
Cepn = CA0 — ko't

Pritom je ca o pocetna koncentracija od A, a ko > 0 je konstanta brzine reakcije.
Ocito bismo uz

T = tv f(.i[,') = CA,
a=—ky, b=-cap

tu jednadzbu mogli interpretirati kao jednadzbu afine funkcije, s tim da joj domena
ne bi bila cijeli skup R jer nas ne zanimaju vremena prije reakcije © nakon sto
reakcija stane. Primijetimo da je ovisnost ca ot padajuca. Stoga je domena ove
funkcije segment oblika [0,T], gdje je T trajanje reakcije, recimo u sekundama, a
T je nultocka funkcije ca (odredite jul).

Ovdje zapravo treba biti malo oprezan. Kad govorimo o domeni i kodomeni
funkcije te iznosima koje nanosimo na koordinatne osi, govorimo o cistim brojcanim
iznosima (vidi odjeljak. Kad na horizontalnu os nanosimo vrijeme te 0s ozna-
¢imo primgerice s t/s, znamo da apscise u tom koordinatnom sustavu predstavljaju
broj sekundi; stoga je i domena neke funkcije vremena (ovdje koncentracije) u tom
slucaju neki interval brojeva, a ne vremenski interval. Efektivno to znaci da kad
smo gore rekli x =t zapravo mislimo reéi x = t/s i podrazumijevamo da su sve
jedinice u svakom clanu formule izdvojene.

Primjerice, ako imamo cx = 0,100molL™1 — 0,667mol L~ s~ !¢, zapravo nije
r=t, f(z) =ca, a= —0,667molL~'s™! b= 0,100mol L™}, nego je

r=ts!, f(z)=camol 'L, a=-0,667, b=0,100
(tj. a = —ko mol 'Ls ib= CAL0 mol ! L). Pritom ée raspon nezavisne varijable
biti od 0 (pocetak reakcije) do T's~! = 100/667 (kraj reakcije).

Primjer 17 Tlak idealnog plina kao funkcija reciprocne vrijednosti volumena (p =
nRT - %) moze se shvatiti kao
y=ax+b

uzy =p/Pa, z = %/ﬁ, a=nRT/J ib=0. MoZemo reéi i: Tlak idealnog plina
proporcionalan je reciprocnoj vrijednosti volumena.

Primjer 18 Za kemijske reakcije prvog reda mozZe se pokazati da je ovisnost
mnozinske koncentracije ca bilo kojeg reaktanta A o vremenu dana s:

CA CA0

1 —1 -
. mol /L . mol /L

kt.

Pritom je ca o pocetna koncentracija reaktana A, a k > 0 konstanta. Uzy = In #IIA/L’

t
s

CA 0 . . . . z
ol /T opet imamo prikaz neafine ovisnosti pomocu afine.

r=%:a=—-ksib=In
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Slika 2.13: Graf funkcije f : [-2,1] — R, f(z) = 1,5z + 2.

Kao u primjeru [I6, u primjenama je ¢esto potrebno afinu funkciju promatrati
tako da joj je domena samo neki segment, a ne cijeli skup realnih brojeva. Opéenito,
ako je domena neke funkcije segment [a,b], onda odgovarajuéi graf sadrzi samo
tocke s apscisama izmedu a i b. Specijalno, graf afine funkcije kojoj je kao domena
uzet segment [a,b] je duzina koja je dio pravca koji predstavlja graf te funkcije
izmedu tocaka s apscisama a i b, vidi sliku

Zadatak 14 Skicirajte grafove funkcija f(x) = 3, f(x) = 2z i f(z) = 3 — 5.
Precizno odredite sva sjecista s koordinatnim osima.

Zadatak 15 Sto preciznije odreditte koeficijent smjera i slobodni clan pravca pri-

kazanog na slici[2.17).

Zadatak 16 U kom slucaju je afina funkcija parna? Neparna?

Zadatak 17 Vinar Kreso iz Gornjeg Dragonosca tijekom proslog mjeseca prodao je
100 boca vina po cijeni od 20 €/boca i tako zaradio 30 €. Uvidom u poslovne knjige
vidio je da u proizvodnji vina ima fiksne mjesecne troskove odrZavanja vinarije u
iznosu 770 €, neovisne o broju proizvedenih i prodanih boca vina te da je pretprosli
mgjesec prodao 112 boca vina po cijeni od 17 €. Ako znate da se ovisnost potraznje
o cijent moze modelirati padajucom, a ovisnost troskova o broju proizvedenih boca
vina rastucom afinom funkcijom, odredite te dvije ovisnosti i nacrtajte im grafove.

2.4.2 Kvadratne funkcije

Definicija 3 (Kvadratna funkcija) Opéa kvadratna funkcija je realna funkcija
s pravilom oblika
f(z)=ax® +ba+c

gdje sua # 0, b, ¢ zadane konstante (koeficijenti kvadratne funkcije). Koeficijent a
zove se vodecim koeficijentom, a ¢ je slobodnim clanom.
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Slika 2.15: Grafovi kvadratnih funkcija (lijevo: f(z) = z?, desno: f(z) =
—2? =2z +1=—(x+1)2+2).

Iz formule kvadratne funkcije ocito je da je prirodna domena svake kvadratne
funkcije cijeli skup R.
Funkcija f : R — R zadana formulom

fla) =a?

je ,prototip“ kvadratne funkcije. Njen graf prikazan je slikom (lijevo). Graf
svake kvadratne funkcije ima oblik parabole, a predznak vodeéeg koeficijenta
odreduje je li ,otvorena prema gore“ (za a > 0) ili ,prema dolje* (za a < 0). U
prvom slucaju se najniza, a u drugom najvisa tocka grafa zove tjemenom parabole.

Apscisa tjemena parabole y = a x> +bx +c je zp = 5 Kvadratna funkcija raste

na (—oo, zr) i pada na (rr,+00) ako je a < 0, odnosno pada do zr i raste od zp
ako je a > 0. Posebno, ordinata tjemena kvadratne funkcije je njezin minimum
(ako je a > 0) odnosno njezin maksimum (ako je a < 0). Graf kvadratne funkcije
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je uvijek simetrican s obzirom na paralelu s osi ordinata povucéenu kroz tjeme.
Kvadratna funkcija kao funkcija s R u R nikad nije ni injekcija ni surjekcija.

Grafovi svih kvadratnih funkcija mogu se izvesti iz grafa funkcije
f(x) = 22 koristeci transformacije grafova (odjeljak u kombinaciji sa svodenjem
na potpun kvadrat (slika desno).

Zadatak 18 Graf svake kvadratne funkcije je parabola. Vrijedi li i obrnuto, svaka
parabola je graf neke kvadratne funkcije?

Kao i kod afinih funkcija, iz jednakosti f(0) i slobodnog ¢lana slijedi da sjeciste
grafa kvadratne funkcije s osi ordinata ima ordinatu jednaku slobodnom ¢lanu c.
Nadalje, kao Sto smo rekli, nultocke svake funkcije (sjecista s osi apscisa) su rjesenja
jednadzbe f(z) =0, a ona je u ovom sluc¢aju kvadratna jednadzba

ar’+bx+c=0.

Njena rjesenja su dana formulom

—b++vD

2a

gdje je D = b? — 4a c tzv. diskriminanta (kvadratne jednadzbe odnosno kvadratne
funkcije). Vidimo da graf kvadratne funkcije ne sijece os apscisa ako je D < 0,
sijee (dira) ju u samo jednoj tocki (i to u tjemenu) ako je D = 0, a ima dva sjeciSta
s osi apscisa ako je D > 0.

T12 =

Zadatak 19 [zvedite formulu za ordinatu tjemena i odredite sliku opce kvadratne
funkcije.

Primjer 19 Neka je kvadratna funkcija zadana formulom
f(z) = —2® — 22+ 1.

Tada je a < 0 pa cée odgovarajuca parabola biti otvorena prema dolje. Sjeciste s
ost ordinata je u ordinati 1. Nultocke funkcije f se dobiju rjesavanjem jednadzbe
—2% — 20 +1=0 1 one su —14 /2. Tjeme ima apscisu —(—2)/(2-(=1)) = —1 i
ordinatu f(—1) = 2. Odgovarajuéi graf je prikazan slikom (desno).

Zadatak 20 Skicirajte grafove funkcija f(z) = 42*> +7, f(z) = —2? + 32 — 2 i
f(x) = 2% + 42 + 4, ali tako da je svakoj od njih domena segment [—1,4].

Zadatak 21 Ako je f(x) = ax® + bz + c i nezavisna varijabla x ima mjernu
jedinicu ¥, a zavisna varijabla f(x) ima mjernu jedinicu 3, koje su mjerne jedinice
koeficijenata a, b i c?

Zadatak 22 Nastavite zadatak[17: Po kojoj cijeni Kreso treba prodavati vino da
ostvari maksimalni profit? Koliko iznosi taj profit? Koliko boca vina dée u tom
slucaju Kreso mjesecno prodavati?

s osi ordinata je u ¢, a sjecista s osi apscisa su
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() (b)

Slika 2.16: Grafovi monoma parnog stupnja (lijevo) i neparnog stupnja veceg
od 1 (desno), za a = 1.

2.4.3 Polinomi

Monom stupnja n € N je funkcija m : R — R koja nezavisnoj varijabli pridruzuje
njenu n-tu potenciju (gdje je n prirodan broj) pomnozenu s nekom konstantomﬂ

m(x) = azx"™.

Ako je n paran i a > 0, m ima svojstva i graf slican funkciji f(z) = 22. Ako je

.......

je funkcija f(z) = x®. Grafovi monoma parnih odnosno neparnih stupnjeva s

koeficijentom a = 1 prikazani su slikom [2.16]

Polinom je zbroj kona¢no mnogo monoma. Najveéi od njihovih stupnjeva zove
se stupnjem polinoma. Primjeri polinoma su f(z) = 2% + 6z — 9 (polinom stupnja
3)ig(t) = 4> — 7t5 4 3,2t — 1,45367 (polinom stupnja 6). Uocimo: Polinom stupnja
0 je konstantna funkcija, polinom stupnja 1 je afina funkcija s koeficijentom smjera
razli¢itim od nule, a kvadratne funkcije su polinomi stupnja 2.

Preciznija definicija je sljedeca:

Definicija 4 (Polinom) Polinom stupnja n je funkcija f zadana pravilom oblika
f@)=ana™ +an_12" "+ +az2® + a1z + ag,

gdje je a, # 0.

9Strogo matematicki, monom je samo funkcija potenciranja, ali smo ovdje definiciju
malo proSirili.
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Kao i kod afinih i kvadratnih funkcija, ocito je da je prirodna domena polinoma
skup R. Brojevi ay,...,a9 € R su konstante i zovu se koeficijentima polinoma
f, pri ¢emu se koeficijent a, zove vodeé¢im koeficijentom. Koeficijent ag zove se
slobodnim ¢lanom polinoma f i predstavlja vrijednost f(0), dakle sjeciste pripadnog
grafa s osi ordinata. Primjerice, polinom p(z) = 8x — 327 je polinom stupnja 7 s
vodeéim koeficijentom —3 i slobodnim ¢lanom 0.

Polinomi se zbrajaju, oduzimaju i mnoze na oc¢igledan na¢in. Dijeljenje polinoma
je pak analogno dijeljenju prirodnih brojeva. Kao sto 17 : 2 = 8 i ostatak 1 znaci
da je 17 = 2 -8 + 1, tako (423 +1)/(22? — x) = 22 + 1 i ostatak = + 1 znaci
da je 42% +1 = (222 — 2) - (22 + 1) + (2 + 1). Takoder, kao $to pri dijeljenju
brojeva kazemo da je djeljenik djeljiv s djeliteljem ako je ostatak 0 (primjerice, 54
je djeljivo s 9 jer je 54 = 9-6 +0), tako je i kod polinoma: Polinom z3 + 1 je djeljiv
s polinomom z + 1 jer je 23 +1 = (z + 1) - (22 — x + 1) + 0. Nadalje, kao $to je
pri dijeljenju prirodnih brojeva ostatak uvijek manji od djelitelja, tako je i kod
dijeljenja polinoma ostatak uvijek manjeg stupnja od djelitelja. Opcenito vrijedi:

Teorem 1 (Teorem o dijeljenju polinoma) Za svaka dva polinoma p(x) i q(x)
postoje polinomi r(x) i o(x) takvi da je

p(x) = q(x) - r(z) + s(z).
Pritom je stupanj od s(x) manji od stupnja od q(x).

U gornjem teoremu polinom r(x) nazivamo kvocijentom (koli¢cnikom) polinoma
p(x) i q(x), a polinom s(z) je ostatak pri dijeljenju. Kako odrediti kvocijent dvaju
polinoma? U svakom se koraku dijele voded¢i clanovi djeljenika i djelitelja da bismo
dobili parcijalni kvocijent, a zatim od trenutnog djeljenika oduzimamo umnozak
djelitelja i zadnjeg dobivenog ¢lana parcijalnog kvocijenta. Tako dobiveni ostatak
postaje novi djeljenik. Postupak se nastavlja sve dok stupanj ostatka ne padne
ispod stupnja djelitelja. Najlakse je to objasniti na primjeru.

Primjer 20 Podijelimo polinom 12z* — x3 + 8 s polinomom 3xz> + 2z2. U pr-
vom koraku dijelimo vodeéi ¢lan 12x* s vodecéim clanom 3x® i dobijemo parcijalni
kvocijent 4x:
(122 — 23 + 8) : (323 + 22%) = 4u.
Da bismo dovrsili prvi korak, potrebno je parcijalni kvocijent 4x pomnoZiti s dje-
liteljem 3z3 + 22% te taj umnozak, 4z - (323 + 222) = 122* + 823, oduzeti od
djeljenika:
(122 — 23 +8): (32° +22%) = 4a
1224 + 823
—927 + 8
Trenutni ostatak je —9x3 + 8 pa sad njega dijelimo s 33 + 222, tj. dijelimo —9x> s
323, Tako dobijemo —3 i to pribrajamo prethodnom parcijalnom kvocijentu 4a:
(122 — 23 +8): (32 +22%) = 42 -3
122 + 823
—927 + 8
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Opet, da bismo dovrsili drugi korak, mnoZimo rezultat —3 iz ovog koraka s djeliteljem
323 + 222 te taj umnozak —3 - (323 + 222) = —923 — 622 oduzimamo od ostatka iz
prethodnog koraka:

(122 — 23 +8): (32 +22%) = 42 -3
12z* + 823

—923 + 8

—923 — 622

622 + 8

Ostatak je sad stupnja manjeg od stupnja djelitelja, te smo gotovi s dijeljenjem.
Stoga je
1221 — 2% 4+ 8 = (323 + 222) - (4z — 3) + (622 + 8).

Polinom stupnja n moze imati najvise n realnih nultocaka. Pritom vrijedi:

Propozicija 1 Broj ¢ je nultocka polinoma f(x) tocno ako je f(x) djeljiv s (x —c),
tj. ako je f(x) = (x —¢) - g(x), gdje je g(x) polinom stupnja za 1 manjeg od stupnja
polinoma f(x).

Ako je polinom f(x) djeljiv s polinomom (x — ¢)™ za neki realan broj ¢ i prirodan
broj m, a pritom nije djeljiv s (z — ¢)™*!, kazemo da je ¢ m-struka nultocka
polinoma f te broj m zovemo kratnosé¢u nultocke c. Visestruke nultocke su one
kojima je kratnost veca od 1. Zbroj svih kratnosti svih realnih nultoc¢aka polinoma
ne moze biti veé¢i od njegovog stupnja, a ako mu je jednak onda taj polinom mozemo
zapisati u faktoriziranom obliku

p(x) = ap(x —x1)™ .- (2 — xp)™F (2.1)

(gdje su z1, ..., xx sve realne nultocke od p(x) redom s kratnostima my, ..., mg).
Ako je zbroj kratnosti svih realnih nultocaka manji od stupnja polinoma, znaci da
se u njemu uz gore ispisane faktore pojavljuje bar jos jedan kvadratni faktor bez
realnih nulto¢akall

Primjer 21 Polinom zadan formulom p(x) = (2% + z 4+ 1)(x — 3)(z + 4) ima dvije
realne nultocke (obje jednostruke): to su 3 i —4. Zbroj njihovih kratnosti je 1+1 = 2.
Faktor x® + 2 + 1 nema realnih nultocki pa p ne moZemo do kraja faktorizirati na
faktore oblika (x — ¢)™.

Primjer 22 Polinom zadan formulom

p(x) = 5% — 5™ — 1525 + 252° — 102"

0Da ra¢unamo u kompleksnim brojevima: Polinom stupnja n uvijek ima toéno n
nultocaka, ako im se uracuna kratnost, odnosno kad racunamo s kompleksnim brojevima
svi polinomi se mogu faktorizirati u oblik
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je djeljivs (x —1), (r+2)=(x—(-2)) i sz = (x—0):
p(z): (x —1) = 102" — 152° 4 527,

p(x) : (x+2) = =5z + 1525 — 152° 4 527,
p(z) : x = —1023 + 2521 — 1525 — 525 + 527,

Stoga su 1, —2 7 0 njegove nultocke.

Polinom p(x) je osim s (x — 1) djeljiv i s (x —1)% i s (x — 1), ali nije djeljiv s
(x — 1)%. Stoga je 1 njegova trostruka nultocka.

Polinom p nije djeljiv s nikojom visom potencijom od (x + 2) pa je —2 njegova

jednostruka nultocka.

2 3

Polinom p(x) osim s x djeljiv i s % i s 23 i s x*, ali nije djeljiv s 5. Stoga je
0 njegova cetverostruka nultocka.

Buduéi da je stupanj od p(z) jednak 8, sto je jednako zbroju kratnosti njegovih
realnih nultocaka 3+ 1+ 4, zakljucujemo da se p(x) moZe zapisati u faktoriziranom
obliku

p(z) = azt(z +2)(z — 1)

Iznos od a lako odredimo ako u polaznu i prethodnu formulu za p(x) uvrstimo
bilo koji x koji mu nije nultocka, recimo wvrstimo —1. Po polaznoj je formuli
p(—1) = —40, a po prethodnoj je p(—1) = —8a, dakle je —8a = —40, odnosno
a=>9.

Ako polinom ima cjelobrojne koeficijente, njegove cjelobrojne nultocke su (ako
ih uopée ima) medu djeljiteljima slobodnog ¢lana.

Primjer 23 Neka je f : R — R zadana s
flx) =01z + 0,22 — 1,322 — 1,42 4 2,4.

Radi se o polinomu sa slobodnim clanom 2,4 pa je sjeciste s y-osi u 2,4.
Za odredivanje sjecista s osi apscisa treba rijesiti jednadzbu

Kako su djeljitelji od 24 brojevi +1,+2,+3,+4, +6, £8, £12, +24, pokusavamo medu
njima naci nultocke. Lako vidimo da je f(1) =0 i f(—2) =0, dakle smo nasli dvije
nultocke naseg polinoma.

Stoga je on djeljiv s 0,1(x — 1)(x + 2). Tim dijeljenjem ostaje x* + x — 12,
odnosno f(x) = 0,1(x—1)(x+2)(x?+2—12). Polinom x+x —12 pak ima nultocke
3 i —4, koje su onda naravno nultocke i od f(x). Buduéi da broj realnih nultocaka
polinoma ne moze biti veci od njegova stupnja, zakljucujemo da nas polinom ima 4
jednostruke nultocke i da njegov graf sijece r-os u —4, —2, 1 7 3.
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Slika 2.17: Grafovi nekih polinoma.

Graf polinoma je krivulja koja ima kona¢no mnogo prijevoja (promjena rasta
u pad i obrnuto), njih najvise za 1 manje od stupnja polinoma. Takoder, graf
polinoma ima konaénolﬂ mnogo sjecista s osi apscisa (najvise koliko je stupanj
polinoma). Polinom neparnog stupnja uvijek ima bar jednu realnu nultocku, tj. graf
mu bar jednom sijece os apscisa, a ako je stupanj paran, realne nultocke odnosno
sjecista grafa s osi apscisa ne moraju postojati. Ako je ¢ nultocka polinoma, ako je
ona neparne kratnosti u njoj polinom mijenja predznak, a ako je parne kratnosti ne.
Takoder, ako je ¢ visestruka nultocka polinoma, onda u tocki (¢, 0) je os apscisa
tangenta na graf tog polinoma. Primjerice, polinomi ¢iji grafovi su na slici
prikazani plavo i zeleno posjeduju visestruke nultocke, a druga dva polinoma imaju
samo jednostruke nultocke. Pritom, za u nultockama neparne kratnosti polinom
mijenja predznak, a u nultoCkama parne kratnost ne: Za polinom ciji graf je
prikazan zeleno na slici nultocka —1 je neparne, a 1 parne kratnosti.

Ako je stupanj polinoma neparan i vodeci koeficijent pozitivan, onda i lijevi i
desni kraj grafa idu prema gore (za jako male i za jako velike vrijednosti nezavisne
varijable polinom raste), a ako je stupanj paran i vodeéi koeficijent pozitivan, onda
lijevi kraj grafa ide prema gore, a desni prema gore (za jako male vrijednosti
nezavisne varijable polinom pada, a za jako velike raste). Za negativne vodece
koeficijente pravila su obrnuta: Ako je stupanj neparan i vodeéi koeficijent ne-
gativan, onda i lijevi i desni kraj grafa idu prema dolje (za jako male i za jako
velike vrijednosti nezavisne varijable polinom pada); ako je stupanj paran i vodeéi
koeficijent negativan, onda lijevi kraj grafa ide prema gore, a desni prema dolje
(za jako male vrijednosti nezavisne varijable polinom raste, a za jako velike pada).

Nula je konacan broj.
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Uocimo da ta pravila toc¢no odgovaju ponasanju grafova monoma koji su jednaki
vodeéem koeficijentu pomnozenom s x na stupanje polinoma (tzv. vodeéi ¢lan
polinoma). Primjerice, u polinomu 4 — 222 + x je vodeéi ¢lan monom —2x2 i on
odreduje ponasanje grafa polinoma za jako male i za jako velike x.

Zadatak 23 Sa slike|2.17 odredite koji grafovi prikazuju polinome parnog, a koji
neparnog stupnja te predznake njthovih vodecih koeficijenata.

Zadatak 24 Nacrtajte graf funkcije zadane formulom f(z) = x3(9 — 22).

2.4.4 Racionalne funkcije

Dvije veli¢ine koje nikad ne postizu vrijednost nula su obrnuto proporcionalne
ako im je umnozak konstantan. Primjerice, tlak i volumen idealnog plina su (pri
konstantnoj mnozini i temperaturi) obrnuto proporcionalni. Ako su x i y obrnuto
proporcionalne realne varijable i y shvatimo kao funkciju od z, radi se o ovisnosti
tipa f(r) = 2. Ona ocigledno nije polinom jer nije definirana za x = 0. Ako
malo bolje promotrimo, radi se o funkciji koja je kvocijent polinoma stupnja 0 i
polinoma stupnja 1. Kao sto smo vidjeli u primjeru za razliku od zbroja, razlike
i umnoska dvaju polinoma (koji ponovno daju polinom), kvocijent dvaju polinoma
ne mora biti polinom, dakle smo dobili primjer nove vrste funkcija.

Definicija 5 (Racionalne funkcije) Racionalne funkcije su kvocijenti dvaju po-
linoma.

Opéenito, dijeljenjem jednakosti p(z) = q(z) - r(x) + s(x) iz teorema [l|s q(z),

vidimo da svaku racionalnu funkciju oblika % mozemo zapisati i kao

p@) o s

~—

Primjer 24 Iz primjera 20 slijedi da je

122% — 2% + 8 62+ 8
oty gy YA
3x3 4+ 222 3x3 4+ 222

Prirodnu domenu racionalne funkcije ¢ine svi realni brojevi koji nisu nultocke
nazivnika (dakle, ako nazivnik nema realnih nultocaka, prirodna domena im je
cijeli skup R). Strogo uzevsi, polinomi su podvrsta racionalnih funkcija (racionalne
funkcije s nazivnikom stupnja 0), no u praksi ih obi¢no analiziramo odvojeno. Stoga
u nastavku pod racionalnom funkcijom, ako nije drugacije receno, podrazumijevamo
onu koja nije polinom.
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Primjer 25 Funkcija zadana s

x2—4
xr—2

fz) =

nije isto sto i polinom zadan s g(x) = x + 2. Naime, kracenje razlomka je dijeljenje
brojnika i nazivnika istim brojem, u nasem primjeru s (x — 2), sto smijemo ciniti
samo ako smo sigurni da taj broj nije nula. Stoga je potrebno prvo odrediti prirodnu
domenu za dano pravilo. Za x iz te domene onda nazivnik nece biti nula i moci
cemo kratiti, ali za x© koji nije u toj domeni, funkcija nije definirana.

Konkretno, prirodna domena funkcije f je skup R\ {2}. Za x iz te domene je
f(x) =x 42, tj. graf joj je do na jednu tocku jednak grafu afine funkcije zadane
pravilom g(x) = x + 2. Funkcija f je stoga racionalna, a ne afina funkcija. Ta
tocka koja c¢ini razliku izmedu grafova funkcija f i g je tocka (2,3), koja je na grafu
funkcije g, ali nije na grafu funkcije f koji izgleda kao da smo ,iscupali” tocku
(2,3) iz grafa funkcije g, tj. kao graf od g, ali s praznom tockom na poziciji (2,3).

Najjednostavnije racionalne funkcije su funkcije zadane formulom oblika

rn(x) = aji"

gdje je n € N, dakle ,monomi s negativnim cijelim eksponentima” Njima je
prirodna domena R\ {0} = (—o0,0) U (0, 4+00) te im grafovi ne sijeku os ordinata.
Buduéi da je razlomak jednak nuli to¢no ako mu je brojnik jednak nuli, a brojnik
ovakve funkcije je 1, slijedi da ove funkcije nemaju nultoc¢ki pa im grafovi ne sijeku
ni os apscisa. Iz formule je vidljivo da su za n neparan ove funkcije neparne i
poprimaju pozitivne vrijednosti za pozitivne x, a negativne vrijednosti za negativne
x, pa im je graf u I. i III. kvadrantu. Za paran n su ove funkcije parne i poprimaju
samo pozitivne vrijednosti pa im je graf u I. i II. kvadrantu (vidi sliku .

Na slikama vidljivo je da za funkcije r,, postoje po dva pravca u ravnini
koji se isti¢u time da grafovi ,prilijezu“ uz njih. Ti pravci su njihove asimptote.
Opéenito, asimptota krivulje je pravac koji ima svojstvo da su mu tocke krivulje
sve blize Sto su dalje od ishodista. Primijetimo da to ujedno znaci i da je svaki
pravac sam sebi asimptota, odnosno polinomi imaju asimptote ako i samo ako im
je stupanj 0 ili 1. Vezano za grafove funkcija obi¢no se isti¢u tri vrste asimptota:
horizontalne, vertikalne i kose. Vise o asimptotama grafova funkcija re¢i é¢emo
u poglavlju a ovdje éemo se samo intuitivno upoznati s horizontalnim i
vertikalnim asimptotama.

Horizontalna asimptota krivulje je pravac y = L u pravokutnom koordinatnom
sustavu koji ima svojstvo da je ta krivulja sve bliza tom pravcu $to su joj tocke vise
lijevo ili desno, tj. krivulja se priblizava horizontalnoj asimptoti s porastom i/ili
padom vrijednosti apscise (ako je z jako velik ili jako maliB f(z) = L). Graf realne
funkcije jedne varijable moze imati najvise dvije razlicite horizontalne asimptote,

12 Jako mali broj ne znaéi da se radi o broju blizu nule, nego o ,jako negativnom” broju.
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(a) (b)

Slika 2.18: Grafovi racionalnih funkcija 7, (z) = = za paran n (a) i za neparan
n (b).

jednu lijevu i jednu desnu (objasnite zaSto!). Sve racionalne funkcije oblika r,
imaju svojstvo da je r,(z) = 0 za jako velike i jako male z, tj. pravac y = 0 (os
apscisa) je horizontalna asimptota njihovih grafova. Ako graf racionalne funkcije
posjeduje horizontalnu asimptotu, onda je ona obostrana, tj. ista i lijevo (za jako
male x) i desno (za jako velike x). Vrijede sljedeéa pravila:

e Ako je nazivnik racionalne funkcije r veceg stupnja od brojnika, pravac y = 0
je obostrana horizontalna asimptota grafa od r.

o Ako su nazivnik i brojnik racionalne funkcije r jednakih stupnjeva, pravac
y = L je obostrana horizontalna asimptota grafa od r, gdje je L kvocijent
vodeéeg koeficijenta brojnika i vodeceg koeficijenta nazivnika.

e Ako je nazivnik racionalne funkcije » manjeg stupnja od brojnika, graf od r
nema horizontalnu asimptotu.

Takoder, grafovi funkcija r, imaju os ordinata (pravac x = 0) kao vertikalnu
asimptotu. Vertikalna asimptota krivulje je vertikalni pravac x = ¢ u pravokutnom
koordinatnom sustavu koji ima svojstvo da je ta krivulja sve bliza tom pravcu sto
su joj tocke vise gore ili dolje, tj. krivulja se sve vise priblizava vertikalnoj asimptoti
sto je apscisa tocke krivulje bliza ¢ (ako je z = ¢, f(x) je jako velik ili jako mali).
Vertikalnih asimptota graf funkcije moze imati proizvoljno mnogo— koliko ih je,
ovisi i o pravilu i o domeni. Opéenito, vertikalne asimptote se najéesée (no ne
samo i ne uvijek) pojavljuju u tzv. ,rupama u domeni” (recimo gore je 0 ,rupa
u domeni” svih funkcija 7,). Kod racionalnih funkcija vertikalne asimptote se
pojavljuju kad nazivnik, nakon maksimalnog skraé¢ivanja formule funkcije, ima
realnih nultocki (tada su vertikalne asimptote to¢no pravci = ¢ gdje su ¢ redom
nultocke nazivnika).
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224342

Slika 2.19: Graf racionalne funkcije zadane formulom f(z) = Z5-72=.

Primjer 26 Funkcija f : R\ {2} — R zadana s f(x) = ”;2:24 ima ,rupu u domeni”,
ali njen graf nema vertikalnu asimptotu x = 2. Uzrok anomalije, tj. nepojavljivanja
vertikalne asimptote u nultocki nazivnika je u tome sto se algebarski razlomak
koji predstavlja formulu funkcije mogao skratiti tako da rezultat do na jednu tocku
ispadne polinom, kako smo vidjeli u primjeru |23

Primjer 27 Racionalna funkcija zadana formulom

4342 (z+2)(z+1)
23422 —-92 -9  (z-3)(z+3)(z+1)

()

za prirodnu domenu ima skup R bez brojeva —1, 3 i 3. Bududi da joj je nazivnik
veceg stupnja nego brojnik, ona za horizontalnu asimptotu ima pravac y = 0 (o0s
asitmptota). Nadalje, buduéi da joj se formula moze skratiti do oblika f(x) =
%, ona tma dvije vertikalne asimptote, x = 3 i x = —3. Graf ove funkcije
prikazan je na slici[2.19,

Primjer 28 Quisnost tlaka o volumenu idealnog plina, pri konstantnoj temperaturi
1 mnozini, opisana je s
nRT

p(V) = v

tj. uz odabir x =V, y = p ia = nRT se radi o racionalnoj funkciji zadanoj s
pravilom oblika

a
y=—
T
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Slika 2.20: Graf funkcije f(x) = ¢ za a > 0.

8,31454 - - -\

)
1
1
|
1 p

Slika 2.21: Nepravilno prikazana ovisnost tlaka o volumenu idealnog plina
prin =0,01 moli 7T =100 K.

s a > 0. Graf takve funkcije dobije se iz grafa funkcije f1(x) = % (crvena istostrana
hiperbola na slici (b)) u skladu s pravilima za transformacije grafova (odjeljak

, vidi sliku .

Mnogi bi graf na slici[2.20 prihvatili kao graf funkcije tlaka idealnog plina za
a=nRT. No, u nasem konkretnom slucaju trebamo uzeti u obzir da se ne radi o
apstraktnoj matematickoj funkciji u kojoj su x, y © a samo realni brojevi. Ouvdje
su to iznosi konkretnih fizickih velicina i ne mogu biti negativni. Stoga je za taj
slucaj besmisleno crtati obje grane grafa — lijeva grana odnosi se na negativne
vrijednosti x, tj. ticala bi se megativnih iznosa volumena te je ona suvisna. Uz
to, x iy nemaju jednoznacnu i s kontekstom povezanu interpretaciju te bi trebalo
odgovarajude promijeniti oznake. Stoga bi prikaz na slici[2.21] bio bolji prikaz grafa
ovisnosti tlaka idealnog plina o volumenu, ako je mnoZina primjerice n = 0,01 mol
i temperatura T = 100 K. No, taj prikaz sadrzi dvije greske — objasnite koje i
ispravite ga!
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(a) (b)

Slika 2.22: Funkcije zadane s f,(x) = {/x za n paran (a) i n neparan (b).

Zadatak 25 Virijalna jednadzba stanja plina, tocnije njena prva dva clana, ima

oblik 3
n
V=nRT(1+—|,
pV =kt (1+37)
gdje je B (ne nuzno pozitivan) koeficijent ovisan o vrsti plina. Kako sve moze

izgledati graf ovisnosti p o V ako je stanje plina opisano virijalnom jednadzbom?

Zadatak 26 Koristeci transformacije grafova skicirajte graf funkcije zadane for-
mulom

1527 — 14z

32222

f(x)

2.4.5 Korijeni

Neka je y = ™. Ako je n neparan, onda je vrijednost od x jedinstveno odredena
vrijednoscu y i kazemo da je z = /y. Primjerice, 23 = 8 znadi da je 2 = V/8.
Buduéi da je (za neparan n > 1) slika funkcije x — z™ cijeli skup R, slijedi da su
neparni korijeni definirani za sve realne brojeve te ih mozemo shvatiti kao funkcije
¢/~ R = R. Radi se o rastu¢im funkcijama bez asimptota, Ciji grafovi sijeku
koordinatne osi samo u ishodistu (slika (b)). Uocimo i da je os ordinata
tangenta na te grafove, kao $to je os apscisa tangenta na grafove od f(x) = 2" s
neparnim n > 1.

Ako je n paran, onda iz y = 2" (recimo, y = 2?) slijedi da je y > 0. Stoga
u svijetu realnih brojeva parni korijeni negativnih brojeva nemaju smisla. Uz
to, vrijednost od z nije jedinstveno odredena vrijednoséu y (primjerice, (—3)% =
32 = 9) — kvadriranje kao i opéenito parne potencije nisu injekcije. Stoga se kod
korjenovanja kao racunske operacije pise v/9 = #3. Zelimo li korijene promatrati kao
funkcije, njihova vrijednost mora biti jedinstveno odredena te se dogovorno uzima
da parni korijeni, promatrani kao funkcije, nenegativnih brojeva daju nenegativne
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Ay /(S m?/mol)

¢/(mol/L)

.
A /K

Slika 2.23: Primjer transformiranog grafa funkcije drugog korijena (ovisnost
molarne provodnosti jakog elektrolita o njegovoj mnozinskog koncentraciji).

brojeve. Imamo dakle g/ : [0,+00) — [0,+0c) za n paran. Ovo su takoder
rastuce funkcije ¢iji grafovi sijeku koordinatne osi samo u ishodistu, no grafovi im
se zbog prirodne domene [0, +00) nalaze samo u prvom kvadrantu Kartezijevog
kooordinatnog sustava (slika (a)).

Zadatak 27 Kohlrauschov zakon opisuje ovisnost molarne provodnosti Ay, ¢ija
mjerna jedinica je Sm?mol ™!, o mnoZinskoj koncentraciji ¢ jakog elektrolita i glasi

Am = AS, — Ky/e.

Pritom su Ay, @ IC pozitivne konstante. Koristeci transformacije grafova objasnite
zasto pripadni graf ima oblik prikazan slikom [2.23

Sad kona¢no mozemo reéi i sto su algebarske funkcije: To su sve funkcije takve
da se zavisna varijabla iz nezavisne dobiva s kona¢no mnogo primjena osnovne Cetiri
racunske operacije i korjenovanja na nezavisnu varijablu i konstante. U algebarske
funkcije mogu se uvrstavati i fizikalne veli¢ine skupa s mjernim jedinicama, uz
uzimanje u obzir da se fizikalne veli¢ine mogu zbrajati, oduzimati i izjednacavati
samo ako imaju istu fizikalnu dimenziju, tj. ako se mogu izraziti u istoj mjernoj
jedinici (princip homogenosti).

Primjer 29 Funkcija zadana formulom

z+1
@)= {5 e e

je primgjer algebarske funkcije.
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Primjer 30 Owisnost pozitivne velicine v o pozitivnoj velicini x opisana je jed-

nadzbom 1

301 — 6071803 . X +200!
Pritom su < i Q neke mjerne jedinice.

Vidimo da je v algebarska funkcija od x. Nadalje, u nazivniku tmamo tri clana:
prvi ima jedinicu ™1 pomnoZenu s jedinicom od x, drugi ima jedinicu {p~* QL/2
pomnoZenu s korijenom jedinice od x, a treci ima jedinicu Q™. Da bi se oni
mogli zbrojiti i oduzeti, te tri jedinice moraju biti jednake. Oznacimo li jedinicu od
x s jed. tmamo uvjet

L

O ljed. = QO - jed V2 = QO

odnosno

jed. = Qjed.1/? = Q,

iz Cega vidimo da je jedinica od x tocno Q. Buduéi da je jedinica nazivnika Q=1
a brojnik je cisti broj, vidimo da je jedinica od v jednaka Q1.

Zadatak 28 Ako varijabla x ima mjernu jedinicu #, koju mjernu jedinicu treba
imati konstanta a da bi izraz f(z) = 222 — % bio smislen, te koja je tada mjerna

jedinica od f(x)?

2.5 Transcendentne funkcije

Elementarne funkcije koje nisu algebarske, tj. ¢ija pravila pridruzivanja ne mozemo
izraziti kona¢nim brojem operacija zbrajanja, oduzimanja, mnozenja, dijeljenja i
potenciranja s racionalnim eksponentima zovu se transcendentne funkcije. Naj-
vaznije medu njima su eksponencijalne, logaritamske i trigonometrijske funkcije.
Zapravo, elementarne funkcije se definiraju kao sve funkcije koje se mogu izraziti
preko konaéno mnogo primjena osnovne cetiri racunske operacije te kompozicije
(vidi odjeljak na algebarske, eksponencijalne, logaritamske, trigonometrijske i
ciklometrijske funkcije. Stoga su temeljne transcendentne funkcije eksponencijalne,
logaritamske, trigonometrijske i ciklometrijske funkcije. Za razliku od algebarskih
funkcija, u transcendentne funkcije ima smisla uvrstavati samo ,,¢iste* brojeve (i
rezultat je takoder broj).

2.5.1 Eksponencijalne funkcije

Dosad smo se susreli s funkcijama koje racunaju racionalne potencije nezavisne
varijable (monomi i kvocijenti monoma te korijeni i njihove kompozicije s monomi-
ma), tj. s funkcijama tipaz — z* gdje ju a € Q. Dakle, nezavisna varijabla nam
je bila baza potencije, a (racionalni) eksponent je bio konstantan. Funkcije kod
kojih je (ne nuzno racionalna) baza konstantna, a eksponent je varijabla, zovu se
eksponencijalnim funkcijama. Preciznije:
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Definicija 6 (Eksponencijalne funkcije) Eksponencijalna funkcija s bazom a
je funkcija f : R — R zadana formulom

f(z) =a".

Pritom baza a ne moze biti bilo kakav realan broj. Kao prvo, ako bi bilo
a = 0 imali bismo f(x) = 0 za x # 01 f(0) ne bi bio definiran, dakle nesto
poput konstantne funkcije s ,rupom” u domeni (ovo bi zapravo bila racionalna
funkcija f(z) = ). Ako bismo uzeli a = 1, dobili bismo pravu konstantnu funkeiju
f(z) = 1. Dakle, baza eksponencijalne funkcije ne smije biti ni 0 ni 1. Moze li baza
eksponencijalne funkcije biti negativna? Ne. Uoc¢imo da u definiciji zahtijevamo da
je prirodna domena eksponencijalne funkcije cijeli skup R. PokuSajmo primjerice s
f(x) = (—1)* zadati eksponecijalnu funkciju. Ako u nju uvrstimo x = —%, dobit

éemo f (—%) = (—1)1/2 = +/—1, $to nije realan broj, dakle kao realna funkcija ona
ne bi imala % u svojoj prirodnoj domeni pa joj prirodna domena ne bi bio R. Iz

prethodnog razmatranja slijedi: Baza eksponencijalne funkcije mora biti pozitivan
realan broj razli¢it od 1.

Primjer 31 Funkcija zadana formulom f(x) = 3130 na prvt pogled nije eksponen-

cijalna funkcija, no koristeci pravila o transformiranju algebarskih izraza lako je
uwvjeriti se da se zapravo radi o eksponencijalnoj funkciji s bazom 3:

fw=-55-(5) =%

Sli¢no, funkcija zadana pravilom g(x) = 42T je eksponencijalna funkcija s bazom
4?2 = 16.

Ovisno o tome je li baza eksponencijalne funkcije veéa ili manja od 1 dobit
¢emo rastucu ili padajucu eksponencijalnu funkciju: Eksponencijalne funkcije s
bazom a > 1 su rastuce, a one za koje je 0 < a < 1 su padajuce. Grafovi svih
eksponencijalnih funkcija os ordinata sijeku u tocki (0, 1) jer je za svaku od njih
f(0)=a’=1.

Zadatak 29 U kojoj tocki graf funkcije s formulom f(x) = C a® sijece os ordinata?

Eksponencijalne funkcije nemaju nultocaka, stovise: iznosi su im strogo pozi-
tivni: Slika svake eksponencijalne funkcije je (0, 400), tj. graf im je uvijek iznad osi
apscisa. Uz modifikaciju kodomene na taj skup, eksponencijalne funkcije postaju
bijekcije f : R — (0, +00).

Os apscisa je jednostrana horizontalna asimptota za svaku eksponencijalnu
funkciju: Ako je baza a > 1, radi se o asimptoti na lijevoj strani (brojevi a® su
za jako negativne z jako blizu nule), a ako je baza a < 1, radi se o asimptoti na
desnoj strani (brojevi a® su za jako velike x jako blizu nule). Grafovi nekoliko
eksponencijalnih funkcija prikazani su na slici [2.24]
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Slika 2.24: Grafovi eksponencijalnih funkcija (slika izradena programom
Geogebra)).

Najcesce se koristi eksponencijalna funkcija s bazom e. Broj e je matematicka
konstanta i iracionalan je, a iznosi priblizno 2,71828. Umjesto e* Cesto se koristi
oznaka exp(z).

Primjer 32 1s-orbitala vodikovog atoma je skalirana eksponencijalna funkcija koja
poziciji elektrona u prostoru pridruZuje broj

1 T
e Lo (1),
aoﬂ- agp

gdje je r > 0 udaljenost elektrona do jezgre, a ag = 52,9pm je Bohrov radijus.
Ako bismo 1s-orbitalu vodikovog atoma gledali kao realnu funkciju jedne varijable r,
imali bismo funkciju

fis(z) = Aa”,

gdje je A = % >0,a= exp(—%) ix = me, dakle se radi o skaliranoj ekspo-

nencijalnoj funkciji s bazom a, ali s domenom [0,4o00) jer r ne moZe biti negativan.
Tocka grafa na osi ordinata je (0, A), a radi se o padajucoj eksponencijalnoj funkciji
pm

jer je a < 1 bududi da je —ao <0, a e na negativan broj je manje od 1 jer je

exp(z) rastuca eksponencijalna funkcija.

Na kraju, spomenimo jos dva svojstva eksponencijalnih funkcija, a to su da za
sve x,z’ € R vrijede formule

fx+a')=a" =a"a” = f(x)f(2),

/ /

flx —2)=a""" =a":a" = f(x): f(2').
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2.5.2 Hiperbolne funkcije

Povremeno se u primjenama pojavljuju i ¢etiri hiperbolne funkcije. Njihove definicije
su kako slijedi:

. ) . e’ —e
e sinus hiperbolni: shx = ——,

2

e’ +e7”
e kosinus hiperbolni: chzx = %,

shzx ef —e™*

e tangens hiperbolni: thz = =
& P chz e +e %’

1 _cha? ef +e "

thz shz e*—e

o kotangens hiperbolni: cthz =

Buduéi da su brojevi e* i e™* smisleni i pozitivni za sve realne brojeve, ocito
je prirodna domena za prve tri hiperbolne funkcije cijeli skup R. Kod kotangensa
hiperbolnog u prirodnoj domeni nisu z-evi za koje je e* = e~®. Takav broj je samo
x = 0 pa je prirodna domena kotangensa hiperbolnog skup R\ {0}.

Imena hiperbolnih funkcija potjecu od toga sto bi se mogle definirati
slicno kao i trigonometrijske funkcije (vidi sljedeci odjeljak), s tim sto bi se umjesto
jedinicne kruznice uzela istostrana hiperbola. Takoder, kao sto cemo vidjeti u odjeljku
[4 definicijske formule za sinus i kosinus hiperbolni analogne su formulama koje
vrijede za ,,obicni® sinus i kosinus, s razlikom da se za hiperbolne funkcije koristi
realna, a za trigonometrijske kompleksna eksponencijalna funkcija.

Sinus hiperbolni je neparna rastuca funkcija ¢iji graf podsjeca na graf funkcije
kubiranja, no usporedbom tih grafova (slika vidi se da oko ishodista graf sinusa
hiperbolnog prilijeze uz y = z, dok se krivulja y = 22 oko ishodista vise priljubljuje
uz z-os. Kosinus hiperbolni je parna funkcija ¢iji graf se naziva lancanica i podsjeca
na parabole y = ax? +1 s a > 0 (slika . Grafovi tangensa i kotangensa
hiperbolnog (slika imaju dvije horizontalne asimptote: lijevo y = —1 i desno
y = 1. Tangens hiperbolni je rastuéa, kotangens hiperbolni padajué¢a funkcija, a
oba su neparne funkcije.

Zadatak 30 Skicirajte graf funkcije zadane formulom f(x) = 5th (1 — 2x) + 10.

2.5.3 Kompozicije i inverzi funkcija

Mnoge funkcije djeluju tako da prvo nezavisnu varijablu transformiraju po jednom
pravilu u neku meduvrijednost, a onda tu meduvrijednost transformiraju u kona¢nu
vrijednost funkcije. Takvom kombinacijom pravila, tj. uvrstavanjem jednog pravila
u drugo, dobivamo novu funkciju koju mozemo i ne moramo gledati kao sastavljenu
od polazne dvije.
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Slika 2.25: Graf funkcije sh (crveno) i njegova usporedba s (crnim) grafom
funkcije kubiranja (slika izradena programom Geogebra).

Slika 2.26: Graf funkcije cosh (crveno) i njegova usporedba s (crnom) parabo-
lom y = 2% + 1 (slika izradena programom Geogebra)).
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Slika 2.27: Graf funkcije th (crveno) i cth (plavo); slika izradena programom
Geogebra.

Primjer 33 Ako Zelimo odrediti masu otopljene tvari u otopini poznate mnozinske
koncentracije ¢ © poznatog volumena V', moZemo prvo iz ¢ i V odrediti mnozZinu
otopljene tvari prema pravilu n = ¢V, a zatim iz mnozine odrediti masu prema
pravilu m = n M, gdje je M molarna masa otopljene tvari: Dobili smo kompoziciju
funkcija mnoZzine u ovisnosti o koncentraciji i volumenu s funkcijom mase u ovisnosti
o mnozini. Alternativno, mogli smo odmah iskombinirati formule tako da dobijemo
pravilo m = c MV, ¢ime izbjegavamo racunanje medurezultata n ako nam on nije
od znacaja.

Definicija 7 (Kompozicija funkcija) Kompozicija funkcija f : A — B i g :
C — D je funkcija f o g cije pravilo je dano s

fog(z) = f(g(z)).

Sto je domena, a §to je kodomena od f o g? Rezultati od f o ¢ su negdje gdje
su rezultati od f jer se dobiju uvrstavanjem necega (g(z)-ova) u funkciju f. Dakle,
kodomena od fog je kodomena od f, tj. skup B. S druge strane, u fog uvrstavamo
x-eve koje prvo moramo uvrstiti u g da bismo mogli izra¢unati f(g(x)), dakle su
z-evi iz domene od g odnosno domena od f o g je skup C. Sve skupa to nam daje
fog:C — B. No, pritom skupovi A i D ne smiju biti bilo kakvi. Buduéi da je
D kodomena od g, znamo da je sigurno g(z) € D (za sve z € C'). Bududi da g(x)
moramo mod¢i uvrstiti u f slijedi da svaki g(x) mora biti i u domeni A od f, tj.
mora vrijediti D C A da bi kompozicija f o g bila smislena. U praksi se to lako vidi:
Ukoliko izrac¢unati g(x) ne mozemo uvrstiti u f, kompozicija f o g nije definirana u
x.
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Primjer 34 Neka je f : R = R dana s f(x) =2x+1, a g :[0,400) = R s
g(x) = Vz, onda imamo da je f o g(x) = f(g9(x)) = f(V/x) = 2/ + 1 i koji god
nenegativan x uzmemo to je moguce izracunati te je fog:[0,4+00) — R.
Zamijenimo li redoslijed, nailazimo na probleme. Formalno, gof(xz) = g(f(x)) =
g(2x + 1) = 2z + 1 te se sve ¢ini smisleno. No, kao domenu od f uzeli smo R
te bi g o f trebala takoder biti definirana na R. Za neke realne x, primjerice za
x = =5, broj 2z + 1 je negativan te se ne moze izracunati go f(x) za takve x. Stoga
g o [ nije definirana uz pocetni odabir domene od f. Ako bi nam pak bilo dovoljno
za domenu od f uzeti skup {—%, +00), onda bi i fog igo f bile dobro definirane

(ali razlicite).

Prethodni primjer vazan je ne samo jer upozorava na oprez pri baratanju
(ko)domenama kod kompozicije, nego vidimo i da kod kompozicije funkcija treba
paziti na redoslijed: Cak i ako su obje komporzicije fog i go f smislene, one u pravilu
nisu iste funkcije. Neformalnije receno, nije svejedno koje pravilo uvrstavamo u
koje, odnosno nije svejedno sto radimo prvo, a sto drugo.

Primjer 35 Ako su x sastojci za kolac, f mijesanje i g pecenje, onda je f(z)
tijesto za kolac, a g(f(x)) = go f(x) je ispeceni kolac¢, dok su g(x) speceni sastojci,
a f(g(z)) = fog(x) suizmijesani prethodno ispeceni sastojci.

Primjer 36 Pogledajte crveno slovo F na slici[2.28 Ako ga prvo zrcalimo preko
plavog pravea (ljubicasto) i zatim zarotiramo u pozitivnom smjeru za pravi kut oko
crne tocke, doci ée u zelenu poziciju. Ako ga pak prvo zarotiramo u pozitivnom
smjeru za pravi kut oko crne tocke (narancasto), a zatim zrcalimo s obzirom na
plavu 0s, doci ée u Zutu poziciju. Dakle, kompozicija osne simetrije i rotacije za
90° oko tocke na osi simetrije nije komutativna.

U nekim sluc¢ajevima desi se da kod uzastopnog primjenjivanja dva pravila
rezultat na kraju izgleda kao pocetak —sto je prvo pravilo promijenilo, drugo je
,ponistilo* i vratilo ,u polazno stanje®.

Primjer 37 Ako crveno slovo F iz prethodnog primgjera (slike prvo zarotirate
za 90° u pozitivnom smjeru oko crne tocke (narancasta pozicija), a zatim oko iste
tocke za 270° (isto u pozitivnom smjeru), doci ée u polaznu, crvenu poziciju.

U takvim slucajevima kazemo da je druga funkcija inverzna prvoj i prva inverzna
drugoj. Preciznije:

Definicija 8 (Inverzna funkcija) Inverzna funkcija funkcije f : A — B je funk-
cija g : B — A (ako takva postoji) takva da je f o g(x) = x za sve x € B i
go f(z) =z za sve x € A. Tada pisemo g = f~1.
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Slika 2.28: Nekomutativnost kompozicije funkcija

Pojednostavljeno re¢eno: ako f z-u pridruzuje y (recimo, broju 2 broj —3),
onda f~! y-u pridruzuje  (broju —3 broj 2) — za sve x i pripadne y.

Nemaju sve funkcije inverze: Funkcija ima inverz ako i samo ako je bijekcija,
tj. injekcija i surjekcija. Zasto su ta dva svojstva bitna? Surjektivnost znaci da je
svaki y iz kodomene B pridruZzen nekom z-u iz domene A, dakle se moze uzeti taj
x kao f~1(y), tj. moguée je definirati pravilo f~! s domenom B. Injektivnost znaci
da razlic¢itim z-evima pridruzujemo razlicite y. Kad bi funkcija f imala inverz, a
da pritom dvama z-evima z1 i x5 bude pridruZen isti 3, onda bi inverz f~! morao
tom y-u pridruziti i 2; i 9, tj. f~! ne bi bio funkcija.

Veé smo se susreli s jednim vaznim primjerom inverznih funkcija, korijenima.
Pritom smo imali dva slucaja. Neparni korijeni su inverzne funkcije neparnih
monoma (ovdje mislimo na monome s koeficijentom 1), recimo /. : R — R je
inverzna funkcija bijekcije f : R — R, f(z) = 23, jer za sve realne brojeve x i y
vrijedi Va3 =z (tj. flof(z) = )i (¥Y)> =y (tj. fof (y) =y). S druge strane,
parni monomi nisu bijekcije s R na R. Uzmimo primjerice kvadriranje. Ono nije
injekcija jer recimo —2 i 2 kvadrirani oba daju isti rezultat 4, a nije ni surjekcija jer
se negativni brojevi ne mogu napisati kao kvadrati realnih brojeva. Surjektivnost
lako postignemo: Promijenimo kodomenu R u sliku te funkcije [0, +00). Injektivnost
se pak ne moze posti¢i bez ,zahvata” u domeni, to¢nije suzavanja domene. Takva
promjena funkcije u novu kod koje se mijenja samo domena, i to na manji skup, zove
se restrikcija funkcije. Restrikcije éemo jednostavnosti radi (nepravilno) oznacavati
jednako kao i polazne funkcije, ali ¢emo pritom jasno isticati novu domenu. U
slucaju kvadriranja ako za domenu uzmemo [0, +o00), onda smo dobili injekciju:
kvadrati razli¢itih nenegativnih brojeva su razli¢iti. Stoga f: R — R, f(z) = 22
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Slika 2.29: Grafovi dviju medusobno inverznih funkcija u Kartezijevom
koordinatnom sustavu.

doduse nema inverza, ali f : [0, +00) — [0, +00), f(x) = 2% ga ima i njen inverz je
funkcija drugog korijena.

Ako znamo graf bijekcije f u Kartezijevom koordinatnom sustavu, onda je lako
nacrtati graf njezine inverzne funkcije: Graf od f~! je zrcalno (osno) simetriéan
grafu od f s obzirom na pravac y = z (slika . Ako koristimo opéenitiji
pravokutni koordinatni sustav, ta simetrija vise neée biti vidljiva. Usporedite
primjerice grafove funkcije kubiranja i funkcije treceg korijena (vidi slike (b)
i[2.22] (b)). Zbog navedene simetrije zaklju¢ujemo i da ako neka bijekcija ima
horizontalnu asimptotu y = ¢, onda njen inverz ima vertikalnu asimptotu = = c i
obrnuto.

Korisno je zapamtiti jos i sljedece: Ako je neka bijekcija rastuca, njen inverz
je takoder rastuca funkcija, a ako je bijekcija padajuéa, njen inverz je padajucéa
funkcija.

Zadatak 31 DokaZite da ako je f: I — I' rastuca, gdje su I i I' intervali, onda
je [ bijekcija i inverz joj je rastuca funkcija.

2.5.4 Logaritamske funkcije

Buduéi da su eksponencijalne funkcije kao funkcije s R u (0, +o0) bijekcije, one
imaju svoje inverzne funkcije i tim inverznim funkcijama prirodna domena je
(0, +00), a kodomena (i slika) je R. Inverzne funkcije eksponencijalnih funkcija
zovu se logaritamske:

Definicija 9 (Logaritamske funkcije) Logaritamska funkcija s bazom a, u o0z-
naci log,, je inverzna funkcija eksponencijalne funkcije s istom bazom.

Buduéi da je eksponencijalna funkcija s bazom a bijekcija s R na (0, +00), slijedi
da je prirodna domena logaritamske funkcije s bazom a interval (0, +00) (dakle,
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u logaritme mozemo uvrstavati samo pozitivne brojeve) i log, : (0, +00) — R je
takoder bijekcija. Buduéi da su logaritmi definirani preko eksponencijalnih funkcija
zaklju¢ujemo i da su jedine dopustene baze logaritama pozitivni brojevi razlic¢iti od
1.

Opisno iskazana medusobna inverznost eksponencijalne funkcije i logaritma s
istom bazom je da je logaritam nekog broja po danoj bazi eksponent na koji treba
potencirati tu bazu da bi se dobio polazni broj. Bududi da je prirodna domena svake
logaritamske funkcije (0, +00) znac¢i da nema smisla ra¢unati logaritme negativnih
brojeva ni nule.

Primjer 38 Uocite da izraz 2° = 8 istovremeno znaci i da je /8 = 2 i da je
logy 8 = 3.

Primjer 39 Iz definicije slijedsi:
log; 1 = log; 7° = 0,

10g451 451 = 10g451 4511 = 1,

1 -1
10g1/44:10gi (4) =—1,

a logs 0 nema smisla jer 5 ni na koju potenciju ne daje nulu.
Zadatak 32 Bez kalkulatora zakljucite koji broj je veci: logs 50 ili logsgy 500.

Po definiciji za svaku dozvoljenu bazu a (a > 0, a # 1) imamo po jedan par
eksponencijalne i logaritamske funkcije za koje vrijede formule koje izrazavaju
njihovu inverznost:

log,a* =z, z€R,

a8V =y, y>0.

Za sve logaritme vrijedi
log,1=0

jer je a® = 1 za svaku dozvoljenu bazu a. Stoga je 1 nultocka, i to jedina, svake lo-
garitamske funkcije. odnosno grafovi svih logaritamskih funkcija os apscisa sijeku u
tocki (1,0). Logaritamske funkcije s bazama veéim od 1 su rastuce, a one s bazama
manjim od 1 su padajuce, kao i njima odgovarajuée inverzne eksponencijalne
funkcije. Stoga imamo dva osnovna tipa grafova logaritamskih funkcija, kako je
prikazano na slici Vidljivo je da je za sve logaritamske funkcije y-os vertikalna
asimptota: Za baze manje od 1 logaritmi brojeva blizu nule su jako veliki, a za baze
vece od 1 su jako mali (jako negativni).

Zadatak 33 Na slici[2.30, koji logaritam ima vecu bazu: zeleni ili crveni? zeleni
ili plavi?
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Slika 2.30: Grafovi logaritamskih funkcija (slika izradena programom Geoge-
bra).

Za dvije posebno ceste baze logaritmi imaju posebne oznake: logaritam s bazom
10 (dekadski logaritam) se oznacCava jednostavno s log (vrlo rijetko s log;,), a
logaritam s bazom e (prirodni logaritam) se umjesto s log, obi¢no oznacava s In.

Dekadski logaritam broja daje nam njegov red veli¢ine: log(1,25 - 102) =
log(1,25) 4+ 12, $to je broj izmedu 12 i 13 (dekadski logaritam je rastuéi pa iz
1 < 1,25 < 10 zakljuc¢ujemo 0 < log 1,25 < 1).

Zadatak 34 Skicirajte graf funkcije zadane formulom f(x) =1 —log(1l — x).

Pomocu logaritama svaku eksponencijalnu funkciju mozemo svesti na transfor-
miranu eksponencijalnu funkciju s bazom e:

a” = exp(xzlna).

Dva osnovna svojstva logaritamskih funkcija su dualna na kraju prethodnog
poglavlja navedenim dvama svojstvima eksponencijalnih funkcija:

f(a ') = log,(wa') = log, x + log, a’ = f(z) + f(a).

fa:a') = log, — = log, & — log, ' = f(x) = f(«').

Te dvije formule vrijede (samo) za x,z’ > 0 jer inace njihove desne strane ne bi
imale smisla.

Gornje formule moZemo zapamtiti © ovako: Logaritmi su povijesno
wvedeni u 17. st. da bi olaksali komplicirane racune s ,ruznim” decimalnim brojevima
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u doba kad su se svi racuni provodili rucno. Buduéi je lakse zbrojiti ili oduzeti nego
pommoZziti ili podijeliti dva decimalna broja, pamtimo: logaritam umnoska je zbroj
logaritama (logaritam pretvara mnoZenje u zbrajanje), a logaritam kvoacijenta je
razlika logaritama (logaritam svodi dijeljenje na oduzimanje).

Primjer 40 logs(—3x) nije jednako logs(—3) + logs z, nego je jednako logs 3 +
logs(—z) = 1 +logs(—x). Uocite i da polazni i zadnji izraz imaju smisla za iste,
negativne, .

Povremeno je od koristi sljede¢a formula za promjenu baze logaritma:

log,

1 =
%8a® log, a

koja vrijedi za sve dozvoljene baze a i b. Specijalno, vrijedi
logy/q v = —log, z.

Primjer 41 Najpoznatija pojava logaritama u kemiji je definicija p[H] otopinem

c(HT)

p[H] = - lOg mol/Lv

iznosa 1 mol/L. Mjerenjem p[H] moZemo odrediti koncentraciju c(H™):
c(H') = 107PIH . mol /L.

Uobicajeno je gornju definiciju rijecima izrec¢i ovako: p[H] je negativan dekadski
logaritam iznosa koncetracije hidronijevih iona u otopini, mjerene u molima po
litri. Rijec negativan ovdje smo naglasili jer bi korekino bilo reci suprotan: iznosi
p[H] su u pravilu pozitivni brojevi i definicija je takva kakva jest upravo jer su
logaritmi log S87) 4 otopinama najéesce negativni brojevi (koncentracije H iona
g 8 oIk D j g j i

su u pravilu manje od standardne te je razlomak pod logaritmom po vrijednosti
izmedu 0 7 1).

Bududi da je dekadski logaritam rastuca funkcija, a promjena predznaka pretvara
rastuéu u padajuéu funkciju, slijedi da je p[H| padajuéa funkcija od c(HT), tj. p[H]
za kiseliju otopinu je manji nego za manje kiselu. Sam simbol p moZe se tumaciti
kao pokrata za —log.

Zadatak 35 Ako je konstanta disocijacije (slabe) kiseline HA definirana kao

_ c(H)e(AT)
Ka = c(HA) 7~

BDefinicija ,pravog* pH glasi: pH je suprotna vrijednost dekadskog logaritma relativne
aktivnosti vodikovih iona u otopini. Zato ovdje koristimo fizikalno-kemijski korektnu
oznaku p[H] umjesto pH.
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Slika 2.31: Opca potencija y = x® (slika izradena programom Geogebra).

pokazite da za par (slabe) kiseline HA i njene konjugirane baze A~ vrijedi Henderson-
Hasselbalchova jednadzZba

(A7)
c(HA)"

p[H] = pK, + log

Zadatak 36 Koje od hiperbolnih funkcija su bijekcije? Za one koje jesu, odredite
formule njihovih inverznih funkcija.

2.5.5 Opce potencije

Ponekad se susreéu funkcije eksponencijalnog oblika ¢ije pravilo sadrzi nezavisnu
varijablu i u bazi i u eksponentu. Takva je primjerice funkcija zadana pravilom

f(x) = 2"

Takve funkcije nisu ni monomi ni eksponencijalne funkcije, nego spadaju u tzv. opce
potencije. Formula takve funkcije je opéenito oblika f(z) = u(z)"®), a definira se
kao

f(x) = u(2)"® = exp (v(z) Inu(z)).

Iz te se definicije vidi da je prirodna domena takve funkcije skup svih realnih
brojeva = za koje je u(z) > 0. Primjerice, f(z) = ¥ = exp(xIlnzx) za prirodnu
domenu ima skup (0, +00) jer je tu u(x) = z. Graf funkcije f(z) = x® prikazan je
na slici

2.5.6 Trigonometrijske i ciklometrijske funkcije

Osnovne trigonometrijske funkcije su sinus, kosinus, tangens i kotangens i one sve
Cetiri spadaju u periodi¢ne funkcije: Periodi¢na funkcija (realna, jedne varijable) je
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funkcija f sa svojstvom da se moze naci broj T' > 0 (period od f) takav da za sve
x iz domene od f vrijedi

flx+T) = f(z). (2.2)
Najmanji pozitivan period, ako postoji, naziva se temeljnim periodom funkcije. Ako
je nezavisna varijabla dimenzije duljine, temeljni period se obi¢no naziva valnom
duljinom i oznacava s A.

Uvrstimo li z — T na mjesto broja = u jednakost dobivamo da mora
vrijediti i f(x) = f(z — T'). Analogno bi se vidjelo da ako gornja jednakost vrijedi
za sve x iz domene, onda mora vrijediti i f(z +nT) = f(x) za sve x i za sve cijele
brojeve n—svaki cjelobrojni visekratnik perioda funkcije je takoder njezin period.
Specijalno, vidimo da domena periodi¢ne funkcije s periodiom 1" za svaki x kojeg
sadrzi mora sadrzavati i sve brojeve x + nl'. Jedna moguéa domena periodi¢nih
funkcija je skup R. Alternativno, domena periodi¢ne funkcije moze biti beskonac¢na
unija intervala I, (n € Z), gdje pojedini interval I, sadrzi brojeve izmedu a + nT i
b+ nT. Pritom intervali I, mogu biti otvoreni, zatvoreni ili poluotvoreni (ali svi
istog tipa) i 0 < a < b < T. Pojednostavljeno receno, takva domena sastoji se od
svih za visekratnike od 71" ulijevo i udesno translatiranih kopija osnovnog intervala
na kojem je funkcija definirana.

Primjer 42 Unija ...(—=5,4] U (=3,2] U (—1,0] U (1,2] U (3,4] U ... je moguca
domena neke periodicne funkcije.

Vizualno, periodi¢nost funkcije se oc¢ituje u ponavljanju jednog dijela grafa
(koji je sirine perioda) u jednakim razmacima ulijevo i udesno (translacijama za
visekratnike perioda). Primjer grafa periodi¢ne funkcije vidi se na slici Na
njoj je oznacen temeljni period T'— ako bismo uzeli bilo koji uzi dio grafa ne bismo
njegovim ponavljanjem ulijevo i udesno mogli rekonstruirati Citav graf.

Najpoznatije periodi¢ne funkcije su trigonometrijske funkcije, tj. periodi¢ne
funkcije ¢ija pravila se mogu izraziti s kona¢no mnogo primjena cetiriju osnovnih
racunskih operacija i komponiranja na funkcije sinus i kosinus. Iako ne najpreciz-
nijﬂ svakako najjednostavniji nacin definiranja funkcija sinus i kosinus je pomodéu
jedini¢ne kruznice. Radi se o kruznici polumjera 1 nacrtanoj u koordinatnoj ravnini.
Radi opasnosti od zabune, u slucaju da ju koristimo za definiciju funkcija sinus i
kosinus, tj. za definiciju $to je to sinz i cosx kad je x realan broj, koordinatne osi
sustava u kom je nacrtana jedini¢na kruznica nije prikladno zvati xz-os i y-os. Jedna
jedini¢na kruznica prikazana je na slici 2.33] srediste joj je oznaceno s O, a tocka

VR

A ima koordinate (1,0). Ako je z duljina luka AB te kruznice od tocke A do neke
tocke B, onda se cos z (kosinus broja x) definira kao apscisa tocke B, a sinx (sinus
VY

broja z) kao njena ordinata. Pritom je za pozitivan = luk AB gledan od tocke A
u pozitivnhom smjeru, a za negativan u negativnomﬁ Ovdje je zgodno podsjetiti:

4 Precizna definicija ovih funkcija koristi redove potencija, vidi odjeljak ??.
15Podsjeéamo, pozitivan smjer je smjer suprotan kretanju kazaljke na analognom satu, a
negativan smjer je smjer kretanja takve kazaljke.



POGLAVLJE 2. REALNE FUNKCIJE JEDNE VARIJABLE

Slika 2.32: Graf periodi¢ne funkcije f : R — R s istaknutim temeljnim
periodom T’; slika izradena programom Geogebral.

Isto je redi ..z je duljina luka od tocke A do tocke B na jedini¢noj kruznici® i ,kut
ZAOB ima z radijana®. Dakle, ako nas zanima vrijednost sinusa ili kosinusa nekog
broja, potrebno je naéi tocku B na jedini¢noj kruznici tako da je duljina luka od
A do B jednaka tom broju, tj. da kut ZAOB ima mjeru x. Taj proces poznat je
kao namatanje brojevnog pravca na jediniénu kruznicu, pri ¢emu zamisljamo da je
tocka 0 tog pravca stavljena na tocku A te da se pozitivni dio pravca na kruznicu
namata u pozitivnhom, a negativni u negativnom smjeru.
Iz gornje definicije sinusa i kosinusa ocita su njihova glavna svojstva:

Brojevi sinx i cosz mogu se odrediti za sve realne brojeve x jer kruznicu
mozemo obilaziti u oba smjera proizvoljno mnogo puta: Prirodna domena
funkcija sinus i kosinus je cijeli skup R.

Apscise tocaka na jedini¢noj kruznici su brojevi izmedu —1 i 1, a isto tako
i ordinate. Stoga su za svaki broj x brojevi sinz i cosx izmedu —1 i 1.
Preciznije receno: Slika funkcija sinus i kosinus je segment [—1,1].

Namatanjem pravca na kruznicu tocke se ponavljaju nakon svakog ,punog
kruga”; tj. nakon Sto se prijede opseg 27 jedini¢ne kruznice. Stoga su sinus i
kosinus periodi¢ne funkcije s temeljnim periodom 27.

Za z = 0 nalazimo se u tocki A = (1,0) pa je cos0 =11 sin0 = 0. Opéenito,
sinz je 0 kad god broju x odgovara jedna od tocaka (—1,0) i (1,0), tj. kad
god je x visekratnik od m: Nultocke funkcije sinus su svi brojevi kn, k € Z.
Kosinus je nula kad god broju z odgovara jedna od tocaka (0,1) i (0,—1), a
to se desava kad god je x neparni visekratnik od 7: nultocke funkcije kosinus
su svi brojevi (2k +1)3, k € Z.

Primjenom Pitagorina pouckana trokut odreden ishodistem O, tockom
(cosz,0) i tockom B = (cosz,sinx) (dakle, pravokutni trokut s katetama
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Slika 2.33: Definicija sinusa i kosinusa; slika izradena programom |Geogebra.

duljina cosx i sinz te hipotenuzom duljine 1) dobivamo osnovnu formulu
koja povezuje sinus i kosinus@

2

cos?x +sin’x = 1.

e Ako bismo zamijenili uloge koordinatnih osi, vidimo da bi doslo do zamjene
uloga sinusa i kosinusa, ali bi nam slika izgledala skoro isto. Pomnijim
promatranjem zakljucili bismo da je jedina bitna razlika izmedu sinusa i
kosinusa u jednom pravom kutu. Formulama se to izrazava ovako:

T . A
cos E—x =sginz, sin 5—35 = cosz.

Stoga i grafovi tih funkcija izgledaju gotovo jednako—razlika je u horizon-
talnom pomaku za § (vidi sliku [2.34)).

e Sinus je neparna, a kosinus je parna funkcija.

Zadatak 37 Temeljem definicija objasnite zasto je sinus neparna, a kosinus parna
funkcija.

16 Ako je neka funkcija oznadena s f, onda je s f2 oznacen kvadrat te funkcije: f2(x) :=

f(x)?.
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Slika 2.34: Grafovi funkcija sinus (crveno) i kosinus (plavo).

Od vaznijih formula za sinus i kosinus ovdje navodimo jo$ samo ¢etiri. Formule
za sinus i kosinus dvostrukog kuta glase

2 2

sin(2x) = 2sinzcosx, cos(2x) = cos® x — sin” .

Adicijske formule za sinus i kosinus su
sin(z £ y) =sinzcosy + cosxsiny, cos(x+y) = coszcosy F sinzsiny.

Kao sto smo rekli, oblici grafova sinusa i kosinusa su isti, samo su razli¢ito pozici-
onirani u koordinatnom sustavu. Opcenito, sinusoidalni valovi temeljnog perioda T’
i amplitude (polovice razlike visina najvise i najnize tocke vala) A mogu se opisati
kao transformirani kosinusi, tj. formulom oblika

C+ Acos(wt +6),

gdje je C prosje¢na visina vala (tj. val se nalazi izmedu horizontala y = C £ A),
w = 2% je (kutna) frekvencija, a ¢ je fazni (horizontalni) pomak. Varijablu smo
ovdje oznacili s ¢t umjesto s x jer je u primjenama varijabla periodi¢ne funkcije
najcesce vrijeme.

Zadatak 38 Skicirajte graf funkcije f(z) =1+ 2cos(3z +4).

Funkcije tangens i kotangens su kvocijenti sinusa i kosinusa:

sinx 1 cosx
tgx = , ctgr=—=——.
CoS T tgx sinx

S obzirom na nultocke funkcija sinus i kosinus, vidimo da je prirodna domena funkcije
tangens skup R\ {(2k + 1)5 : k € Z} (realni brojevi bez neparnih visekratnika
broja %), a prirodna domena funkcije kotangens je skup R\ {k7 : k € Z} (realni
brojevi bez svih visekratnika broja 7). Lako je provjeriti da su i tangens i kotangens
neparne periodi¢ne funkcije s temeljnim periodom 7. Na svakom od intervala koji
u uniji ¢ine njenu domenu, funkcija tangens je rastuca, a kotangens padajuca.
Grafove funkcija tangens i kotangens prikazuje slika Istaknute su i njihove
vertikalne asimptote, koje se pojavljuju u svim tockama u kojima nisu definirane.
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Slika 2.35: Grafovi funkcija tangens (crveno) i kotangens (plavo). Slika je
izradena programom Geogebral.

Periodi¢na funkcija ne moze imati horizontalne asimptote (zasto?). Takoder,
periodi¢na funkcija ne moze biti injekcija, jer se po njenoj definiciji za beskonacno
mnogo vrijednosti varijable postizu iste vrijednosti funkcije. Stoga nijedna od trigo-
nometrijskih funkcija nema inverznu funkciju. No, ako odaberemo njihove restrikcije
na prikladne manje domene, moguca je definicija arkus-funkcija, tj. ciklometrij-
skih funkcija, koje mnogi (jako nepravilno) nazivaju inverznim trigonometrijskim
funkcijama.

Ako umjesto sinusa sin : R — [—1, 1] (surjekcija, nije injekcija) gledamo njegovu
restrikciju Sin : [—%,%] — [~1,1], a umjesto kosinusa cos : R — [—1,1] (isto
surjekcija, nije injekcija) gledamo njegovu restrikciju Cos : [0, 7] — [—1, 1], onda
smo dobili dvije bijekcije, ¢iji grafovi su prikazani na slici 2.36] Arkus-sinus i

1

—0.I57r 5 Ir x

Slika 2.36: Grafovi funkcija Sin (crveno) i Cos (plavo).
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Slika 2.37: Grafovi funkcija arkus-sinus (crveno) i arkus-kosinus (plavo).

arkus-kosinus su inverzne funkcije funkcija Sin i Cos:

arcsin : [—1,1] — [—W,W}
2°2
je definiran s
arcsinx = y < ¢ = Siny,

arccos : [—1,1] — [0, 7],

je definiran s
arccosz =y < x = Cosy.

Odgovarajudéi grafovi prikazani su na slici Iz definicije je o¢ito da treba biti
oprezan s koristenjem arkus-sinusa i arkus-kosinusa: Za zadani broj izmedu —11i 1
one odreduju samo po jedan od beskonac¢no mnogo iznosa ¢iji je taj zadani broj
sinus odnosno kosinus.

Primjer 43 Ako rjesavamo jednadzbu cosx = —%, funkcija arcsin dati ée x = %”.
No, to nije jedini iznos x ciji kosinus je jednak f%: ostm njega, to su i svi brojevi
%’T + 2km, gdje je k cijeli broj, ali i svi brojevi %’r + 2km, gdje je k cijeli broj.

Sli¢no se definiraju arkus-tangens i arkus-kotangens. Prvo se uzmu restrikcije
Tg : (—3,5) = R1iCtg: (0,m) — R, koje su bijekcije, a njihovi inverzi su
arkus-tangens i arkus-kotangens:

arctg : R — <—g, g}, arctgr =y <z =Tgy;

arcctg : R — (0,7), arcctge =y < z = Ctgy.
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Slika 2.38: Grafovi funkcija arkus-tangens (a) i arkus-kotangens (b).

Odgovarajuéi grafovi prikazani su na slici 2:38 Buduéi da grafovi funkcija tanges
i kotangens imaju vertikalne asimptote, grafovi funkcija arkus-tangens i arkus-
kotangens imaju horizontalne asimptote (arkus-tangens lijevo ima horizontalnu
asimptotu y = 7, a desno y = 7, dok arkus-kotangens kao lijevu horizontalnu
asimptotu ima y = 7, a desnu y = 0). Kao i kod arkus-sinusa i arkus-kosinusa, kod
arkus-tangensa i arkus-kotangensa takoder trebamo biti svijesni da daju samo po
jednu od beskona¢no mnogo vrijednosti ¢iji tangens ili kotangens nam je zadan,
a ostale, ako nam trebaju, moramo sami rekonstruirati poznavanjem svojstava
funkcija tangens i kotangens. Uoc¢imo i da su arkus-sinus i arkus-tangens rastuce, a
arkus-kosinus i arkus-kotangens padajuée funkcije. Arkus-sinus i arkus-tangens su
neparne funkcije, dok arkus-kosinus i arkus-kotangens nisu ni parne ni neparne.

Ovime smo dosli do kraja pregleda osnovnih elementarnih funkcija, tj. svih
funkcija koje se iz algebarskih, eksponencijalnih, logaritamskih, po ¢etiriju osnovnih
trigonometrijskih i ciklometrijskih funkcija mogu dobiti s ¢etiri osnovne racunske
operacije te komponiranjem; sve ostale realne funkcije jedne varijable nazivaju se
neelementarnim funkcijama. Pritom, sve elementarne funkcije koje nisu algebrarske
nazivamo transcendentnim funkcijama. Dok se u algebarske funkcije mogu uvrsta-
vati fizikalne veli¢ine skupa s mjernim jedinicama (uz uvjet homogenosti, tj. da
ne mozemo zbrajati, oduzimati ni izjednacavati varijable i konstante koje nisu iste
fizikalne dimenzije), u transcendentne funkcije (kao primjerice u definiciji p[H], vidi
primjer [41)) mozemo uvrstavati samo ,ciste“ brojeve, odnosno kod transcendentnih
funkcija su i nezavisna i zavisna varijabla ,,¢isti“ brojevi.

Pod ispitivanjem toka funkcije podrazumijeva se odredivanje svih potrebnih
podataka za crtanje njenog grafa. Prvi korak ispitivanja toka funkcije je odredivanje
njene prirodne domene (ako joj domena nije eksplicitno zadana). Prirodna domena
za formulu y = f(z) odreduje se uzimajuéi u obzir prirodne domene elementarnih
funkcija, tj. u logaritme smiju biti uvrsteni samo pozitivni brojevi; u arkus-sinus i
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arkus-kosinus smiju biti uvrsteni samo brojevi izmedu —11i 1; pod parnim korijenima
ne smiju biti negativni brojevi; ne smije se dijeliti s nulom. Uz to je, ako postoje,
potrebno odrediti i sjeciSta s koordinatnim osimam Ostale korake za ispitivanje
toka funkcije opisat ¢emu u odjeljku

Primjer 44 Formulom

1

ﬁ —varcsinz

f(z) =log

zadana je realna funkcija jedne varijable. Prvo (zbog arkus-sinusa) mora biti
x € [—1,1]. Nadalje, arcsinz ne smije biti negativan jer je pod kvadratnim ko-
rijenom, dakle mora biti x > 0, tj. ostaje nam x € [0,1]. Na kraju, izraz pod

logaritmom, —————— mora biti pozitivan, a to vrijedi za \/E —+/arcsinz > 0
g ’ ﬁim; p i ] 4 ’

tj. Varcsinz < \/§ . Kako su tu prema prethodnom pod korijenima pozitivni brojevi,

zadnju nejednakost smijemo kvadrirati te dobivamo arcsinx < 7. Dakle, mora biti
T < % Zakljucujemo da je prirodna domena funkcije f skup [0, %>

Funkcija je definirana u 0 i iznos joj je f(0) = log \/% ~ 0,052, tj. graf od f

sijece y-os u log \/g.

Logaritam je 0 ako je u njega wvrsten 1, dakle je nasa funkcija 0 ako je izraz
pod logaritmom jednak 1, a on je jednak 1 ako je ﬁ — Varcsinz = 1. No, ta
jednadzba nema realnih riesenja. Dakle, f nema nultocaka.

2.6 Prikaz neafinih funkcija pomocéu afinih
(,,linearizacija“)

Pojam linearizacije funkcije u matematici obi¢no znaci aproksimaciju neafine funk-
cije pomocu afine funkcije (tangente na graf), na nekom intervalu. U ovom odjeljku
¢emo pak pod linearizacijom podrazumijevati ezaktno pretvaranje neafine ovisnosti
u afinu pomoéu prikladne zamjene varijabli. Naime, u kemiji i drugim prirodnim
znanostima ¢esto je potrebno ili zgodno neku funkcionalnu ovisnost Y = f(X)
prikazati pomocéu pravca u koordinantoj ravnini. Razlozi mogu biti razli¢iti, a
jedan od c¢escih je moguénost usporedivanja eksperimentalno dobivenih podataka
s pretpostavljenom funkcijom f ili koriStenje metode najmanjih kvadrata (vidi
odjeljak 7?7). Ako funkcija f nije afina, graf joj nije pravac, ali se sama ovisnost uz
odgovarajucu zamjenu varijabli u veéini slucajeva lako prevodi u afinu. U smislu
ovog udzbenika, linearizacija neafine funkcije Y = f(X) je y = ax + b, gdje su
nove varijable x i y izvedene iz izvornih varijabli X i Y, pri éemu mora vrijediti:

17Sjecissta s osi apscisa nije uvijek moguée naéi elementarnim metodama.
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e x iy se mogu izraziti kao funkcije od X i Y i konstanti te se suspstitucijom
tih izraza u y = ax + b dobiva izvorna ovisnost Y = f(X);

e na razmatranom rasponu varijabli X i Y funkcije koje povezuju x s X (i Y),
odnosno y s Y (i X), moraju biti bijektivne, tj. iz svakog nacrtanog ili izracu-
natog para (x,y) moze egzaktnﬂ i jednoznacno izrac¢unati (rekonstruirati)
par (X,Y).

Naravno, dobiveni a i b moraju biti konstantni, tj. ne smiju ovisiti ni o X nio Y.

Zadatak 39 Otkrijte greske u sljedecim linearizacijama:

o Avexp(Cx?) =Dy exp(Cx) (ovisnost L o x za 1< x < 6) linearizirano uz
y:lni ,b=InD—-InA, z=xia=B-Cyx.

e 7416 =872+8007%1n (%) (ovisnost T o w za 0,5 < 1 < 1,5) linearizirano

uzy:T%, b:i,x: ln% ia = 50.
Uobicajeno je (no ne uvijek i najzgodnije!) uzeti da y ovisi samo o konstantama
iY, a x samo o konstantama i X.

Primjer 45 Arrheniusov zakon za ovisnost koeficijenta brzine reakcije o tempera-

turi glasi
E
k=A —— ).
exp ( RT)

Uoc¢imo da k i A wvijek imaju istu mjernu jedinicu (oznacimo ju s jed.)m dok je
jedinica od E, jednaka jedinici od RT (dakle, J/mol).

Kad se Zele usporediti eksperimentalno ili racunski dobiveni parovi (T, k) s tom
ovisnoscéu, najcesée s ciljem odredivanja vrijednosti E, (energije aktivacije) obicno
je lakse crtati ovisnost Ink o %

E
Ink—1InA— —2
pEEmAT BT

Dakle, uz y =In je%, b=In je%, a= —1%{ ix= % linearizirali smo Arrheniusov
zakon na oblik y = ax +b.
Ako bi se Arrheniusov zakon razmatrao za raspon temperatura od Tp = 200,0 K
do Ty = 300,0K, uz gornji odabir x raspon na x-ost bio bi od x1 = ﬁ = 0,003333
do 9 = 2—(1)0 = 0,005000, a z-o0s bi bila oznacena s % Pritom wocimo da, bududi da
je ovisnost x o T ovdje padajuca, manjoj temperaturi odgovara veéi x i obrnuto.
Raspon na y-osi, koja ée biti oznacena s In je%, mozemo dobiti ili tako da T i

Ty wvrstimo w izvorni oblik Arrheniusove jednadzbe i tako dobivene k(T1) i k(T2)

180bi¢no se podrazumijeva i ,,ru¢no®, tj. bez koristenja programa za priblizno rjesavanje
jednadzbi. Drugim rijecima, treba biti moguce eksplicitno izraziti X i Y preko z i y.

19Ty, jedinica ovisi o redu reakcije, primjerice za reakcije prvog reda ona je s™!.
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uvrstimo u formulu za y, ili pak tako da uvrstimo x1 i xo w linearizirani oblik
y=ax+b. Ako odaberemo ovaj drugi nacin trebamo pripaziti na pravila racuna
sa znacajnim znamenkama te stoga iznose a i b za taj racun ostavimo prvo s vise
od potrebnog broja znamenacka, a tek nakon toga zaokruzujemo po pravilima racuna
sa znacajnim znamenkama. U nasem slucaju ta dva nacina izracuna yi i ys Su,
ako uzmemo primjerice E, = 1,915-10%J/mol i A = 1,610 - 10'? jed.:

« k(200,0K) = 1,610-10'2 jed. -exp (g4 g05 ) ~ 1560843899392+ 10~ jed. i
analogno k(300,0 K) ~ 7.3200650344672-10~22 jed pa je y; = In(1.560843899392-
10738) = —87.05 i yo = In(7.3200650344672 - 10~%2) = —48.67.

o o= & 23032.052438511 i b = In(1,610-10'2) == 28.1072552949249
paje y1 = awy + b= —23032.052438511 - 5 + 28.1072552949249 = —87.05 i
Yo = axy + b= —23032.052438511 - 505 + 28.1072552949249 = —48.67.

Primjer 46 Ostwaldov zakon za slabe elektrolite glasi

1 1 cAn

A Ay TEM?

Pritom je Ay molarna provodnost elektrolita (u S cm? mol™1), AS, > 0 je kons-

tanth_UL kao 1 K > dﬂ

Oznacimo Ui

1 Scm? cm
y:E. mol ’ v=chm s’
. 1 _ S?2 cm b I 8071)[12
K(AS)? mol ’ AS, mol ’
zakon poprima oblik
y=azx+b.

Konkretno, ako su nekim eksperimentom pri konstantnoj temperaturt utvrdivane mo-
larne provodnosti za neki raspon koncentracija i ako su poznate teorijske vrijednosti
A% =390,7Scm?mol ™! i za K = 1,750 - 107> mol dm ™3 dobivamo a = 374,348 i
b=2,5595-10"3. Ako su pri tom eksperimentu dobivene molarne provodnosti u
rasponu od 19,00 do 47,00 Scm?mol ™!, wvidimo da se vrijednosti y krecu izmedu
Y = 4% =0,02128 iy = %9 = 0,05263 pa je razuman raspon na y-ost npr. od 0,02
do 0,055.

Kako jey = ax + b, znaci da je x = (y — b)/a. Stoga je raspon x-eva izmedu
x1 = (y1 — b)/a = 0,00005000 7 x2 = (y2 — b)/a = 0,0001340. Stoga je prikladan
raspon za x-o0s recimo od 5-107° do 14 - 107°. Uz te raspone, odgovarajuci graf
kojim je prikazan Ostwaldov zakon u danoj konkretnoj situaciji prikazan je slikom

[2.39.

20Grani¢na molarna provodnost, ovisi o temperaturi.
21Konstanta disocijacije slabog elektrolita.
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Slika 2.39: Ostwaldov zakon prikazan pomocu afine funkcije.

Uocimo da se uz navedeni odabir lako rekonstruiraju iznosi izvornih varijabli.
L, . - —4 . —2 . —2 1 S cm? .
Primgjerice, ako jex =107 iy =5-107% imamo prvo 5-107° = AL ol Pa je

A = 20,00 &2 pa je 1074 = c Ay, - L2, dakle je ¢ = 5,0000 - 1076 29

Scm?2’ cm3

Kad god je moguce, od vise moguéih treba preferirati jednostavne odabire.
Primjerice, moglo se Ostwaldov zakon prevesti u oblik

1 e
AZ, AnAg  K(A)?

te definirati
1 1

VTN T AN

i (do na mjerne jedinice) x = ¢, b = 0, a = m, sto bi doduse dalo vrlo
jednostavan x i pravac kroz ishodiste, ali bi se iz iznosa y tesko rekonstruirala

odgovarajuca vrijednost Ay, (kako?).

Zadatak 40 Ovisnost velicine k o pozitivnoj velicini T dana je jednadzbom:

ST—H)
R '

ﬁ:exp<

Pritom je R = 831450 Q141 § = —44080 0 ' &~ i H = —46,10kO &L,
Odredite mjerne jedinice od T i k. Linearizirajte zadanu ovisnost, odnosno interpre-
tirajte ju kao jednadzbu pravca y = ax + b u pravokutnom koordinatnom sustavu.
Ako je u Vasoj linearizaciji x = 2,000-1073, koliko iznose pripadni T i k2 Skicirajte
lineariziranu ovisnost k o T ako znate da su se iznosi T kretali u rasponu od 250,0
do 750,0 jedinica odredenih na pocetku zadatka.

2.7 Funkcije zadane po dijelovima

Medu neelementarnim funkcijama jedna je podvrsta relativno Cesta u primjenama.
To su funkcije zadane po dijelovima, tj. realne funkcije jedne varijable kojima je
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Slika 2.40: Graf funkcije apsolutne vrijednosti.

na jednom dijelu domene pravilo za izracunavanje vrijednosti funkcije je jedno, na
drugom dijelu drugo, na tre¢em trece i t.d., pri ¢emu su sva ta pravila elementarne
funkcije. Formalno zapisano, takve se funkcije zadaju kao:

fi(z), z €A,
f(x) =4 folz) =€B,

Taj zapis znac¢i: Ako je z iz A, onda se f(x) izra¢una tako da se z uvrsti u fi; ako
je x iz B, onda se f(z) izracuna tako da se z uvrsti u fo itd. Unija svih skupova
A, B, ...je domena funkcije f (i pritom skupovi A, B, ...moraju biti u parovima
disjunktni tj. nikoja dva ne smiju imati zajednickih elemenata). Graf funkcije f
dobiva se ,lijepljenjem* grafova funkcija fi, fo, ...

Najpoznatija funkcija zadana po dijelovima je funkcija apsolutne vrijednosti
koja nenegativne brojeve ne mijenja, a negativnima promijeni predznak. Dakle, to
je funkcija | | : R — R zadana s

m: z, x>0
-z <0

Za negativne brojeve (lijevi dio koordinatnog sustava) vidimo da se pravilo podudara
s linearnom funkcijom fi(x) = —x, a za nenegativne (desni dio koordinatnog
sustava) se pravilo podudara s linearnom funkcijom fa(z) = x. Stoga se ukupni
graf sastoji od ta dva dijela. Kako se f1 i fo podudaraju u ,tocki lijepljenja’
(z, f(z)) = (0,0), ukupni graf biti ée ,u komadu®, a prikazan je na slici m

Napomenimo ovdje da uz veé¢ poznate transformacije grafova (odjeljak sada
mozemo dodati jos jednu: Ako je poznat graf od y = f(x), graf funkcije

i

—f(z) f(z) <0

dobivamo tako da dijelove grafa od f koji su ispod z-osi zrcalimo s obzirom na nju,
a ostatak grafa ostavimo kakav jest.
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Slika 2.41: Primjer grafa funkcije zadane ,po dijelovima” (uz primjer .

Zadatak 41 Skicirajte graf funkcije f(z) =5 — |4 — 3|z% — 1||.

Opcenito, dijelovi grafa funkcije zadane po dijelovima se mogu i ne moraju
spojiti u ,tockama lijepljenja‘.

Primjer 47 Funkcija f zadana je s

e, 0<z<1
x?, 2<x<0

Ona je definirana za x € (—2,0) U0, 1] = (=2,1], a graf joj je prikazan slikom[2.41]
Lijevi dio grafa je dio parabole y = 2%, a desni je dio krivulje y = f(z). Praznim
kruZicima su kao i uvijek istaknute su tocke koje nisu dio grafa, a punim one koje
jesu.
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Poglavlje 3

Infinitezimalni racun za realne
funkcije jedne varijable

3.1 Intuitivni opis derivacije i integrala

Limesi, derivacije i integrali spadaju u podrucje matematike poznato kao infinitezi-
malni racun, koji je pak dio matematicke analize. Pojmovi derivacije i integrala
funkcije sredisnji su pojmovi vise matematike i njihove definicije nisu sasvim jednos-
tavne, ali za stjecanje sposobnosti provodenja jednostavnijih racuna s derivacijama
i integralima i primjenjivanja istih u mnogim rutinskim situacijama nije nuzna
njihova precizna definicije, ve¢ je dovoljno razumijevanje njihovih interpretacija.
Stoga smo se ovdje odludili za donekle nekonvencionalni pristup ovoj temi, pose-
bice zato da studenti ¢im ranije budu sposobni pratiti upotrebu infinitezimalnog
racuna na fizici, koju studenti kemije u pravilu slusaju istovremeno s matematikom.
Pravilne definicije bit ¢e dane tek kasnije u ovom poglavlju, u odjeljku

Kao motivacijski primjer uzmimo sljedeéi primjer. Primjer je odabran jer je za
potpuno rjesenje istog potrebno koristiti i deriviranje i integriranje.

Mala raketa lansirana je vertikalno uvis s pocetnom brzinom 35 7.
Tijekom prvih 30 sekundi ovisnost akceleracije rakete o vremenu dobro je aproksi-

mirana funkcijom
a(t) = —0,300¢% + 6,00 ¢.

Koja je maksimalna i prosjecna brzina te rakete tijekom navedenih 30 sekundi?
Koliki put raketa prode u tih 30 sekundi?

Prije nego se pozabavimo pristupom rjesenju tog problema, uocimo prvo gresku u
zadavanju problema, a ona se tice homogenosti. Naime, lijeva stana i oba ¢lana na
desnoj strani jednakosti moraju imati istu fizikalnu dimenziju. Nezavisna varijabla
t ima dimenziju vremena i uzevsi u obzir tekst problema, prirodni odabir mjerne
jedinice za t je s. Lijeva strana ima fizikalnu dimenziju akceleracije te je kao
mgjerna jedinica prikladna m/ s2. Dakle, m/s2 mora biti jednako visekratnicima od

67
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) ) CoL 4 3 .
s2 odnosno s, pa prva konstanta ima mjernu jedinicu m/s*, a druga m/s’. Stoga je
pravilno zapisana formula ovisnosti akceleracije o vremenu:

m , m
alt) = ~0,300 7 £ +6,00 5 .

Takoder, kao i uvijek, prije rjeSavanja problema povezanog s nekom funkcijom,
potrebno je definirati domenu. S obzirom na tekst zadatka, ovdje je domena
0<t<30s.

Zadatak 42 Skicirajte graf funkcije a = a(t) iz primjera[{8

Iz prave definicije derivacije, koju ¢emo dati u odjeljku 77, slijede tri njene
interpretacije koje sve tri, ovisno o konkretnoj situaciji odnosno primjeni mogu
posluziti kao opisi smisla derivacije. Stovise, povijesno gledano prava definicija
derivacije postignuta je preciziranjem smisla tih triju interpretacija, tako da nas
ovdje naizgled nestandardan pristup deriviranju (i integriranju) zapravo donekle
prati i povijesni razvoj tih pojmova.

U nastavku pretpostavljamo da je f realna funkcija jedne varijable. Nezavisnu
varijablu ¢emo u ovom odjeljku najcesée oznacavati s t ¢ak i ako se radi o ¢istom
broju, zato sto je u primjenama derivacija i integrala u kemiji i fizici nezavisna
varijabla najéei¢e vrijeme. Postoje tri oznake zna derivaciju funkcije f: f/, f i
C}j{ Prva oznaka se ponajvise koristi u matematici, kad je potpuno jasno koje od
slova koje se pojavljuju u formuli funkcije f je njena nezavisna varijabla, druga
sliéno, ali samo ako je nezavisna varijabla oznacena s t. Posljednja oznaka posebno
je popularna u fizikalnim i fizikalno-kemijskim primjenama, kad formule funkcija
sadrzne mnoga slova, jer jasnije isti¢e nezavisnu varijablu po kojoj se derivira.
Oznaka %{ poprima oblik %( f(t)) ako zelimo napisati formulu funkcije f i ako je
ona duga. Primjerice, za derivaciju od t? + exp(t) piSemo %(t2 + exp(t)). Pritom
% mozemo shvatiti kao simbol znacenja ,derivacija po t od*“. U svakom slucaju,
sve te tri oznake predstavljaju deriviranu funkciju od f. No, ona se ne definira
odjednom na cijeloj domeni, nego tocku po tocku®, tj. definiramo (opisujemo) $to
madi f'(¢) odnosno f(c) odnosno %(0) za pojedini ¢ iz domene funkcije f.

Prvi od tri opisa smisla derivacije neposredno je vezan za nas motivacijski
primjer Naime, ako je fizikalno znacenje nezavisne varijable ¢ funkcije f vrijeme,

onda je za svaki vremenski interval At (u odnosu na fiksirani trenutak ¢) prosje¢na
brzina promjene vrijednosti funkcije f u tom intervalu jednaka % = %
Ukoliko skra¢ujemo vremenski interval, bit ¢emo sve blizi trenutnoj brzini promjene
vrijednosti f u trenutku c te mozemo reéi: Derivacija f(c) od f u trenutku c je
trenutna brzina promjene iznosa f u tom trenutku. Ako je f(c) definiran za svaki
trenutak ¢, na taj nacin smo definirali novu funkciju f koju zovemo jednostavno
derivacijom funkcije f (ili, u ovoj konkretnoj interpretaciji, brzinom promjene

funkcije f).

!Oznaka derivacije oblika f potjede od sir I. Newtona (1690-ih godina), a oznaka f’
od J.-L. Lagrangea (1749.). Oznaka ?T{ potjece od G. W. Leibniza (1677.), koji joS nije
razmatrao derivaciju, nego kvocijent dvaju diferencijala.
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y=kx+I

Slika 3.1: Derivacija kao relativna promjena vrijednosti funkcije i kao koefici-
jent smjera tangente

Primjer 49 U pm’mjeru@ spominje se akceleracija. No, za pravocrino gibanje je
akceleracija u svakom trenutku definirana kao trenutna brzina brzine, tj. a(t) = 0(t).
Takoder, za pravocrtno gibanje je u svakom trenutku brzina isto sto i trenutna
brzina promjene puta, tj. v(t) = $(t). Kao $to vidimo, u pm’mjeru imamo zadanu
derivaciju funkcije v i iz nje bismo trebali odrediti funkciju v (da bismo joj mogli
odrediti maksimalnu i prosjecnu vrijednost) i slicno iz nje funkciju s (da bismo
mogli odrediti prijedeni put).

Drugi opis smisla derivacije vezan je za tzv. problem tangente. Pritom, tangenta
na neku krivulju (ovdje na graf funkcije) u danoj tocki se definira kao pravac koji
najbolje ,prianja“ uz tu krivulju oko te toc¢ke (na uskom dijelu oko promatrane
tocke zanemariva je razlika izmedu krivulje i tangente, tj. to je onaj pravac koji
od svih pravaca koji prolaze tom tockom najbolje aproksimira krivulju u blizini
te tocke, vidi sliku . Uoc¢imo da nije to¢no da je tangenta pravac koji krivulju
sijece u samo jednoj tocki, primjerice pravac y = 1 sijecCe, Stovise tangira, sinusoidu
u beskona¢no mnogo tocaka. Primijetimo i da je svaki pravac sam sebi tangenta.

Ako je promatrana krivulja graf neke realne funkcije jedne varijable y = f(z),
ekvivalentno mozemo reéi i da je tangenta najbolja afina aproksimacija te funkcije
u blizini (tzv. lokalna aproksimacija) neke tocke cﬁ Akojexz~ciy=kx+1
tangenta na graf y = f(z) u tocki ¢, onda je f(z) =~ kx + . U tom smislu se
derivacija f’(c) funkcije f u tocki ¢ moze opisati kao kao koeficijent smjera tangente
na graf funkcije f povucene u tocki s apscisom c. Ako je koeficijent smjera tangente

2Uo¢imo da ovdje izraz tocka koristimo kako za geometrijski objekt, tj. tocku u koordi-
natnom sustavu, tako i za apscisu tocke, tj. element domene. To je uobicajeno u matematici
jer apscisa tocke grafa jednoznacno odreduje tu tocku i obrnuto.
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odreden za sve c iz nekog podskupa S domene od f, ponovno smo dobili funkciju
1’ (s domenom S) koju jednostavno zovemo derivacijom funkcije f.

Iz opisa derivacije kao koeficijenta smjera tangente slijedi da je jednadzba
tangente na graf funkcije f u tocki s apscisom ¢ jednadzba pravca s koeficijentom
smjera f’(c) koji prolazi kroz tocku (¢, f(c)), tj.

y—fle)=f(c) (x—0).

Bitno je spomenuti da je ovakva interpretacija derivacije funkcije moguéa samo ako
su x i y interpretirane kao uobic¢ajene pravokutne koordinate u ravnini, jer je pojam
koeficijenta smjera pravca smislen samo za pravce u pravokutnom koordinatnom
sustavu.

Iz opisa derivacije kao koeficijenta smjera tangente odmah zakljuc¢ujemo i da
je derivacija afine funkcije u bilo kojoj tocki njezine prirodne domene jednaka
koeficijentu smjera te afine funkcije:

(ax+b) =a

za sve x. Primjerice, (2 — 3z) = —3, a derivacija svake konstantne funkcije je
nulfunkcija.

Zadatak 43 Skicirajte graf funkcije f(x) =5 — (x —1)? na milimetarskiom papiru
s tangentama u tockama x = —2, —1, 0, 1 7 2. Procijenite koeficijente smjerova tih
pet tangenti pa u istom koordinatnom sustavu ucrtajte tocke grafa derivacije f' s
tim apscisama. Sto naslucujete, koja vrsta funkcije je derivacija funkcije f?

Buduéi da u ovom trenutku vjerujemo da su oba opisa korektna, dakle opisuju
istu stvar, zakljucujemo i da je u slucaju da je nezavisna varijabla vrijeme za
pravocrtno gibanje brzina u svakom trenutku koeficijent smjera tangente na graf
puta u ovisnosti o vremenu, a akceleracija u svakom trenutku koeficijent smjera
tangente na graf brzine u ovisnosti o vremenu.

Zadatak 44 Ako znate da od dvije krivulje na slici[3.9 jedna prestavija ovisnost
udaljenosti tocke koja se giba po pravcu o vremenu od neke fiksirane pozicije, a
druga njenu brzinu, koja je koja? Argumentirajte!

Treé¢i nacin opisa derivacije je vise racunski. Naime, derivacija funkcije f u
tocki ¢ moze se interpretirati i kao procjena relativne promjene iznosa funkcije, za
male promjene iznosa nezavisne varijable (slika [3.1)):

A _
f’(c)%&izw (za Az =~ 0,tj.z =~ c).
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Slika 3.2: Tlustracija uz zadatak [44]

Dok je za poznatu formulu funkcije y = f(x) i poznat iznos Ax
promgjene nezavisne varijable x lako, lakse od deriviranja, izracunati tocnu relativnu
promjenu iznosa funkcije, ova treca interpretacija derivacija ima veliku vaznost u
termodinamici. Pritom derivacije funkcija cesto imaju samostalno znacenje, pri-
myjerice reakcijski gradijenti se definiraju kao derivacije odredenih termodinamickih
velicina po dosegu reakcije. No, mnoge termodinamicke velicine nisu mjerljive na
tzv. apsolutnoj ljestvici, nego su mjerljive samo njihove relativne promjene. Stoga u
takvim slucajevima umgesto da derivaciju koristimo za procjenu relativne promjene
vrijednosti funkcije ¢inimo obrnuto, temeljem relativnih promjena dolazimo do
procjene vrijednosti derivacije razmatrane fizikalne velicine po njenoj nezavisnoj
varijabli,

Vezano za treéi opis derivacije lako je zapamtiti treé¢u od oznaka za derivaciju
funkcije, %(0), ali i uociti kako odrediti mjernu jedinicu derivacije u fizikalnim
kontekstima. Ako znamo mjerne jedinice nezavisne varijable ¢ i zavisne varijable
y = f(t), vidljivo je da je mjerna jedinica derivacije od f jednaka kvocijentu mjernih
jedinica zavisne i nezavisne varijable.

Primjer 50 Cak i da u primjeru @ nismo znali mjernu jedinicu akceleracije,
mogli smo ju dobiti temeljem posljednjeg komentara. Naime, u primjeru[{9 smo
wocili da je akceleracija derivacija brzine i brzina derivacija puta, oboje po vremenu.
Buduéi da je mjerna jedinica za put m i za vrijeme s, vidimo da je mjerna jedinica

. m . . . . .. f . m
brzine 3, a mjerna jedinica akceleracije = = 5.

Primjer 51 U kemijskoj kinetici se za reakcije u otopinama definira brzina reakcije

kao
1 de

Ty odt’
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gdje je v < 0 stehiometrijski koeﬁcijenﬂ bilo kojeg sudionika reakcije i ¢ = c(t)
njegova mnozinska koncentracija. Neovisno o tome razumijemo li smisao ove
definicije i njegovu neovisnost o odabranom sudioniku reakcije, mozZemo zakljuciti
da je mjerna jedinica brzine reakcije cisti broj pomnozen s kvocijentom mjernih
jedinica mnozinske koncentracije i vremena, dakle je mjerna jedinica za brzinu
reakcije %I/L = mol L' s™! (ili neka druga mjerna jedinica iste fizikalne dimenzije,
primjerice mmol cm 3 min—1!).

Zadatak 45 Odredite mjernu jedinicu derivacije velicine © po velicini {, ako je
mjerna jedinica od Q jednaka O A *71, a od < je mjerna jedinica /\ %>

Ako je za danu funkciju f moguée f’(c) odrediti za svaki ¢ iz njene domene
temeljem bilo kojeg od tri gornja pristupa, f’ ée imati istu domenu kao f i kazemo:
f je derivabilna.

Primjer 52 Ako je f : R —» R, f(x) = 4z — 3, onda je f' : R — R konstantna
funkcija f'(x) =4 za sve x, dakle je f derivabilna funkcija.

Primjer 53 NiZe u tablici derivacija imamo pravilo da je za f(x) = sinx derivacija
dana s f'(x) = cosx. To znaci da za svaki konkretan broj ¢ vrijedi f'(c) = cosc,

primjerice f'(m) = cosm = —1.

Za rad s derivacijama nuzna je tablica derivacija:

ft) f'(t)
C 0
tn n "1
at a'lna
log, A
sint cost
cost —sint
tgt @
ctgi TER
arcsin t 11—t2
arccost — 11_t2
arctgt i i 7
arcctgt H%
sht cht
cht sht

3Stehiometrijski koeficijenti reaktanata uzimaju se s negativnim predznakom.
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Primjer 54 Za sve smislene vrijednosti varijable x vrijedi:

o (tl)l — 149 = 1, (;3)' _ (x,g)/ g2 _%;

VAN S U St S SN A - SV, S
(\/ﬁ) —<u3> _3u 3_33u2, (t ) =2t ;
z\/ _ x AT, I _ 1 _l
(") =e"Ilne = e”; (lnu)—ulne—u.

Uocite da je u gornjem primjeru u svim osim u tre¢em slucaju derivacija
definirana za iste nezavisne varijable kao i funkcija koju deriviramo, tj. pet od Sest
funkcija u tom primjeru su derivabilne. I stvarno, najcesée se pri deriviranju ne
mijenja prirodna domena funkcije, odnosno najcesée f i f’ imaju istu prirodnu
domenu. Ipak, kako smo gore vidjeli, to ne vrijedi uvijek, jer primjerice derivacija
treceg korijena nije definirana u 0, dok trec¢i korijen jest definiran u 0. Dakle, ¢ak i
elementarna funkcija ne mora biti derivabilna u svakoj tocki svoje domene, o ¢emu
¢emo vise reé¢i malo kasnije. No, domena derivirane funkcije nikad ne moze biti
veéa od domene od f (jer nema smisla odredivati f’(c) ako ¢ nije u domeni od f).

Najvaznije svojstvo deriviranja je linearnost. Linearnost deriviranja je zapravo
spoj dva svojstva, aditivnosti i homogenosti. Aditivnost deriviranja znaci da je
derivacija zbroja funkcija zbroj njihovih derivacija:

(f() +9(t)) = f'(t) + g'(t).

Homogenost deriviranja je svojstvo da je derivacija umnoska konstante i funkcije
jednaka produktu te konstante i derivacije funkcije:

(Cf(t) =Cf(t).

Uoc¢imo da iz gornjih svojstava slijedi i da je derivacija razlike funkcija razlika
njihovih derivacija:

Primjer 55 Za sve x € R vrijedi
/
<£U5 —msinz + \/5) = (2%) — w(sinz) 4 (V5) = 52* — wcosx.

Zadatak 46 Koristeci linearnost deriviranja izvedite formule za derivacije sinusa
hiperbolnog © kosinusa hiperbolnog.
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U primjeru [49] vidjeli smo da je za pravocrtno gibanje u svakom trenutku
akceleracija derivacija brzine po vremenu, a brzina je derivacija puta po vremenu.
Dakle, akceleracija je derivacija derivacije puta po vremenu. Opéenito, deriviranjem
funkcije prve derivacije dobivamo drugu derivaciju polazne funkcije, deriviranjem
druge derivacije treéu derivaciju i t.d. Ako je prva derivacija oznacana s f, onda se
druga derivacija oznacava s f. Tako u primjeru 49| mozemo pisati a(t) = §(t). Ako
koristimo oznaku f’ za prvu derivaciju, onda su oznake za drugu i tre¢u derivaciju
f" i f". a daljnje derivacije (n-ta za n > 3) se u pravilu oznacavaju s f. Ako
pak koristimo oznaku % za prvu derivaciju, oznaka za n-tu derivaciju (n > 1) je
d?y

% je druga derivacija y po z.

primjerice -3

arf
dt2
Primjer 56 Neka je f(x) = 32°—22°—x. Tada je (za sve x) f'(x) = 9221021,
f"(x) =18z — 10, f"(z) = 18, f®(z) = 0 (nulfunkecija), fO (z) =0 i t.d.

Kao u gornjem primjeru, opcenito iz linearnosti deriviranja slijedi:

Propozicija 2 Ako je p polinom stupnja n, onda je p'(x) polinom stupnja n —1,
P’ (x) je polinom stupnja n — 2 i t.d.; p™ je konstantna funkcija, a sve dalinje
derivacije od p su nulfunkcije.

Ocigledno je, po bilo kojem od tri dana opisa smisla derivacije, da je derivacija
konstantne funkcije nulfunkcija. Postoji li jos koja funkcija koja derivirana daje
nulfunkciju? Intuicija kaze da ne, a to se za funkcije zadane na otvorenom intervalu
moze i dokazatiff]

Propozicija 3 Ako je f'(t) = 0 za sve t € I gdje je I otvoren interval, onda je
f(t) =0 za svetel.

Primjer 57 Iz primjera znamo da je u motivacijskom primjeru a(t) =
0(t) = 5(t) za sve t izmedu 0 ¢ 30s. Pritom znamo i da je a(t) polinom drugog
stupnja. Zbog svega navedenog zakljucujemo: v(t) mora biti polinom treceg stupnja
i s(t) mora biti polinom cetvrtog stupnja.

Jedna od najvaznijih primjena derivacija u prirodnim znanostima je njihovo
koristenje za postavljanje i interpretiranje diferencijalnih jednadzbi te provjeru je li
neka funkcija njihovo rjesenje. Na realne funkcije jedne varijable odnose se obicne
diferencijalne jednadzbe, tj. jednadzbe koje opisuju nepoznatu funkciju preko veze
izmedu nje, njezine nezavisne varijable i njezinih derivacija. Bududéi da ¢emo se
u ovom udzbeniku baviti samo obi¢nim diferencijalnim jednadzbama, ¢esto ¢emo
izostavljati naglasak ,obi¢ne“. Rjesenje diferencijalne jednadzbe je svaka funkcija
koja uvrstavanjem u nju daje jednakost koja je istinita za sve vrijednosti nezavisne
varijable. Red diferencijalne jednadzbe je red najvise derivacije nepoznate funkcije

4Za dokaz je potreban Lagrangeov teorem srednje vrijednosti, kojeg ¢emo obraditi
kasnije.
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koja se u njoj pojavljuje. U primjenama su najcesce diferencijalne jednadzbe prvog
i drugog reda, tj. jednadzbe u kojima se nepoznata funkcija pojavljuje jednom i(li)
dvaput derivirana.

Primjer 58 Obicna diferencijalna jednadzba y' = y je prvog reda i iskazuje da
trazimo funkciju koja se deriviranjem ne promijeni. Uvrstimo li y = C exp(t) u
nju, vidimo da je za svaki t

y = (C exp(t)) = C exp(t) = v,
dakle je C exp(t) jedno rjesenje jednadzbe y' = y.

Rjesavanjem diferencijalnih jednadzbi bavit ¢emo se u poglavlju 77, no veé¢ u
ovom poglavlju naucit ¢emo derivirati sve realne funkcije jedne varijable, dakle
¢emo nauciti provjeriti je li neka funkcija rjesenje obi¢ne diferencijalne jednadzbe. U
primijenjenom kontekstu diferencijalne jednadzbe najcesée dobivamo povezivanjem
osnovne funkcije (puta, koncentracije, profita, ...) s brzinom njezine promjene (pr-
vom derivacijom) i eventualno njenom akceleracijom (drugom derivacijom) koristeci
fizikalne zakone.

Primjer 59 Promatramo li titranje objekta mase m na vertikalno visecoj opruzi s
koeficijentom elasticnosti k, u svakom trenutku moZemo biljeZiti vertikalni odmak
z tijela od ravnoteznog poloZaja z = 0 (recimo, pozitivni z znaci pomak nadolje,
a negationi nagore). Prema drugom Newtonovom zakonuﬂ je ma(t) = —kz(t),
tji. mzZ = —kz. Time smo dobili obicnu diferencijalnu jednadzbu drugog reda koja
opisuje ovisnost pozicije z 0 vremenu.

Primjerom |57 kao i spomenom obicnih diferencijalnih jednadzbi, zasli smo u
problem antideriviranja, tj. nalazenja funkcije f ako joj znamo derivaciju F = f’.

Definicija 10 (Antiderivacija (primitivna funkcija)) Antiderivacija (primitivna
funkcija) zadane funkcije F': I — R (gdje je I otvoren interval) je svaka funkcija
f:I— R sa svojstvom f'(t) = F(t) za svet € I.

Primjer 60 U primjeru[57 mozemo reéi da je brzina antiderivacija akceleracije, a
put antiderivacija brzine, odnosno da su primjerom[48 zadane obicne diferencijalne
jednadzbe prvog i drugog reda v = —0,330 246,00 Stisd=-0,330 3 246,00 St

Primjer 61 Jednadzba § = cost je obicna diferencijalna jednadzba prvog reda koja
zahtijeva nalaZenje funkcije y koja derivirana daje cost. Jedna takva funkcija je,
kako vidimo iz tablice derivacija, y = sint.

5U svom nerelativistickom obliku, drugi Newtonov zakon za pravocrtno gibanje kaze
da je u svakom trenutku ukupna sila koja djeluje na objekt mase m koji se giba jednaka
ma=muy=ms.
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Primjer 62 Funkcija F : R — R zadana s F(z) = 32% kao antiderivaciju ima
npr. f : R = R, f(z) = x3. No, uocimo da su primjerice i fo(x) = 2° — 10 i
f3(z) = 23 + 7 takoder antiderivacije od F.

Kao i u prethodnom primjeru, tako i opéenito vrijedi: Antiderivacija, ako postoji,
nikad nije jedinstvena. To je lako dokazati. Naime, ako je f antiderivacija od F,
tj. f'(t) = F(t) za sve t € I, oznacimo s fe funkciju definiranu s fo(t) = f(¢) + C.
Zbog aditivnosti deriviranja za sve konstante C' € R (njih beskona¢no mnogo!)
vrijedi

(fe)®) =(f(t) +C) = f(t) + C" = F(t)

za sve t € I, dakle je i fo antiderivacija od F. Nadalje, nema drugacijih an-
tiderivacija od F' od onih oblika fo. Naime, ako bi g bila neka druga antide-
rivacija od F osim f, znamo f' = ¢ = F i f, g i F su definirane na istom
intervalu I. Pogledajmo funkciju ¢ — f. Njena derivacija za t € I je dana s
(g— 1) @t)=4'(t)— f'(t) = F(t) — F(t) = 0. Prema propoziciji |3| zaklju¢ujemo da
je g — f konstantna funkcija na I, tj. da je (g — f)(t) = C za sve t € I, odnosno
g(t) = f(t) + C = fo(t) za sve t € I. Time smo dokazali sljedeéi teorem:

Teorem 2 Ako funkcija F : I — R ima antiderivaciju, onda ih ima beskonacno
mnogo. Ako je f jedna antiderivacija od F', onda su sve antiderivacije od F' dane
formulom fo(t) = f(t) + C, gdje je C € R proizvoljna konstanta.

Ovdje je bitno upozoriti na vaznost jednog detalja iz definicije antiderivacije. U
definiciji se zahtijeva da su funkcija i njena antiderivacija zadane na istom, jednom,
otvorenom intervalu I.

Primjer 63 Uzmimo funkciju F(x) = % Lako je pogoditi da su njene antide-
rivacije oblika fc(x) = Inz 4+ C. No, In je definiran na I = (0,400), a F za
prirodnu domenu ima (—o0,0) U (0, +00) —izgleda kao da smo pri antideriviranju
Lizgubili” pola domene. Da smo F' gledali kao funkciju zadanu na I, onda bi fo
stvarno bile sve njene antiderivacije. No, buduéi da je je F' zadana na uniji dva
disjunktna intervala, ona na svakom od njih ima drugaciju formulu antiderivacije.
Na I' = (—00,0) jedna antiderivacija od F bila bi zadana formulom g(z) = In(—x)
jer je, kako éemo lako provjeriti nakon $to uvedemo lancano pravilo u odjeljku[3.2.1]
1 1

g(x) = —= = ; za x € I'. Dakle, moZemo definirati da su antiderivacije od F

(na njezinoj prirodnoj domeni) dane s

folz) = C+lInz, x>0
A=Y 04+ In(-z), <0

ili krace zapisano, antiderivacije su dane s

fo(x)=C+1njz|, zeIl'UI=R\{0}.
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Antideriviranje je neposredno vezano za pojam neodredenog integrala.

Definicija 11 (Neodredeni integral) Neodredeni integral funkcije F je skup
svih njenih antiderivacija. Oznoka neodredenog integrala funkcije F', ako joj je
nezavisna varijabla oznacena s t, je

/nwa
Funkcija F zove se podintegralna funkcija.

Temeljem gornjeg teorema i definicije, trebali bismo pisati: [ F(t)dt = {fc :
C € R}. Iz prakti¢nih razloga uobi¢ajen je jednostavniji zapis:

/F@&:fw+0

Neodredenu konstantu C' nazivamo konstantom integracije. Za integral jedini¢ne
funkcije uobicajeno je umjesto [ 1dt pisati | d¢. Bududéi da je jedini¢na funkcija
derivacija identitete, prema gornjem teoremu zakljucujemo da je [ dt =t + C. Za
slu¢ajeve da je podintegralna funkcija oblika F'(t) = ﬁ uobicajeno je pisati [ %
umjesto fﬁ dt.

Primjer 64 Pisemo npr.

/3w2dx:x3+C’,
/it:ln|t|+0.

Tablicu neodredenih integrala sad mozemo shvatiti kao tablicu derivacija sa
zamijenjenim stupcima, uz dodavanje konstante integracije:

F(t) [ F(t)dt
K Kt+C
o totl
t , & ;é -1 TH + C
1 In|t|+C
al % +C
sint —cost+C
cost sint +C
H% arctgt + C
1 .
Ty arcsint 4+ C

Sjetimo li se da je deriviranje imalo svojstvo linearnosti i uzesi u obzir da je
neodredeni integral definiran preko antiderivacije, lako se vidi da vrijedi i linearnost
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neodredenog integrala: Neka su funkcije F' i G zadane na istom intervalu te K
neka konstanta. Tada vrijedi:

/ (F(t) + G(t)) dt = / F(t) dt + / G(t) dt

(aditivnost integriranja) i
/KF(t) dit = K /F(t) dt

(homogenost integriranja). Pod tablicnim integriranjem podrazumijeva se integrira-
nje temeljem osnovne tablice integrala uz koristenje svojstva linearnosti i, po potrebi,
transformacija podintegralne funkcije formulama iz elementarnije matematike.

.. C . 1 2 .
Primjer 65 Izracunajmo [ cos? (%) dz. Znamo da je cos® a = H%(a) pa imamo

1 1
/cos dw—/(z—i-QCosac) dor =

/daz+2/cosazdac—E s1na:+C‘

Uocimo da tako smo tu zbrojili dva neodredena integrala, na kraju smo napisali
samo jednu konstantu integracije C umgjesto Cq1 + Cy. To je naravno zato sto je
zbroj (i razlika, produkt, kvocijent, ...) konstanti konstanta.

Primijetimo da su prema opisanom u odredenom smislu deriviranje i integriranje
medusobno inverzne operacije. Preciznije, vrijedi

(/F dt) — F(t /f t)dt = f(t) + C.

Uz oznaku % gornje formule poprimaju jos lakSe pamtljive oblike

% (/F(t)dt) = F(t), /i{dt: ft)+C.

Uoc¢imo da iz svega navedenog slijedi da ako znamo integrirati, onda znamo
rijesiti obi¢ne diferencijalne jednadzbe koje su oblika ¢ = F(x) ili v = F(z),
tj. diferencijalne jednadzbe u kojima je poznata eksplicitna formula prve ili druge
derivacije nepoznate funkcije: Ako je y' = F(x), onda je y = [ F(z)dz, a ako je
y"=F(z),ondajey = [F(z)dz pajey= [ ([ F(x)dz) dz

+ xp(x). Tada je y' =
2

"'=u
J(xz + exp(z ))dx:7+exp()+Cl pa je y” f(% exp(z +C’1) de =
x—;—i—exp(:c)—i—Cl:U%-Cz

Primjer 66 Zadana ]6 diferencijalna jednadzba
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U prethodnom primjeru uoc¢imo da smo pri drugom integriranju drugacije
oznacili konstantu integracije. To je zato Sto bi koristenje iste oznake znacilo
da—Xkrivo! —tvrdimo da je ta konstanta ista u oba integriranja. Buduéi da je
osnovna tehnika u pozadini rjeSavanja obic¢nih diferencijalnih jednadzbi integriranje,
ovaj primjer ukazuje na to da se kod rjesavanja obi¢nih diferencijalnih jednadzbi
prvog reda pojavljuje jedna, a kod onih drugog reda dvije neodredene konstante.
To dovodi do definicije opc¢eg rjesenja diferencijalne jednadzbe: Opce rjesenje
diferencijalne jednadzbe je ono njeno rjesenje koje sadrzi onoliko neodredenih
konstanti koliki je njezin red. Primjerice, y = C' exp(x) je opée rjeSenje jednadzbe
Y =y.

Primjer 67 Iz primjera[57 znamo da je

3 m t2
+6.00 - 5 +Co,

m ¢
st 3
dakle je v(t) = —0,100 %t°+3,00 Ht*>+C,,. Iz toga se dobije da je s(t) = [v(t) dt =
—0,025 S%t4 + 1,00 S%t?’ + Cyt + Cs. Uocimo da je v(0) = C,, dakle je C, pocetna
brzina 35m/s rakete:

o(t) = /a(t) dt = /(—0,300 §t2+6,00 S%t) dt = —0,300

v(t) = 0,100 =% + 3,00 % + 35 .
S S S

Takoder, na pocetku lansiranja raketa jos nije presla nikakav put, dakle je 0 =
s(0) = Cs, odnosno

s(t) = —0,025 —* + 1,00 =13 + 35 — 1.
S S S

Dok u ovom trenu jos ne znamo odgovoriti na pitanja o brzini postavljena u primjeru
48 (iako bi smo znanjem o grafovima polinoma i transformacijam grafova lako
skicirali oblik grafa brzine u ovisnosti o vremenu — skicirajte ga! —i lako se uvjerili
da stvarno postize trazeni maksimum), sad mozZemo odgovoriti na pitanje o putu:
U 30s raketa je presla put s(30s) = 7800 m.

U gornjem primjeru vidimo i da je fizikalna dimenzija integrala [ F(t) dt
jednaka ,umnosku“ fizikalnih dimenzija zavisne i nezavisne varijable (F(t) i t),
odnosno mjerna jedinica od [ F(t) dt je umnozak mjernih jedinica od ¢ i F'(t).

Fizikalno interpretirano, postoji beskona¢no mnogo funkcija pozicije u ovisnosti
o vremenu ako nam je jedini poznati podatak o gibanju ovisnost brzine o vremenu —
to je razlog zasto se u takvim fizikalnim primjenama obi¢no zadaje i pocetni uvjet
koji omoguéuje odabir tocno jedne od svih antiderivacija.

Primjer 68 Ako je brzina cestice pri slobodnom padu dana s v(t) = —gt, onda
se lako vidi da je pozicija opisana sa z(t) = —4t* + C za neku konstantu C (¢ija
fizikalna dimenzija je duljina). Ako znamo pocetni uvjet da je u trenutku t = 0
pozicija bila z(0) = h, onda mora vrijediti z(0) = 04+ C = C = h. Stoga je
antiderivacija (funkcija pozicije u ovisnosti o vremenu) koja zadovoljava taj pocetni
wvjet jedinstveno odredena sa z(t) = h — $t2.
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Kao u prethodnom primjeru, diferencijalne jednadzbe se u pravilu, osobito u
primjenama, pojavljuju s pocetnim uvjetima. Za diferencijalne jednadzbe prvog
reda pocetni uvjet je vrijednost nepoznate funkcije u jednoj tocki domene, obi¢no u
0. Za diferencijalne jednadzbe drugog reda pocetni uvjeti su vrijednost nepoznate
funkcije i njezine prve derivacije u istoj tocki domene, obi¢no u 0.

Primjer 69 U primjeru bilo bi prirodno zadati pocetnu poziciju, primjerice
z(0) = 0, te pocetnu brzinu 2(0) = vg. Te dvije jednakosti bi onda bile pocetni
wyjeti za diferencijalnu jednadzbu mzZ = —kz tj. 2 + %z = 0. Jednostavnosti
radi, uzmimo ovdje da je % =1s2ix= g, odnosno diferencijalnu jednadzbu
gledamo u ,bezdimenzijskom* obliku 2" + z = 0. Nije tesko provjeriti da je onda sa
z(t) = Cycosz + Cysinx dano njeno opce rjesenje:

2= —Cysinx 4+ Cycosx = 3 = —Cjcosz — Cysinz,

2"+ 2=—Cicosx — Cysinx + C;cosz + Cycosx = 0.

Pritom, znamo i da je 0 = z(0) = C1 cos0 + Cysin 0 = Cy, dakle je z(t) = Cosinz.
Dalje je vg = 2/(0) = Cycos0 = Cy, dakle je do na mjerne jedinice Co = vyg.
Ukljucimo i opet fizikalnu dimenziju u rjeSenje, vidimo da je rjesenje problema iz
primjera uz navedene pocetne uvjete i pretpostavku % =152 dano s

z(t) = v s sin <:> .

Kao u gornjem primjeru, tako i opéenito: Pocetni uvjeti sluze za odredivanje
partikularnog rjesenja diferencijalne jednadzbe, tj. izno: Partikularno rjesenje
diferencijalne jednadzbe je svako njezino rjesenje koje se dobije iz opéeg rjeSenja za
konkretne vrijednosti konstanti u njemu.

Razliku opéeg i partikularnog rjesenja diferencijalne jednadzbe mozemo opisati
i geometrijski: Opée rjesenje predstavlja familiju tzv. integralnih krivulja u koordi-
natnoj ravnini koje zadovoljavaju diferencijalnu jednadzbu, a partikularno rjesenje
je jedna od tih krivulja.

Primjer 70 Integralne krivulje diferencijalne jednadzbe y" = 0 su sve kvadratne
funkcije, tj. parabole u ravnini kojima je os simetrije vertikalna. Da je bio zadan
pocetni uvjet y(0) = 1, y'(0) = 0, ¥”(0) = 2 dobili bismo partikularno rjesenje,
parabolu y = 22 + 1.

Za obicne diferencijalne jednadzbe 1. reda moguée je naslutiti oblik njihovih
integralnih krivulja gledajuéi u kojim toc¢kama (z,y) s postizu razne konkretne
vrijednosti y’.

Primjer 71 Opisimo i skicirajmo familiju integralnih krivulja diferencijalne jed-
nadzbe y = 2> — x — 2.
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Prvo wocimo da jey' =0 za x = —1 i x = 2, dakle sve integralne krivulje u
svojim tockama s apscisama —1 i 2 imaju horizontalne tangente. Nadalje, ' < 0
za —1 < x < 2, dakle sve integralne krivulje imaju padajuce tangente na intervalu
(—1,2), a rastuce inace. Stovise, F(z) = x> —x — 2 pada 2a © < %, a raste za
T > %, dakle imamo:

e Za x < —1 tangente pa stoga i integralne krivulje rastu, ali sve sporije slijeva
udesno;

o 20 —1l<zx< % tangente pa stoga i integralne krivulje padaju, ali sve strmije;
« 2a —% < x < 2 tangente pa stoga ¢ integralne krivulje padaju, ali sve blaZe;

e za x > 2 tangente pa stoga i integralne krivulje rastu i to sve strmije sto je
veci x.

Posebno, na slici crveno su ucrtane tangente integralnih krivulja u nekim
tockama (xo,y0): Ako odaberemo tocku (xo,y0) u koordinatnoj ravnini i ako je
diferencijalnu jednadZbu moguée zapisati u obliku iy’ =, neki izraz T s x iy*“ onda
je u tocki (xg,yo) koeficijent smjera tangente integralne krivulje jednak vrijednosti
izraza T kad u njega uvrstimo (xo,yo). Primjerice, iz nase jednadzbe vidimo da
je u tockama s apscisom 0, dakle u tockama na y-osi, koeficijent smjera tangente
jednak 0> —0 — 2 = =2,

Naravno, ovu konkretnu diferencijalnu jednadzbu znamo rijesiti jer je oblika
Yy = F(x):

3 {L‘2

yz/(mz—x—Q) dx:%—?—Qx—l—C,

tj. integralne krivulje (ljubicasto na slicz’ stvarno zadovoljavaju opisana svojstva.

Osim neodredenih integrala, za primjene su izuzetno bitni i odredeni integrali.
Dok je definicija neodredenog integrala koju smo dali potpuno precizna, definicija
odredenog integrala ¢e zasad, kao i definicija derivacije, zapravo biti opis njegova
smisla, a pravu definiciju dat ¢emo kasnije, u odjeljku Pritom ¢éemo ovdje
imati samo jednu varijantu opisa, a ta je koristeci graf realne funkcije jedne varijable
prikazan u Kartezijevom koordinatnom sustavu. Kao sto derivacija rjesava problem
tangente, tako odredeni integral rjesava problem povrsine.

Primjer 72 Kolika je povrsina omedena parabolom y = x? i pravcima y = 0,
x==21ix=2 (slika|3.4)?

Odredeni integral nenegativne po dijelovima neprekidndﬂ realne funkcije jedne
varijable F' po podrucju integriranja [a, b| (odnosno, integral od F' u granicama od

6Definiciju po dijelovima neprekidne funkcije dat éemo u odjeljku ali zasad je
dovoljno znati da su sve elementarne funkcije i sve po dijelovima zadane funkcije gledane
na segmentu koji je podskup njihove prirodne domene po dijelovima neprekidne.
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-4 =3

Slika 3.4: Problem povrsine.

a do b), u oznaci
b
/ F(t) dt,

po iznosu je jednak povsini koju omeduju graf funkcije, os apscisa i vertikalni pravci
x =aix =0 (apo fizikalnoj dimenziji jednak je umnosku fizikalnih dimenzija
nezavisne i zavisne varijable). Za po dijelovima neprekidne funkcije koje su na
podrucju integriranja dijelom negativne, dijelovi navedene povrsine koji su ispod
osi apscisa pribrajaju se s negativnim predznakom.

/_41 (1 - g) dz?

Taj integral predstavlja povrsinu koju s x-o0si zatvara graf afine funkcije F(x) = 1—%,
omedenu vertikalama v = —1 i x = 4. Za —1 < x < 4 funkcija F je dijelom
nenegativna (za —1 < x < 2), vidi sliku[3.5, a dijelom negativna (za 2 < z < 4).
Stoga je ffl F(z) dz ovdje jednak razlici povrsina dvaju pravokutnih trokuta:

4 T 3-3 2.1 9 5
1S ) de=22_2°"_2_71-2
/1( 2) Ty 2 1 1

Primjer 73 Koliko iznosi

1

Zadatak 47 Izracunajte / (3x — |2z — 1|) dz.
-2

Uoéimo ovdje da, da smo u primjeru [73] trebali odrediti povr§inu omedenu
grafom od F, osi apscisa i vertikalama x = —1 i x = 4, odgovor bi bio % +1= %:
Samo za nenegativne funkcije F : [a,b] — R je [ : F(z) dz jednak povrsini omedenoj
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Slika 3.5: Dijelovi povrsine ispod osi apscisa pribrajaju se s negativnim
predznakom.

na opisani na¢in. Ako pak stvarno trebamo povrsinu omedenu s grafom od F,

b
vertikalama x = a i = b i osi apscisa, trebamo izracunati / |F(z)| da.

a
Zbog veze s povrsinom i ¢injenice da duzine imaju povrsinu nula, zakljucujemo
da za svaku funkciju F' vrijedi

/aaF(J;) dz = 0.

Takoder, za svaku po dijelovima neprekidnu (zapravo, za svaku integrabilnu)
F :la,b] — R 1isvaki ¢ € (a,b) vrijedi

b c b
/ F(z)dzx :/ F(x) d:c—i—/ F(z)dx, (3.1)
a a c
jer povrsinu iz opisa |, ; F(z) dz mozemo razbiti na dva dijela vertikalom = = c.

Primjer 74 Funkcija signum, oznaka sgn, je po dijelovima definirana funkcija
koja ima iznos 1 za pozitivne iznose nezavisne varijable, —1 za negativne, a u
0 iznosi 0. Njen graf moZete vidjeti na slici[3.6, a iz njega lako zakljucujemo
(rastavljanjem povrsine vertikalom x = 0) da je

2 0 2
/ sgn x da::/ sgn x dx—l—/ senxder=-1+2=1.
-1 -1 0

Zadatak 48 Izracunajte odredeni integral od F'(x) = sgn(l — ) u granicama od 0
od 3.
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sgn(z)

Ha

Slika 3.6: Tlustracija uz primjer [74]

Zadatak 49 Izracunajte

/3 F(z)dx

-2

ako je
3—2x x <0,
Flz)=} z+1, 0<z<l1,
1, x> 1.

Ne sasvim ocito, ali izvedivo iz prave definicije, vrijedi i:

/abF(x)dx— —/baF(a:)dx

(zamjena granica integrala mijenja predznak odredenog integrala). Nadalje, iz
svojstava grafova parnih i neparnih funkcija, vidi se da vrijedi:

Pr0p0z1c1Ja 4 Ako je F : [—c,c] — R po dijelovima neprekidna, onda ako je F

C

parna, / ) dt = 2/ ) dt, a ako je F' neparna, / F(t)dt =0.

—C

Dokaz propozicije nije teiakm no umjesto formalnog dokaza, na slikama
dajemo vizualni argument.

5 s ™
/ t exp(—t?) =0, / cost = 2/ cost.
-5 -7 0

"Integral se rastavi na integrale od —c do 0i 0 do ¢ i u lijevom zamijeni t s —t te
naravno koriste definicije parne i neparne funkcije.

Primjer 75
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y=f(z)

VT ’

Slika 3.7: Za parnu F' je [ F(t)dt =2 [; F(t) dt, a za neparnu [, F(t)dt =
0.

Dok za afine funkcije i njihove kompozicije, zbrojeve i razlike s apsolutnom
vrijednoti i(li) funkcijom signum mozemo na nacin iz gornjih primjera uvijek izra-
Cunati odredeni integral po bilo kojem segmentu, to nije izvedivo za ostale funkcije.
Opcenito se za izra¢unavanje odredenih integrala koristi Newton-Leibnizova formula.
Ona vrijedi (ne samo) za elementarne funkcije F : [a,b] — R i glasi

[ F) = 50 - ),

gdje je f bilo koja antiderivacija funkcije F. Desna strana Newton-Leibnizove
b b

formule obi¢no su biljezi kao f (t)‘t ili krace f (t)‘ . Ako je funkcija F' zadana po
= a

dijelovima, prije koristenja Newton-Leibnizove formule na pojedinim dijelovima

domene, rastavljemo integrala koriste¢i formulu

Primjer 76 Izracunajmo f12 %:

2 2
g - / t~tdx = (ln\t\)‘Q =In2—-Inl=1In2.
11 1 1
Primjer 77 Za
exp(z), >0
F(z)={ 22, -1l<x<0 .
r+2, x<-1

je prvo

/:F(ar)dx:/_21F(a?)da:+/_01F(x)dx+/02F(x)dx’

jer se u —1 i 0 mijenja pravilo pa je to potencijalna tocka prekida. Dalje imamo

/__21F(x)dx:/__2l(x+2)dx: <:;2+233>

-1

)

-2
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0 0 310 1
/ F(x)dx:/ 22dz = 2 =,
L 1 30,
2 2 2
/F(a:)dx:/ eCdr = e*| =e* -1,
0 0 0

pa je

2 1
/ Fz)de =e— =.
—9 6

Posljedica Newton-Leibnizove formule je da su i odredeni integrali (po dijelovima
neprekidnih) funkcija linearni:

/%F@y+G@)dﬁz/%ﬂﬂdﬁ+/2%ﬂdu

KKF@@:KIF@&.

Rjesenja obic¢nih diferencijalnih jednadzbi podjednako su povezana s odredenim
kao i s neodredenim integralom. Zapravo, ne radi se o dvije vrste integrala, nego o
dva pojavna oblika jednog (Riemannovog) integrala. Naime, Newton-Leibnizova ne
zahtijeva da su granice integriranja a i b konstante. Ako gornju granicu b proglasimo
varijabilnom i oznac¢imo s, primjerice, x, ona poprima oblik

| P dt= s - (o).

gdje je f jedna antiderivacija od F'. Gornju jednakost mozemo zapisati i u obliku

fa) = f(@)+ [ F( a,

iz ¢ega vidimo da ne samo da se odredeni integral (neprekidne) funkcije moze
izracunati pomoc¢u neodredenog, tj. antiderivacije, nego i obrnuto, antiderivacija i
stoga i neodredeni integral (neprekidne) funkcije se moze izrac¢unati iz odredenog.

Primjer 78 Up'rimjem zamijenimo gornju granicu 2 varijabilnom granicom
x:

% = (ln\t\)‘f =In|z|—Inl=In|z|.

T dt
Ako je x > 0 vidimo da je Inx = / e tj. prirodni logaritam se moze definirati
1

koristeéi graf racionalne funkcije F(t) = % (za x > 1 vidi sliku ' za x < 1 imamo

, T dt Lde, o . .
da je Inx = 5 = —/ 7), tj. Inx je jednak suprotnom iznosu pouvrsine
x
omedene s grafom y = %, 0si apscisa i vertikalama t = x it = 1). Naravno,

Inl=f'4d=0.
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Slika 3.8: Definicija prirodnog logaritma pomoc¢u povrsine (za ¢t > 1 je Int
jednak povrsini omedenoj s osi apscisa, krivuljom y = i i vertikalama x = 11
x =t).

Iz navedene veze neodredenog s odredenim integralom slijedi i da diferencijalne
jednadzbe oblika ¢y’ = F'(t) moZemo rjesavati i pomoc¢u odredenog integrala: RjeSe-
¢
nje im je y = f(t) = f(a) +/ F(7) dr, gdje je a jedan element domene funkcije
a
y = f(t), tj. f(a) je u pravilu poznat iz posSetnog uvjeta (zato je u primjenama
najcesée a = 0).
Opéenito, je Y neka veli¢ina ovisna o vremenu ¢ (pozicija tocke na pravcu,

koncentracija nekog reaktanta, jakost strujeﬂ ..). Ako je poznata ovisnost V(t) =
Y (t) brzine promjene veli¢ine Y u vremenu, onda je

Y@:/V@M

Konstanta integriranja se moze odrediti ako je zadan pocetni uvjet oblika Y (a) = Yp
(primjerice, pocetna pozicija, pocetna koncentracija, naboj u po¢etnom trenutku,
...),kaou primjeru Alternativno, ako je V' elementarna ili opcéenitije neprekidna
(a u pravilu jest) imamo

Y@:Y@+LR@N¢

Primjer 79 Ako objekt mase m slobodno pada s pozicije 0, dakle je s(0) = v(0) = 0,
po drugom Newtonovom zakonu je m§ = myg, dakle je diferencijalna jednadzba
§ = g. Stoga je redom

t

t
v:é:/ng:gT =gt,
0 0

8Jakost struje u ovisnosti o vremenu je brzina promjene naboja u vremenu, tj. I = %.
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t
s:/gTdT:gt2
0 2

Osim odredivanja veli¢ine ovisne o vremenu iz poznate brzine njezine promjene,
odredeni integral ima i druge vazne fizikalne interpretacije. Osvrnimo se ovdje na
tri od njih.

Neka je dan neki objekt (primjerice tanka ravna zica), takav da je moguée
postaviti brojevni pravac (x-o0s) tako da gustoéa p pojedinog dijela tog objekta ovisi
samo o poziciji « € [0, L] (primjerice, udaljenosti promatranog dijela od pocetka
zice duljine L): p = p(x), 0 < x < L. Tada je masa tog objekta

t

g ,2
= =t°.
0o 2

m = /OLp(:c) dz.

Zadatak 50 Ako je x-os postavljena duz tankog Stapa duljine 1m tako da mu je
jedan kraj u ishodistu, a drugi u tocki (1,0), kolika je masa tog $tapa ako znamo da
ovisno o poziciji duz $tapa je gustoca Stapa jednaka p(x) = exp(—x)g/mL.

Nadalje, razliCite vrste rada W se za tzv. neprekidne fizikalne procese definiraju
putem integrala.

o Mehanicki rad uslijed djelovanja sile iznosa F'(x) za pravocrtnﬂ pomak z od

b
pozicije a do pozicije b definiran je s W = / F(z) dx.
a

Vi
e Volumni rad definira se s W = — / p(V)dV, za reverzibilnu promjenuvo-

lumena od Vi do V4. Ovdje je p(V) tlak pri volumenu V.

o Kemijski rad uslijed promjene mnozine neke komponente sustava je definiran s
na

W = p(n) dn, za promjenu mnozine od ny do ng; pritom je p(n) kemijski
ni
potencijal promatrane komponente kad joj je mnozina n.

e FElektri¢ni rad pri pomicanju naboja ¢; od udaljenosti r = a do udaljenosti

k
eq; 2 4. Pritom je ke = 8,99 -
r

b
r = b u odnosu na naboj ¢q2 je W :/
a

109 Nm?2 C~2 Coulombova konstanta.

Primjer 80 Po drugom Newtonovom zakonu vrijedi F'(t) = mu(t) te je odgovara-
Jjuét mehanicki rad pri pravocrtnom pomaku od a do b jednak

b do

b
W:/F(x)dx:m adx:{daz:vdt}:

97a pomake duZ krivulje trebat ée nam krivuljni integrali, o njima éemo govoriti kasnije,
u poglavlju ?7.
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b 2
=m @vdt m/ vdv—i):AEk-
a

Dakle, za svaku silu je pripadni mehanicki rad jednak promjeni kineticke energije.

S druge strane, ako sila F' neprekidno ovisi samo o poziciji tijela x, onda mora
postojati antiderivacija od F, tj. funkcija pozicije —V takva da je —V'(x) = F(x)
za sve T 1 tu antiderivaciju zovemo potencijalnom energijom tijela. U tom je slucaju
W = f; F(z)dz =V, — V,, = —=AV. Opéenito, sile za koje pripadni rad ne ovisi o
putu, nego samo o pocetnoj i konacnoj poziciji (dakle, one koje imaju antiderivaciju
—V i ako se pocetna i konacna pozicija podudaraju, rad je 0), zovemo konzervativnim
stlama. Medu konzervativne sile spadaju konstantna sila (V(z) = —Fx+C) i
sila elasticne opruge F(x) = —kz (V(x) = % + C). Za takve sile kombinacija
prethodna dva rezultata daje

AE,=—-AV,

tj. zakon ocuvanja energije.

Primjer 81 Rad potreban da se dva naboja iz beskonacnosti dovedu na razmak x
(izvrsen protiv unutarnje sile) jednak je radu potrebnom da se takvi naboji razdvoje
s pocetnog razmaka R:

eqwz L keqiga | keqig2\  keqiqo
W/ T_XIEPoo(XJrR)_R'

To vrijedi za svaki R > 0 te je posljednjim izrazom definiran elektrostatski potencijal
za dva naboja na razmaku R.

Zadatak 51 [zracunajte izvrseni rad pri reverzibilnoj izotermnoj ekspanziji 0,500 mol
idealnog plina pri temperaturi 20°C od pocetnog do osmerostrukog volumena. Pod-
sjecamo da je jednadéba stanja idealnog plina pV =n RT, a opéa plinska konstanta

iznost R = 8,314 Kmol

Odredeni integrali se koriste i za odredivanje promjena iznosa termodinamickih
funkcija stanja. Funkcije stanja su funkcije ¢ije promjene tijekom bilo kojeg procesa
ovise samo o pocetnom i kona¢nom stanju, a ne i o samom termodinamickom
procesu, tj. o medustanjima.

Primjer 82 Promjena entalpije H se za izobarne promjene temperature sustava
racuna kao

T

AH = Cy(T) dT,

T;
gdje je Ti pocetna i Ty konacna temperatura, a Cp(T') je ovisnost izobranog toplinskog
kapaciteta o temperaturi sustava.

Pretpostavimo da se za promatrani raspon temperatura molarni toplinski kapa-

citet Cpm = % moze dobro aproksimirati funkcijom oblika

C
Com(T) =a+bT + T3
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gdje su a, b i ¢ ne nuzno pozitivne konstante ovisne o vrsti plina.

Ako su za promatrani plin, primjerice vodik [1, str. 992/, sve tri konstante a,
b © ¢ pozitivne, © ako se radi o zagrijavanju, pokaZimo da je promjena entalpije
pozitivna meovisno o pocetnoj i konacnoj temperaturi

Imamo prvo da je Cp(T) = nCpm(T) pa je

Ti Tk cn
AH:/ Cp(T)dT:/ an+bnT + S0 dT =
T T T

Ty

T2 b 11
:anT—i—bn?—% :an(Tf—ﬂ)+?n(Tf—ﬂ)2—Cn <—)
T;

Buduéi da se radi o zagrijavanju i da su zadani a,b > 0, znaci da je Ty > Tj,
ocigledno su oba prva dva od tri clana u AH pozitivni. Nadalje je T% < Ti pa je

zbog pozitivnosti ¢ © zadnji ¢lan —cn (T% — T%) pozitivan. Dakle, ako su a,b,c > 0

11 < T%, onda je sigurno AH > 0.

Zavrsimo ovo poglavlje s objasnjenjem spomenute moguénosti da za neku realnu
funkciju jedne varijable ne postoji njezina derivacija u nekoj tocki domene.

Primjer 83 Za funkcije f(x) = 2° i g(x) = /x je f'(x) = 5z* i ¢/(x) =

je f/(0) =0, ali se ¢’(0) ne moZe izracunati (iako je 0 u domeni od g).

1
—=— Pa
54 p

Iz gornjeg primjera vidimo da nije isto kad je derivacija neke funkcije jednaka
nuli i kad se ne moze izracunati. Ako je f’'(c) = 0, onda derivacija u ¢ postoji, a
tangenta u tocki grafa (¢, f(c)) je horizontalna, primjerice u a i b za funkciju ¢iji
graf je prikazan na slici je derivacija te funkcije jednaka 0. S druge strane,
moze se dogoditi da je ¢ u domeni funkcije f (inade nema ni smisla traziti f’(c)),
ali se f/(c) ne moze odrediti. U tom slucaju kazemo da derivacija funkcije f u tocki
¢ ne postoji.

Bududi da je f'(c) koeficijent smjera tangente na graf y = f(z) o u tocki (¢, f(c)),
derivacija f’(c) neée postojati u dva slucaja: Ako tangenta u tocki (¢, f(c)) ne postoji
ili pak ako je vertikalna. Upravo je vertikalna tangenta u ¢ = 0 uzrok nepostojanja
derivacije funkcije ¢ u 0 u gornjem primjeru. S druge strane, nepostojanje tangente
moze imati tri uzroka, koja ukratko opisujemo u nastavku.

Ako graf y = f(x) ima ,$picu“ u nekoj tocki (¢, f(c)), onda nikoji od pravaca
kroz tu tocku nije tangenta, jer je tangenta pravac koji se najbolje priljubljuje
uz krivulju oko te tocke. U slucaju ,Spice” mogla bi se naé¢i dva pravca koji bi
bili tangente ,slijeva“ i ,zdesna“, no nijedan od njih se ne priljubljuje uz graf na
drugoj od dvije strane u odnosu na ,,Spicu“ te stoga graf tu nema tangente odnosno
funkcija nema derivaciju u pripadnoj apscisi.

00vdje je zgodno napomenuti da predznak promjene entalpije odreduje je li proces
egzoterman (AH < 0) ili endoterman (AH > 0).



92 POGLAVLJE 3. INFINITEZIMALNI RACUN

0 I

I 1
1 2

-Hw

Slika 3.9: Graf funkcije koja u ¢etiri tocke (0, 1, 2 i 3) nije derivabilna.

Primjer 84 Funkcija apsolutne vrijednosti ima derivaciju jednaku —1 u svim
x < 0, jednaku 1 u svim x > OE a u 0 nema derivaciju.

Problem nastaje i ako je u nekoj tocki domene graf ,pukao®. Tada iz slicnih
razloga kao u ,Spici“ ne postoji tangenta u toj tocki. O ovom ¢ée vise rijeci biti u
odjeljku 343

Naposlijetku, ako je domena poluotvoren ili zatvoren interval ili pak ako je
domena unija disjunktnih intervala od kojih su neki poluotvoreni ili zatvoreni,
funkcija (po definiciji) nije derivabilna u nikojem od zatvorenih rubova tih intervala
(dakle, onih rubova koji su uklju¢eni u domenu). Primjerice, ako imamo f : [a,b] —
R, neovisno o pripadnom pravilu y = f(x), ona nije derivabilna u a i b. Mozemo to
tumagciti ovako: za lijevi rub mogli bismo naci ,,desnu“ tangentu, no kako funkcija
nije definirana lijevo od lijevog ruba, slijeva se taj pravac ne priljubljuje uz graf
funkcije (jer grafa tamo ni nema); analogno vrijedi za desni rub.

Slika[3.9) prikazuje graf jedne funkcije koja u Cetiri tocke domene nije derivabilna,
po jednoj za svaki od navedenih cetiriju mogucih razloga nederivabilnosti.

HMozemo redi: |z| = sgnx za x # 0.
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3.2 Tehnike deriviranja i integriranja

3.2.1 Tehnike deriviranja

Veé smo vidjeli da je deriviranje linearno. Iako koristeéi linearnost mozemo derivi-
rati mnoge funkcije, primjerice sve polinome, ono nije dovoljno veé¢ ako pozelimo
derivirati racionalne funkcije kojima nazivnik nije monom ni jednostavne tran-
scendentne funkcije poput f(r) = z exp(z) ili g(z) = sin(2?). Da bismo znali
derivirati sve elementarne funkcije, gdje god su derivabilne, trebaju nam i pravila
za deririvarnje produkta, kvocijenta i kompozicije funkcija.

Primjer 85 Uzmimo f(z) = 2% i g(x) = 2x. Tada je f'(x) =2z i ¢'(x) = 2.
Produkt funkcija f i g je funkcija h formule h(z) = 3. Njena derivacija je
' (x) = 322, $to je razlicito od f'(x) g'(x) = 2x. Dakle, derivacija produkta funkcija
nije produkt njihovih derivacija.
Kvocijent funkcija f i g je funkcija formule k(x) = 5 i njena je derivacija
K (z)= %, §to je razlicito od f'(x) : ¢'(x) = z, dakle derivacija kvocijenta funkcija
nije kvocijent njihovih derivacija.

Pravilne formule za derivacije produkta i kvocijenta funkcija su:

f(t)>/ _ ['M)g(t) = f(D)g' (1)
9(t) g%(t) ’

(fH)g) =[O g't) + f'(t) (1), <

odnosno u % notaciji

d df dg  d/f\ Yogoy.de
af9="g 9t dt(g)_ e '

t
Primjer 86 Prirodna domena funkcije zadane s f(t) =t Int — — je skup svih
e

pozitivnih brojeva. Za sve t > 0 vrijedi

P = ey — (5 = @t ey - DI gy 2t

Stoga je f'(1) = 1 pa tangenta na graf od f u tocki (1, f(1)), gdje je f(1) = —1

-1
ima jednadzbuy = v —1— ¢.

Zadatak 52 Koristeéi formulu za deriviranje kvocijenta funkcija izvedite formule
za derivacije tangensa i kotangensa.

t
Primjer 87 Derivirajmo funkciju f(t) = exp(—kt). Buduéi da je f(t) = (e*k) ,

mozemo ju derivirati po pravilu za derivaciju eksponencijalne funkcije s bazom e *:

f'(t) = (e_k>t ‘lne ¥ =—k- (e_k)t = —k exp(—kt).
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Sli¢no, ako bismo trebali derivirati g(x) = sin?x = sinx - sinz, mogli bismo

primijeniti pravilo za derivaciju produkta i dobili bismo
g'(x) =cosz-sinz +sinx - cosx = 2sinx - cosz = sin(2x).

U gornjem primjeru radilo se o kompozicijama nekih elementarnih funkcija
¢ije derivacije su se mogle izracunati koriste¢i ve¢ poznate tehnike deriviranja.
No, opcenito za kompozicije trebamo pravilo za deriviranje kompozicije funkcija
(lanc¢ano pravilo) koje glasi (g o f)'(¢t) = ¢'(y) - f'(¢), gdje je y = f(t). To se pravilo
obic¢no pise u obliku

(9o f)(t) =4g'(f(t)) f'(2),

odnosno

dz dz dy

dt - dy  dt
(u posljednjem obliku lancanog pravila je z = f o g).

Primjer 88 Derivirajmo h(z) = (Inz)'*. To je kompozicija ,vanjske funkcije”
potenciranja na 1000-tu, g(y) = y'°%, i ,unutrasnje funkcije” prirodnog logaritma,

y = f(z) =Inzx. Stoga je

1 1 999
W () = 10005% - L = 1000 102
X

T

Primjer 89 Prema Newtonovom zakonu grijanja i hladenja je brzina promjene
temperature sustava ¥ (u °C) u svakom trenutku proporcionalna razlici temperature
okoline i sustava. Dakle, ako temperaturu okoline oznacimo s Yok, Newtonov zakon
grijanja i hladenja simbolicki zapisan ima oblik

D = k(fox — 09),

gdje je 0 = 0(t), a k konstanta (negativna ako se radi o hladenju, a pozitivna ako
se radi o zagrijavanju).

Recimo da je promatrani sustav patka koju Zelimo ispeci u peénici (dakle,
pecnica je okolina) zagrijanoj na konstantnih 200°C. Patka je na pocetku izvadena
iz hladnjaka i imala temperaturu 2°C te je odmah stavljena u peénicu

Odgovarajuca diferencijalna jednadzba je tada

9 = k (200°C — v) (3.2)

s pocetnim uvjetom ¥(0min) = 2°C. Buduci da je mjerna jedinica za 0 jednaka
°C, ako vrijeme t mjerimo v minutama, jedinica od ¥ je °Cmin~! te je mjerna

jedinica od k jednaka min~".

12To u praksi nije preporuéljivo.
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Provjerimo da je ovisnost temperature patke o vremenu opisana s
Y(t) = 200°C — a exp(—kt),

gdje je a > 0 konstanta:
V(t) = ak exp(—kt).

Uvrstimo ¥ i 0 u diferencijalnu jednadzbu :
ak exp(—kt) =k (200°C — 200°C + a exp(—kt))

sto daje
ak exp(—kt) =ak exp(—kt),
a to je ocito istinito za sve trenutke t te zakljucujemo da je predloZena funkcija
rjesenje diferencijalne jednadzbe [3.3.
U rjesenju ¥(t) = 200°C — a exp(—kt) imamo dvije neodredene konstante a
(konstanta iz opéeg rjesenja diferencijalne jednadzbe prvog reda) i k (koja potjece
od samog fizikalnog zakona). Koristeéi pocetni uvjet dobivamo iznos a:

2°C = 9¥(0min) = 200°C — a exp(—k - Omin) = 200°C — a.
Vidimo da je a = 198°C, tj.
9(t) = 200°C — 198°C exp(—k t).

Pocetni uvjet nije dovoljan da odredimo iznos koeficijenta k. Ako bismo znali
jos jedan podatak o temperaturi patke u nekom trenutku nakon sto smo ju stavili
u pecnicu, mozZemo odrediti i njega. Recimo, nakon 30 minuta izmjerili smo
temperaturu patke i dobili da je tada bila 16°C, dakle ¥(30 min) = 16°C. Ponovimo
postupak kao kad smo koristili pocetni uvjet, ali sa zadnjim odredenim oblikom
funkcije V:

16°C = ¥(30 min) = 200°C — 198°C exp(—F - 30min).
Rjesavanje gornje eksponencijalne jednadzbe daje
= (—11n 92) min~! & 0,00244438 min .
Stoga je temperatura patke u svakom trenutku
J(t) = 200°C — 198°C exp(—0,00244438t min~ ).
Zelimo li primjerice znati kad ée patka biti pecena, tj. kad ce joj temperara biti

I(t) = 80°C, wvrstimo to u zadnju formulu i rijesimo s obzirom na t. Ispasti ée da
se patka treba peci priblizno 204,868 minuta, tj. otprilike 3 sata i 25 minuta.
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Zadatak 53 U mnogim strukama (fizici, kemiji, biologiji, ekonomiji, medicini,
...) kao vaZan model pojavijuje se tzv. logisticka diferencijalna jednadzba:

. Y
Y=rY(1l—-—
" ( K)

s konstantama r, K > 0 i pocetnim uvjetom Y (0) =Yy < K.

Primjerice, u biologiji Y = N je brojnost jedinki neke vrste u ovisnosti o
vremenu t, N(0) = Ny je pocetna brojnost, a K je kapacitet okoline: Ni u kom
trenutku u toj okolini ne moZe Zivjett K ni vise jedinki. Primjerice, u blizinu nekog
jezera naseljen je par pataka, patak i patka (u tom trenu nije bilo drugih Zivih
pataka u blizini), a poznato je da su uvjeti u toj okolici pogodni za Zivot do 1000
pataka. Nakon godinu dana uwoceno je da je broj pataka bio 8. Provjerite da je
partikularno rjesenje logisticke jednadzbe za N koje odgovara navedenim uvjetima

2000

N(t) =
®) 2+ 998 exp(—rt)’

izracunajte v i odredite kada ée broj pataka u toj okolini prijeci 100.

Zadatak 54 Prema drugom Kirchhoffovom zakonu, zbroj svih napona u struj-
noj petlji jednak je nuli. Za jednostavni LR-strujni krug (s jednim otpornikom
konstantnog otpora ]ﬂ i zavojnicom konstantnog induktiviteta l@ koji se napaja
konstantnim naponom E drugi Kirchhoffov zakon poprima oblik

LI+RI=E, I=I(t),

s pocetnim uvjetom I(0) = 0. Provjerite da je ovisnost jakosti struje I o vremenu t
u jednostavnom LR-strujnom krugu dana formulom

= % (1 —exp(—Rt/L)).

I(t)
Ponekad je koristan specijalni slu¢aj pravila za derivaciju kompozicije funkcija,
za slucaj da je ,vanjska“ funkcija prirodni logaritam:

SO

Primjena gornje formule, tj. odredivanje derivacije funkcije tako da ju prvo lo-
garitmiramo, pa onda deriviramo logaritmiranu funkciju, zove se logaritamsko
deriviranje.

13To dovodi do pada napona R 1.
14To dovodi do pada napona L I.
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Primjer 90 Derivirajmo opéu potenciju f(x) = x* = exp(zlnz) logaritamskim
deriviranjem. Prvo logaritmiramo funkciju:

In f(z) =zInz.
Sad deriviramo logaritmiranu funkciju i iz dobivenog izrazimo f'(x):

"=Inz xl (@)
(In f(z)) =lnz + ~ = @)

f'(z) =1 +Inz)f(z) = (1+Inz)z”.

=1+lnx=

Co
Hy=—=2
() 1—covkt

Naposlijetku, navedimo i pravilo za derivaciju inverza funkcije:

W= 5 v=I0.
odnosno u % obliku
dy 1
==
dt th;

Primjer 91 Neka je y = exp(t). Odredimo

d(y/t)
d(1/t)’
1

po varijabli x = ¢:

exp(t)
T

d(y/t) d(y/t) dt exp(t) -t —exp(t) - 1 ' 1

a/n — At d(1fy) 12 aamg ~

. . .o .o y .
tj. derivaciju kvocijenta 5 =

= exp(t) - tt%l . —11/t2 = (1 —t)exp(t).

3.2.2 Osnovne tehnike integriranja

Dok se poznavanjem tehnika iz prethodnog odjeljka lako i brzo derivira svaka
elementarna funkcija, integriranje opc¢enito nije tako jednostavan proces. lako
je, kako ¢emo kasnije vidjeti, vise funkcija integrabilno nego derivabilno, trazenje
antiderivacije opcenito nije direktan proces temeljem formule podintegralne funkcije,
nego ovisno o njoj treba koristiti i kombinirati razne metode. Mi ¢emo ovdje obraditi
samo tri najCesce koristene metode integriranja: parcijalnu integraciju, supstituciju
i rastav na parcijalne razlomke.
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Metoda parcijalne integracije

U tablici osnovnih integrala, ¢ak ni u ve¢ima od nase na str. [77} ne moze se naéi
integral logaritamske funkcije. Razlog je u tome Sto u standardnoj tablici derivacija
nema nijedne funkcije koja derivirana daje logaritamsku funkciju, tj. nikoja od
osnovnih elementarnih funkcija derivirana ne daje logaritamsku. U ovom, a i
mnogim drugim sluéajevima, pomaze metoda parcijalne integracije, koja se izvodi
iz formule za derivaciju produkta funkcija:

d du dv

Stoga je
dv d du

ST AL T
Integriranje zadnje jednakosti po t daje

/udvzuv—/vdu,

pri ¢éemu koristimo skraceni zapis

V.

df = f'(t) dt.

To je formula parcijalne integracije. Za odredene integrale ona poprima oblik

b b b
/udv:uv —/vdu.
a a a

Parcijalnu integraciju primjenjujemo kad pod integralom prepoznajemo jednu
funkciju (v = u(t)) pomnozenu s derivacijom neke druge (v'(t)) pri ¢emu je v’
lako integrirati i nakon deriviranja funkcije u dobijemo laksi integral [vdu =
Ju/(t)v(t) dt. Tri standardna sluc¢aja primjene parcijalne integracije su sljedeci:

o Funkcija u ima relativno jednostavnu derivaciju, a v'(t) = 1;

o Funkcija u je monom, a v je (eventualno trasnformirana u smislu osnovnih
transformacija iz odjeljka [2.3) eksponencijalna funkcija, sinus ili kosinus;

o Funkcija u je logaritamska funkcija, a v’ je oblika v'(t) = t® za konstantan
a€R.

Dajemo primjere za sva tri navedena tipi¢na slucaja.

Primjer 92

/ Intdt = {u(x) =1Int, du= %; dv = dt,v(t) = t} =
1

(& dt €
:tlnt‘e—/t—:e—/ dt:e—t’e:e—(e—l):l.
1 1 t 1 1
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Primjer 93
‘/aﬁexdx::{ucw::aﬁ,du::zxdx;dﬂ::exdxﬂmx):ef}::
:x2&h-2/Qw$¢p:{u@):a;du:<h;dv:eﬁdmv@):e?}:
_4ﬁex—2<x&-/ez¢0._x%ﬁ—zxé%+%x+cx
Primjer 94

1
/n—;dx = {u(:v) =Inz, du= @; dv=z"2dz,v(z) = —x_l} =
x x

=——+ [zt —=-—"1+

1 1 1 1
nx , dx nx /x_2dx: nz n
x x x

Navedene tri tipi¢ne situacije nisu jedine na koje se moze primijeniti parcijalna
integracija.

s
Primjer 95 Izraéunajmo/ sin2xdx
0

™ - ™
/ sin?zdz = {u = sin, dv:sinxdx}:—sinzxcoszx‘0+/ cos? xdx =
0 0

T T - s T
:0+/ cos2xd:v:/ (l—sian)dx:x’ —/ siandx:W—/ sin? z dz.
0 0 0 0 0

™
Oznacimo li I = / sin® z dz, dobili smo jednadibu I = 7 — I te je
0

s
/ sin?zde=1="_.
0 2

Metoda supstitucije

Promotrimo sljedeéi integral:

dt
/at+b
On podsjeca na integral [ %, no ako bismo pretpostavili da je [ a%b = In|at+b|+C,
lako bismo se deriviranjem uvjerili da nismo dobili toc¢an rezultat. Prirodna ideja
bila bi zamijeniti ,,problemati¢ni“ nazivnik at + b novom varijablom ¥, no time
integral poprima oblik [ 4t sto nije smisleno jer bismo imali istovremeno dvije
varijable (y i varijablu po kojoj integriramo, tj. ). Stoga se pri supstitucijiy = at+b

150vaj integral moze se izracunati i tabliénim integriranjem u kombinaciji sa supstituci-
jom.
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treba supstituirati i dt. Kako? Ideja je jednostavna: 3y’ = a, tj. % = a te je
dt = % dy. Stoga je

C.

dt 1 dy 1 In|at+ bl
/at—i—b {y=at +b, dy = adt} /a , Infyl+ T

Opéenito, kompoziciju f o g afine funkcije g(t) = at + b s nekom funkcijom f
integriramo supstitucijom y = at + b, dy = adt:

[sat+vyae = [ sway

U slucaju odredenog integrala potrebno je prilagoditi granice integracije: Ako
polazni integral ima podrudje integracije [, ] to znaci da t poprima vrijednosti
od a do B pa y poprima vrijednosti od o’ =aa+bdo ' =af + b:

B 1 [aB+b
/a f(at—l—b)d:v:a/anrb f(y)dy.

Alternativno, mozemo prvo do kraja izrac¢unati neodredeni integral pa tek onda
uvrstiti granice integriranja.

™
Primjer 96 Izracunajmo / cos(b — 3z) dz na oba spomenuta nacina:
0

1
/ cos(b—3x)de={y=5—-3z,dy=-3dz; 0<z<m=5>y>2}=
0

1 /2 1 ind — sin2
:—3/5 cosydy:—g(sin2—sin5):%;

1 1
/cos(5—31:) de ={y=5-3z,dy = -3dz} = —3 /cosydy: —3 siny+C =

1

sin 5 — sin 2
0 3
Uocimo da je rezultat negativan, sto je u skladu s cinjenicom da je graf podintegralne
funkcije na podrucju integracije ispod osi apscisa.

1 1 1
=-3 sin(5 — 3z) + C = / cos(b —3z) de = ~3 sin(b — 3x)
0

Gornji slucaj je specijalni sluc¢aj opéenitije metode integriranja poznate pod
imenom metoda supstitucije. Kao sto je metoda parcijalne integracije analog
formule za derivaciju produkta u kontekstu integrala, metoda supstitucije je analog
lanc¢anog pravila za derivaciju kompozicije funkcija. Formula metode supstitucije
za neodredene integrale glasi:

[ FG@) @t ={y= f0). dy = ') dt) = [ Fly)dy.
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Uobic¢ajena primjena ove formule je u situacijama kad pod integralom uoc¢imo neku
funkciju i njenu derivaciju (do na multiplikativnu konstantu). Za odredene integrale
gornja formula poprima oblikﬁ

b f@®)
[ @@=y = s, 4= roay = [ Cre)ay

Primjer 97 Izracunajmo [ texp(—t%)dt. Buduéi da (do na multiplikativnu kons-
tantu —2) t moZemo shvatiti kao derivaciju od —t2, pokusaj supstitucije najsmisleniji
je sy = —t2. U tom slucaju je dy = —2tdt, tj. tdt = —% dy, te je

1 1 1
/texp(—t2) dz = /—5 exp(y)dy = —3 exp(y) + C = —5 exp(—t?) 4 C.

dx
3 — 2z

3
Primjer 98 Integml/ jednak je
2

/3 =32 dy= —2de, y(2) = —1,y(3) = 4} =
5oy =320 dy=—2dz, y(2) = ~1y(3) = ~4} =

2/4—1dy=—1lnly\
—1 2 Y 2

Ponekad je formulu metode supstitucije zgodno ¢itati ,,udesno”.

—4

1
—5(n4—Inl) = —In4'/?2 = —In2.
—1

Primjer 99 Promotrimo integral [sin(v/t) dt. Kod njega nema vidljive kombina-
cije funkcije © njene derivacije. Pokusajmo vidjeti sto bi nam dao jedini moguci
pokusaj supstitucije v ovom integralu: v = \/t, tj. dy = 2%/{ dt. Prema posljednjem

imamo dx = 2v/tdy = 2y dy. Dobili bismo

/sin(\/%) dt = /2ysinydy.

Posljednji integral je rjesiv metodom parcijalne integracije — rijesite ga do kraja!
Zadatak 55 Izracunajte [sin'®tcostdt.

Integriranje racionalnih funkcija

Svaku racionalnu funkciju mogudée je integrirati, pri ¢emu prvo podintegralnu
funkciju pogodno preoblikujemo. Ako je brojnik racionalne funkcije stupnja veéeg
ili jednakog stupnju nazivnika, prvo dijeljenjem polinoma preoblikujemo funkciju u
zbroj polinoma i prave racionalne funkcije (vidi str. . Pritom, prava racionalna
funkcija je racionalna funkcija kojoj brojnik ima manji stupanj od nazivnika.

16Pritom je bitno da je f’ neprekidna na segmentu [a, b].
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Primjer 100 Uzmimo fxgx—jldx Prvo dijelimo

(2t -1) =2

1 ostatak je x te je

dakle

z3 B x? T4
/:c2—1 _?+/x2—1 -

Stoga je pravo pitanje kako integrirati prave racionalne funkcije. Metoda
preoblikovanja takve racionalne funkcije u oblik koji se lako integrira zove se rastav
na parcijalne razlomke. Radi se o zapisu prave racionalne funkcije % kao zbroja
razlomaka koji su iskljucivo jednog od dva oblika:

A Bt+C
(t—c)k" (2 +pt+q)k’

U sluéaju da nazivnik ¢(z) nema kvadratnih faktora bez realnih nulto¢aka potrebni
su samo razlomci prvog tipa, pri ¢emu su izrazi at + b faktori na koje mozemo
faktorizirati q(t).

Najjednostavniji slucaj imamo kad ¢(t) ima to¢no onoliko (razli¢itih) realnih
nultocaka koliki mu je stupanj (u daljnjem éemo stupanj od ¢ oznaciti s n), tj. kad
ima n razli¢itih jednostrukih realnih nultocaka ci, ..., ¢,. U tom slucaju rastav
na parcijalne razlomke bit ¢e oblika

p(t) _ zn: Ai
q(t) —t-a’
gdje su t — ¢; razliciti faktori nazivnika, a treba odrediti konstante A1, ..., A,. One

se odreduju tako da cijelu jednakost pomnozimo s ¢(t), ¢ime dobijemo jednakost
polinoma. Koeficijenti brojnika se onda mogu odrediti iz sustava kojeg dobijemo
koriste¢i ¢injenicu da su dva polinoma jednaka tocno ako im se svi koeficijenti
uz odgovarajuée potencije podudaraju. Alternativno, mozemo redom uvrstiti
nultoékﬂ pojedinih faktora i tako dobiti trazene koeficijente. Postupak je najlakse
opisati primjerom te ¢emo nastaviti s primjerom [100

Primjer 101 Polrebno je 3= rastaviti na parcijalne razlomke. Faktorizirani
oblik nazivnika je (x — 1)(z + 1) te je

r A n B
2-1 z—-1 x+1

17Zapravo, potrebno je uvrstiti onoliko razli¢itih vrijednosti ¢ koliko imamo nepoznanica,
tj. njih n, no najjednostavnije jednadzbe dobivamo uvrstavanjem nultocki od ¢(t).
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Potrebno je odrediti A i B. Pomnozimo li zadnju jednakost s x> — 1 dobivamo
jednakost
r=A(x+1)+ Bz —1).

Jedan nacin da dobijemo A i B je da ju napisemo u obliku x = (A+ B)x + (A — B)
iz cega dobijemo sustav A+ B =1, A— B = 0. Alternativno ¢ posebno u slucaju
samo jednostrukih nultocaka brie je da wvrstimo x = 1 ix = —1 (nultocke od x> —1)
vz =A(x+1)+ B(x —1) c¢ime dobivamo

1=2A4,

—-1=-2B.
x _1( 1 N 1 )
2—-1 2\z—-1 z+1

T 1 1 1 1 1
——dr == de = —(In|z—1|+1 1)) = = In|z?-1]+C.
/x2—1 T 2/<x—1+x+1> x 2(1f1|sc |+1n |z+1]) 2n|ac |+C

StogajeA:B:%i

te je

Pocetni integral iz primjera stoga je jednak

3 2 1
T Tm2—1+C
/x2—1 gt -1+

Nesto tezi slu¢aj imamo ako ¢(t) ima viSestrukih realnih nultocki, tj. ako se
u ¢(z) neki faktor ¢t — ¢; pojavljuje s potencijom k veéom od 1, ali je zbroj svih
kratnosti svih nultocaka n (tj. ¢ nema kvadratnih faktora bez realnih nultoc¢aka).
U tom slucaju svakom takvom faktoru, tj. svakoj visestrukoj nultocki ¢ nazivnika,
ne odgovara jedan, nego k parcijalnih razlomaka

Ay Ay Ak Ay
P T A e &

Dakle, pojedinom faktoru nazivnika odgovara onoliko parcijalnih razlomaka koliki
je eksponent tog faktora (kratnost odgovarajuée nultocke) i nazivnici su redom
potencije tog faktora od 1 do ukljucivo kratnosti nultocke tog faktora. No, i dalje
su brojnici svih parcijalnih razlomaka konstante. .

Primjer 102 Izracunajmo integral

t
/ Gt —32 &

Prui faktor nazivnika je (2t43) i on je potencije 1 pa njemu odgovara jedan parcijalni
razlomak oblika ﬁ. Drugi faktor (t — 3) je potencije 2 pa njemu odgovaraju 2
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parcijalna razlomka s nazivnicima (t — 3) i (t — 3)%. Dakle, pretpostavljamo rastav
podintegralne funkcije na parcijalne razlomke.

t A N B N C
(2t+3)(t—3)2 2t+3 (t—3)2 t-3

Mnozenje s (2t + 3)(t — 3)? daje

t=A(t—3)*+ B(2t+3) + C(t — 3)(2t + 3).

Uvrstimo t = 3 it = —3/2 (nultocke nazivnika polazne funkcije) ¢ dobijemo
3 81
3=9B, —-=—A
) 2 4 )
tj. A= —% i B= % Da bismo odredili C uvrstimo bilo koji treéi t, recimo t = 0:

0=9A4+3B—9C,

iz cega dobivamo C = % Imamo dakle

¢ L or(-22m 13 1j21N L
/(2t—|—3)(t—3)2dt_/(2t~|—3 + (t—3)2+t—3> di =

1 1

1
3(t— 3)

t—3 1

2t+3‘_3(t—3) +C.

1
=——In2 -
57 02t 43|

Primijetimo: Kad god ¢(t) ima ukupno n realnih nultocki kad im brojimo
kratnost, % se rastavlja na ukupno n parcijalnih razlomaka tipa ﬁ. Time se
integriranje svodi na integriranje funkcija oblika (¢ — ¢)~* dz koje je lako integrirati
supstitucijom y =t — c.

U sluéaju da ¢(t) sadrzi i kvadratne faktore 2+ pt+q bez realnih nultocki (dakle,
takve da je p? < 4¢), u rastavu se po analognom principu pojavljuju parcijalni
razlomci oblika %,
a nazivnici potencije kvadratnih faktora bez realnih nultocaka. Pritom, ako je
k > 1, onda se po principu kao kod viSestrukih realnih nultocaka, pojavljuje k
parcijalnih razlomak kojima je brojnik afina funkcija, a nazivnici redom potencije

od 1 do k promatranog kvadratnog faktora.

tj. parcijalni razlomci kojima su brojnici afine funkcije,

Primjer 103 Rastavimo y na parcijalne razlomke. Faktor (z%+1) nema

1
(z2+1)(z—1
realnih nultocaka © pojaviljuje se s potencijom 1 pa mjemu odgovara jedan parcijalni

razlomak oblika ’i@”i? Faktoru (x — 1) kao ranije odgovara parcijalni razlomak

oblika -<5. Dakle:

1 _A:U+B C

(2 4+1)(z—1) x2+1+x—1'
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Mnozenje s (x? + 1)(x — 1) daje
1= (Az+ B)(z — 1)+ C(z% 4+ 1).

Imamo 3 neodredena koeficijenta A, B i C, a samo jednu realnu nultocku nazivnika
(to je 1) pa éemo osim 1 u zadnju jednakost morati uvrstiti jos dva broja, primjerice
04 2. Ako redom wvrstimo x = 0,1,2 u zadnju jednadzbu dobijemo sustav

20=1, -B+C=1, 24+ B+5C=1.

Rjesenje tog sustava je A = —%, B = —%, C= % tj.

1 1(—x—1+ 1 )
(2 +1)(z—1) 2\22+1 2z-1)°

Zadatak 56 Koristeci rastav na parcijalne razlomke iz gornjeg primjera izracunajte

/(x2+1(i)aéx—1)'

exp(z) dz
+ 1)(exp(z) +2)°

1
Zadatak 57 Izracunajte /
o (exp(z)

3.2.3 Parametarski zadane krivulje i parametarsko de-
riviranje

Dosad smo krivulje u ravnini znali opisati iskljuc¢ivo kao grafove realnih funkcija

jedne varijable, dakle eksplicitnom jednadzbom oblika

y = f(x).

Drugi nacin na koji mozemo opisati krivulje u ravniniIE je parametarski: Za razli¢ite
vrijednosti nekog parametra t, koji prolazi nekim intervalom realnih brojeva, ekspli-
citno definiramo koordinate tocaka (x(t), y(t)) koje su na krivulji. To je jednostavno
fizikalno zamisliti ovako: Za svaki trenutak t iz nekog intervala biljezimo apscisu
x(t) i ordinatu y(t) trenutne pozicije materijalne tocke koja se giba po ravnini.

Primjer 104 Putanja tocke koja se giba u koordinatnoj ravnini tako da joj je u
svakom trenutku apscisa jednaka kosinusu tog trenutka (podijeljenog s odabranom
mjernom jedinicom), a ordinata sinusu, je, po definiciji sinusa i kosinusa, jedinicna
kruznica.

Korisno je zapamtiti parametarske jednadzbe kruznica i elipsi:

BDefinicija krivulje u prostoru bit ée dana na str. m
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Slika 3.10: Jedan luk cikloide.

o KruZnica polumjera r sa sredistem (p, ¢) ima parametarske jednadzbe x(t) =
p+rcost, y(t) =q+rsint zat € [0,2m).

o Elipsa s poluosima a (duljina horizontalne poluosi) i b (duljina vertikalne
poluosi) i sredistem u tocki (p,q) ima parametarske jednadzbe z(t) = p +
acost, y(t) = g+ bsint za t € [0, 2m).

Ako gledamo samo luk kruznice ili elipse, onda ¢Ce t prolaziti prikladnim manjim
intervalom.

Primjer 105 Krivulja cikloida je putanja fiksirane tocke na rubu kruznog ,kotaca”

polumgjera a koji se kotrlja po pravcu koji je u ravnini tog ,kotaca® (slika .
Parametarske jednadzbe cikloide su

z(t) = a(t —sint),

y(t) = a (1 — cost),
za t € [0,400).

Neka je jednadzbama x = z(t) i y = y(t) parametarski zadana krivulja u
ravnini koordinatiziranoj Kartezijevim koordinatnom sustavu, gdje je t € I. Sto
tada predstavljaju derivacije #(¢) i y(¢)? U fizikalnoj interpretaciji krivulje kao
trajektorije tocke, u svakom trenutku t brojevi () i ¢(t) predstavljaju iznose
horizontalne odnosno vertikalne komponente brzine u trenutku t. Uredeni par
(z(t),y(t)) stoga predstavlja vektor brzine u tom trenutku (odnosno, vektor brzine je
u tom trenutku @(t) 7 +9(t) j ). Iznos brzine u tom trenutku je \/((¢))% + (9(t))2.
Koeficijent smjera tangente u istoj tocki (a na toj tangenti lezi vektor brzine) je

dy . 9(t)
a(t) )

Primjer 106 Odredimo iznos brzine u proizvoljnoj tocki cikloide. Imamo &(t) =
a(l —cost) i y(t) = asint te je

\/(x(t))2 + ()2 = aV/1 — 2cost + cos? t + sin?t = ay/2 — 2cost.
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Buduéi da kosinus poprima vrijednosti izmedu —1 1 1, vidimo da iznos brzine varira
0d 0 (kad god je cost =1, tj. za t = 2km, a to su tocke za koje je y =0, dakle tocke
cikloide koje su na x-o0si) do 2a (kad god je cost = —1, dakle za t = (2k + 1)m, a to
su tocke za koje je y = 2a, tj. tocke maksimuma,).

Zadatak 58 Pokazite da cikloida zadovoljava diferencijalnu jednadzbu

_2a-—y

N2
(v') ;

Napomenimo da svaki graf funkcije y = f(z) za x iz nekog intervala I mozemo
zapisati u parametarskom obliku: Uzevsi ¢ = x parametarske jednadzbe tog grafa
postaju z(t) =t, y(t) = f(t), t € I.

Primjer 107 JednadZbu parabole y = x%, v € R, moZemo parametarski zapisati
kao
r=t y=t>, teR.

3.3 Tok funkcije

3.3.1 Interpretacija predznaka prve i druge derivacije

Iz opisa derivacije kao koeficijenta smjera tangente lako je zakljuciti da vrijedi (a
naravno, moze se i formalno dokazati):

Teorem 3 (Interpretacija predznaka prve derivacije) Ako funkcija na ne-
kom intervalu ima pozitivnu prvu derivaciju, ona (strogo) raste na tom intervalu,
a ako na nekom intervalu ima negativnu prvu derivaciju, ona (strogo) pada na
tom intervalu. Vrijedi i obrnuto: Rastuce derivabilne funkcije imaju pozitivnu, a
padajuée derivabilne funkcije negativnu prou derivaciju (na intervalu na kojem
rastu, odnosno padaju,).

Primjer 108 Funkcija ¢iji graf je prikazan na slici[3.11] ima pozitivnu prvu deri-
vaciju na intervalima (—oo,a) i (b, +00), a negativnu na intervalu (a,b).

Primjer 109 Dana je funkcija f(x) = z exp(—22). Njena prirodna domena je R.
Odredimo gdje ona raste.

Deriviranjem dobijemo f'(x) = (1 — 22?) exp(—2?). O¢igledno derivacija
takoder postoji u svakoj tocki x € R.

Rjesavanjem nejednadzbe f'(x) > 0 dobit demo interval(e) na kojima f raste:
(1 —222) exp(—2?) > 0 mozemo podijeliti s exp(—x2) (taj je faktor wvijek pozitivan
pa ne utjece na predznak derivacije) te ostaje 1 — 222 > 0. Parabola y = 1 — 22>
je okrenuta prema dolje te je pozitivna izmedu nultocaka :I:%, dakle f raste na

intervalu (— % , %) )
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y = f(z)

Q_________
oOF--

Slika 3.11: Graf funkcije koja dijelom raste, dijelom pada, a i dijelom je
konveksna, dijelom konkavna.

Primjer 110 U primjeru [51) rekli smo da se u kemijskoj kinetici brzina reakcije
definira kao

1 .de

v odt’
gdje je v < O stehiometrijski koeficijent bilo kojeﬂ sudionika reakcije i ¢ njegova
mnozinska koncentracija. U kemijskoj kinetici se stehiometrijski koeficijenti re-
aktanata uzimaju se s negativnim predznakom, a produkta s pozitivnim. Razlog
je taj da u svakom slucaju dobijemo pozitivnu brzinu reakcije: Ako je odabrani
sudionik produkt, njegova c je rastuca funkcija od t, dakle je % >04iv >0 paje
brzina reakcije pozitivna. Ako je pak odabrani sudionik reaktant, onda je ¢ padajuca
funkcija od t pa je % < 0. Uzv <0 vidimo da je i u ovom slucaju brzina reakcije
pozitivna.

Dakle, utvrdivanjem predznaka prve derivacije mozemo odrediti gdje dana
funkcija raste ili pada. Buduéi da je f’(x) nagib tangente u tocki (z, f(x)) grafa
od f ibududi da je f”" = (f'), gornje pravilo znaci da kad je f” pozitivna, nagibi
tangenti rastu, a kad je f” negativna padaju. Pogledamo li sliku vidimo da
prvi sluc¢aj imamo desno od ¢, a drugi lijevo od c¢. Ta nam slika sugerira da je
predznak druge derivacije funkcije povezan sa zakrivljenosti grafa te funkcije.

Situaciju kao na slici lijevo od ¢ nazivamo konkavnoséu, a desno konveks-
noséu. Konveksnost i konkavnost imaju i svoju fizikalnu interprataciju.

19Neovisnost definicije brzine o izboru odabranog sudionika se moze dokazati preko
dosega reakcije, no to nije predmet gradiva matematike.
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s/

Slika 3.12: Ovisnost puta o vremenu za gibanje koje je prvo ubrzano, zatim
jednoliko, pa usporeno.

Primjer 111 Materijalna tocka giba se pravocrtno tijekom 10 sekundi. Prvo se 2
sekunde giba ubrzano, zatim 4 sekunde jednoliko, a dalje usporeno. To znaci da ce
u jednakim vremenskim intervalima unutar prve dvije sekunde prevaljivati sve vece
puteve: As ée biti sve veci pri jednakim At. Primjerice, na slici[3.19 vidi se da je
u prvoj sekundi (At = 1) prijedeni put As ~ 1m, a u drugoj je As ~ 3m: Graf od
s = s(t) je za taj raspon t konveksan.

U jednakim vremenskim intervalima unutar sljedece cetiri sekunde ce prevaljivati
jednake puteve: As cée biti jednak pri jednakim At. Primgjerice, na slici vids
se da je u trecoj sekundi (At = 1) prijedeni put As ~ 0,3m, koliko je i u cetvrtoj
sekundi. Vizualno, graf od s = s(t) je za taj raspon t ravan.

U jednakim vremenskim intervalima unutar zadnje cetiri sekunde ce prevaljivati
sve manje puteve: As e biti sve manji pri jednakim At. Primgerice, na slici[3.19
vidi se da je u sedmoj sekundi (At = 1) prijedeni put As ~ 1m, dok je u osmoj
sekundi As ~ 0,7m: Graf od s = s(t) je za taj raspon t konkavan.

Kao i rast i pad, konveksnost (,udubljenost* grafa) i konkavnost (,izbocenost“
grafa) se definiraju neovisno o pojmu derivacije@ Za mnas je ovdje relevantna veza
predznaka druge derivacije s konveksnosti i konkavnosti: Iz prethodog razmatranja
zakljuc¢ujemo da je funkcija konveksna ako joj je prva derivacija rastucéa, a konkavna
ako joj je prva derivacija padajuca funkcija.

Primjer 112 Pogledajmo opet graf na slici[3.13 i razmislimo o nagibima tangenti.
Za vrijednosti nezavisne varijable x = t/s u rasponu od 0 do 2 vidimo da nagibi

20Formalna definicija glasi: Funkcija f je na intervalu I konveksna odnosno konkavna

ako za svaka dva broja z; < x4 iz tog intervala vrijedi f (‘Tl;””z) < f(ml);f(w?) odnosno
f (a:1+ocz) s [t/ (z2)
2 2 :
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tangenti postaju sve veci kako x raste: ovisnost nagiba tangenti o x je rastuca.
Buduéi da je nagib tangente u svakoj tocki grafa derivabilne funkcije jednak prvoj
derivaciji te funkcije, zakljucujemo da na intervalu [0, 2] derivacija funkcije y = s/m
(brzina) u ovisnosti o x raste. Slicno, za vrijednosti nezavisne varijable x u rasponu
od 6 do 10 vidimo da mnagibi tangenti postaju sve mangi. Stoga zakljucujemo da na
intervalu [6,10] derivacija funkcije y (brzina) u ovisnosti o x pada.

Formalnije iskazano:

Teorem 4 (Veza predznaka druge derivacije i zakrivljenosti grafa) Ako
funkcija na nekom intervalu ima pozitivnu drugu derivaciju, ona je konveksna
na tom intervalu, a ako na nekom intervalu ima negativnu drugu derivaciju, ona
je konkavna na tom intervalu. Vrijedi © obrnuto: konveksne dvaput derivabilne
funkcije imaju pozitivnu, a konkavne dvaput derivabilne funkcije negativnu drugu
derivaciju (na intervalima na kojima su konveksne, odnosno konkavne).

Uocimo da konveksnost i konkavnost nemaju neposredne veze s rastom i padom.
Kao $to vidimo primjerice na slici [3.11] funkcija moze biti konveksna na nekom
intervalu na kojem pada, ali i na intervalu na kojem raste ili pak na intervalu na
kojem prvo pada pa onda raste. Isto tako, funkcija moze biti konkavna na nekom
intervalu na kojem pada, na intervalu na kojem raste, ili na intervalu na kojem
prvo raste pa onda pada.

Primijetimo i da dva teorema iz ovog odjeljka mozemo interpretirati i lokalno:
ako je f’(c) pozitivan (negativan), onda f raste (pada) na nekom intervalu oko ¢,
a ako je f(c) pozitivan (negativan), onda je f konveksna (konkavna) na nekom
intervalu oko c.

3.3.2 Lokalni ekstremi i tocke infleksije

Pogledajmo opet graf na slici[3.11} Na njemu su istaknute tri tocke, one s apscisama
a, bic. Za tocku (a, f(a)) vidimo da ima najvisu poziciju, ali ne za ¢itav graf nego
unutar prikladno uske pruge oko a. Dakle, f(a) > f(z) za sve z iz nekog otvorenog
intervala oko a. Sli¢no, za toc¢ku (b, f(b)) vidimo da ima najnizu poziciju, ali ne za
¢itav graf nego unutar prikladno uske pruge oko b. Dakle, f(b) > f(x) za sve x
iz nekog otvorenog intervala oko b. U ovakvim slucajevima govorimo o lokalnim
ekstremima funkcije:

Definicija 12 (Lokalni ekstremi) Tocka lokalnog maksimuma (odnosno mini-
muma) realne funkcije f je element c iz njene domene D takav da je f(c) > f(x)
(odnosno f(c) < f(x)) za sve x iz presjeka nekog otvorenog intervala koji sadrzi ¢ s
domenom funkcije. Iznos f(c) se u tom slucaju zove lokakni maksimum (odnosno
lokalni minimum) funkcije f.
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Slika 3.13: Primjer funkcije s tri lokalna ekstrema.

Uoc¢imo: Lokalni minimumi i maksimumi su elementi kodomene (tj. ordinate
toc¢aka grafa), dok su tocke lokalnih minimuma i maksimuma elementi domene
(tj. apscise tocaka grafa).

Primjer 113 Funkcija ¢iji je graf prikazan na slici|3.15 ima dvije tocke lokalnog
minimuma i jednu tocku lokalnog maksimuma (to su apscise istaknutih triju tocaka
na grafu).

Temeljem slika[3.11]i[3:13|1ako je uoéiti da su tocke lokalnih ekstrema derivabilne
funkcije elementi njezine domene u kojima dolazi do promjene rasta u pad (tocka
lokalnog maksimuma) ili obrnuto (tocka lokalnog minimuma). Bududéi da za
derivabilne funkcije rast i pad vidimo iz predznaka prve derivacije (teorem [3)),
mozemo zakljuciti:

Propozicija 5 Ako je f: I — R derivabilna i ako u nekom c € I prva derivacija
I mijenja predznak (f'(x) <0 za x iz nekog intervalg {(a,c¢) C I i f'(x) >0 na x
iz nekog intervala (c,b) C I), onda je ¢ tocka lokalnog ekstrema funkcije f.

No, znamo da funkcije ne moraju biti svuda derivabilne. Stoga je za provjeru
je li neka tocka domene tocka lokalnog ekstrema ili ne potrebno detaljnije prouciti
graf u blizini te tocke, odnosno po definiciji provjeriti radi li se o tocki ekstrema ili
ne. To je osobito vazno za tocke domene u kojima se graf razdvaja. Ovo je najlakse
opisati primjerom.

Primjer 114 Graf funkcije f prikazan je slikom[3.14 Vidljivo je da je definirana
na cijelom R, ali nije derivabilna u cetiri tocke: —2, 1y % Pritom je konstatna

272
na intervalu (—2,

_1
3
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—4 -2 —-1/2 | 1/2 5/2

S IR

Slika 3.14: Svi ¢ € [-2, —1/2] su tocke lokalnog minimuma i tocke infleksije
funkcije f, % je tocka lokalnog maksimuna, ali nije tocka infleksije. Ostali
elementi domene nisu tocke lokalnih ekstrema ni tocke infleksije.

Pogledajmo prvo ¢ = % Za a < x < ¢ (gdje je a bilo koji broj izmedu % ic,

primjerice a = 1) je f(x) > f(c)2. No, za ¢ < x < b (gdje je b bilo koji broj veci
od ¢ i mangi od 4, primjerice b = 3) je f(z) < f(c). Dakle, za x € (1,3) imamo i
onih za koje je vrijednost veca i onih za koje je vrijednost manja nego u c: ¢ = %
nije tocka lokalnog ekstrema ove funkcije.

Pogledajmo sad ¢ = % Za a < x < c (gdje je a bilo koji broj izmedu —4 i c,
primjerice a = 0) je f(x) < f(c) =4. S druge strane, za ¢ < x < b (gdje je b bilo
koji broj veéi od ¢ i manji od %, primjerice b = 1) je f(x) < f(c). Dakle, za sve
x € (0,2) je f(x) < f(c), odnosno ¢ = % je tocka lokalnog maksimuma ove funkcije,
a taj maksimum iznosi 4.

Pogledajmo sad tocke —2 i —%. Uocljivo je da je izmedu njih funkcija konstantna,
pa skupa s njima moramo razmatrati bilo koji ¢ € [—2,—1/2] jer svi takvi ¢ daju
isti f(c) = %. Ako je ¢ jedan takav broj, pogledajmo sve xz € (—3,0) (dovoljno
malog otvorenog intervala koji sadrzi [-2,-1/2]). Za sve njih s grafa je vidljivo da je
flx) > f(e) = %. Stoga po definiciji zakljucujemo: Svaki ¢ € [—2,—1/2] in je tocka
lokalnog minimuma ove funkcije, a taj lokalni minimum iznosi %.

Vratimo se ponovno na sliku [3.11] ali ovaj put razmotrimo tocku s apscisom c.
Kao sto se u a i b mijenjao rast u pad odnosno obrnuto, u tocki ¢ funkcija prelazi
iz konkavne u konveksnu. Takve tocke na grafu (tj. njihove apscise) nazivamo
tockama infleksije:

Definicija 13 (Tocka infleksije) Tocka infleksije funkcije f : D — R je element
¢ njezine domene sa svojstvom da je na nekom intervalu {a,c) C D funkcija f
konveksna, a na nekom intervalu (c,b) C D konkavna, ili obrnuto.
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Zbog veze zakrivljenosti grafa (konveksnosti odnosno konkavnosti) sa drugom
derivacijom funkcije (teorem ) vidimo da su za dvaput derivabilne funkcije njihove
tocke infleksije oni elementi domene u kojima dolazi do promjene predznaka druge
derivacije.

Propozicija 6 Ako je f : I — R dvaput derivabilna i ako u nekom ¢ € I druga
derivacija f"” mijenja predznak, tj. ako je c tocka lokalnog ekstrema prve derivacije
f', onda je c tocka lokalnog ekstrema funkcije f.

Primjer 115 Neka je f(x) = x3. Tada je f"(x) = 6x, Sto je ocito pozitivno za
x > 0 7 negativno za x < 0, dakle je 0 tocka infleksije funkcije f.

Kao §to smo vidjeli u primjeru[I11] pitanje konveksnosti i konkavnosti nije samo
geometrijsko. Ovisnost puta o vremenu (kod pravocrtnog gibanja) je konveksna
kad je akceleracija pozitivna, konkavna kad je negativna, a oboje (tj. pravocrtna)
na intervalima na kojima je akceleracija nula.

Primjer 116 Ako graf prikazuje ovisnost puta o vremenu nekog trkaca, taj ée graf
u pravilu do nekog trenutka T biti konveksan, a zatim konkavan: znacenje trenutka
T (tocke infleksije) je ovdje da je to onaj trenutak u kojem se poceo ocitovati umor
trkaca.

Najcesée su tocke infleksije nultocke druge derivacije, no moguée je da tocka
infleksije bude i element domene funkcije u kojem ne postoji prva (ili druga)
derivacija. Takoder, nije svaka nultocka druge derivacije tocka infleksije.

Primjer 117 Uzmimo funkciju f(x) = 2*. Za nju je f'(x) = 423 i f'(z) = 1222
Stoga je 0 nultocka od f", ali znamo da graf od f nema tocke infleksije.

Kao i kod odredivanja lokalnih ekstrema, tako i kod odredivanja tocaka infleksije
posebno treba paziti kad funkcija nije derivabilna.

Primjer 118 Za funkciju ¢iji graf je prikazan na slici % nije tocka infleksije
jer je i malo lijevo i malo desno od nje funkcija konkavna. S druge strane, sve
tocke u segmentu [—2,—1/2] su tocke infleksnije. Naime, za pravce se dogovorno
uzima da su istovremeno konveksni i konkavni, a s grafa vidimo da je lijevo od —2
funkeija konveksna, a desno (do %) konkavna.

Zadatak 59 Koje su tocke lokalnih ekstrema i tocke infleksije funkcije ¢iji graf je
prikazan na slici[3.92

Kako u praksi nalazimo tocke lokalnih ekstrema i tocke infleksije realne funkcije
jedne varijable kojoj je poznato pravilo y = f(z)? Kao sto je vidljivo iz prethodnog,
tocke u kojima prva derivacija postoji i nije nula sigurno nisu tocke lokalnih
ekstrema, a tocke u kojima druga derivacija postoji i nije nula sigurno nisu tocke
infleksije. Stoga zakljucujemo: Ako je f: D — R, onda je c€ D
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o kriticna tocka, tj. moguéa tocka lokalnog ekstrema, ako je f’(c) = 0 ili ako
f'(¢) ne postoji;

« moguca tocka infleksije ako je ¢ kriti¢na tocka od f’, tj. ako je f”(c) =0 ili
ako f”(c) ne postoji.

U slucaju da je f'(c¢) = 0 kazemo da je ¢ stacionarna tocka funkcije f. Bududi da
je f'(c) koeficijent smjera tangente na graf od f u tocki s apscisom ¢, slijedi da su
stacionarne tocke funkcije one u kojima je tangenta na njezin graf horizontalna.
Prvo primijetimo da niti kriticne tocke funkcije ne moraju biti tocke lokalnih
ekstrema, niti kriti¢ne tocke njene derivacije ne moraju biti tocke infleksije.

Primjer 119 Ako je f(x) = 23, onda je O kriticna, stovise stacionarna, tocka
funkcije f, ali nije njena tocka lokalnog ekstrema.

Ako je f(x) = z*, onda je 0 kriticna, $tovise stacionarna, tocka derivacije f’,
ali nije tocka infleksije funkcije f.

Dakle, prvi korak u odredivanju lokalnih ekstrema je nalazenje kriti¢nih tocaka
funkcije, a prvi korak u odredivanju tocaka infleksije je nalazenje kriti¢nih tocaka
njene derivacije. Nakon tog je potrebno provjeriti radi li se o tockama ekstrema
odnosno infleksije. Za sve funkcije koje se pojavljuju u primjenama to je izvedivo
provjerama promjena predznaka prve odnosno druge derivacije, kako bismo utvrdili
dolazi li u razmatranoj tocki do promjene rasta u pad ili obrnuto, odnosno promjene
konvesknosti u konkavnost ili obrnuto, uz odvojeno razmatranje kriti¢nih tocaka u
kojima graf ,puca“ (kao u primjeru i zavtorenih rubova pojedinih intervala od
kojih se sastoji domena. Pritom redovno koristimo sljedecu ¢injenicu: Elementarna
funkcija na danom intervalu ne moze promijeniti predznak osim u nultoéki@

Primjer 120 Ovwaj primjer preuzet je sa stranice [3]. Dana je funkcija

fla) =z {/(6— )

Odredimo njene intervale rasta i pada te konveksnoti ¢ konkavnosti i njene tocke
lokalnih ekstrema i tocke infleksije.

Nasa funkcija je elementarna, Stovise algebarska. Prirodna domena joj je R.
Derivirajmo ju dvaput:

P = g @)= o

Kriticne tocke funkcije f su x1 =6 (jer tu derivacija ne postoji) i stacionarna
tocka o = %. Kritiéne tocke od f' su x1 (jer tu druga derivacija, namvno ne

postoji) i x3 = %, koja je stacionarna tocka od f’.

21To svojstvo opéenito imaju sve neprekidne, ne samo elementarne funkcije.
22Q¢igledno je da ako u tocki domene ne postoji prva derivacija, tu ne moze postojati ni
druga.
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Kriticne tocke od f dijele domenu na tri intervala: lijevo od xo, izmedu T2
i x1 te desno od x1. Na svakom od njih je f' elementarna funkcija pa ne moZe
promijeniti predznak. Stoga je dovoljno wvrstiti po jednu tocku iz tih intervala da
utvrdimo predznak od f'. Uvrstimo li redom, primgjerice, 0, 5 i 10 vidimo da je f'
pozitivna na prvom i trecem intervalu, a negativna izmedu, dakle funkcija f raste
pa pada pa raste, odnosno xo je tocka lokalnog maksimuma, a x1 tocka lokalnog
mibimuma funkcije f.

Kriticne tocke od f' dijele domenu na tri intervala: lijevo od x1, izmedu x1 i x3
te desno od x3. Za provjeru predznaka sad bismo mogli s f" postupiti kao malocas
s f', no u ovom slucaju provjera predznaka je jednostavnija ako pogledamo formulu
of f"". Naime, nazivnik od f" ne moZe biti negativan pa je predznak od f"(z) isti
kao predznak od 10x — 72. To je rastucéa afina funkcija pa je pozitivna desno od
svoje nultocke x3, a negativna lijevo. Dakle, f" je pozitivna za x > x3, a negativna
svuda (osim u 1) za x < x1. Dakle, f" ne mijenja predznak uw x1, ali mijenja u 3
te je xs tocka infleksije funkcije f.

Ovaj postupak prakticno je sazeti u tablicu temeljem koje je lako skicirati i graf
funkcije f:

’ T ‘ ) A T3 ‘
flw) | — 0 T + + o+ +
f(x) S lok.maks. N\, lok.min. SN SN
f(x) | konk.  konk.  konk. konk. konk. t.i. konwv.
fllx) |+ 0 - * + 4+ o+
Pl - - -« -0 %

Primjer 121 Neka je f : [0,(— R, f(z) = z exp(z). Tada je f'(x) = (z +
1) exp(x) te f nema stacionarnih tocaka (—1 nije u domeni). Stoga je jedina
kriticna tocka funkcije f tocka ¢ =0. Je li 0 tocka lokalnog ekstrema? Pogledajmo
predznak f'(x) na (0,5). Za 0 <z <5 jex+1>0iexp(z) >0, dakle f'(x) >0,
tj. f raste desno od 0, a lijevo nije definirana. Stoga je 0 tocka lokalnog minimuma
od f. Slicno se vidi i da je f konveksna na cijeloj domeni.

Zadatak 60 Odredite lokalne ekstreme 1 tocke infleksije funkcije zadane po dijelo-
vima s

= (2% — z?), —-2<zr<l,
f(z) =4 log(8z +2—2?), 1<x<2,
T r>3

Za mnoge rutinske situacije u kojima trazimo samo tocke lokalnih ekstrema
dvaput derivabilnih funkcija postupak se moze pojednostaviti. Naime, kako je
vidljivo primjerice sa slike [3.13] u tocki lokalnog maksimuma dvaput derivabilne
funkcije prva derivacija je nula (tangenta je horizontalna), a druga negativna
(funkcija je konkavna). Sli¢no, u tocki lokalnog minimuma dvaput derivabilne
funkcije prva derivacija je nula (tangenta je horizontalna), a druga pozitivna
(funkcija je konveksna). To nam daje sljedeéi teorem:
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Y y=f(z)

Slika 3.15: Tlustracija uz primjer [122]

Teorem 5 Neka je ¢ element domene realne funkcije f jedne varijable koja je
dvaput derivabilna na nekom intervalu oko c. Ako je f'(¢) =0 i f"(c) >0, onda
je ¢ tocka lokalnog minimuma funkcije f. Ako je f'(¢) =014 f"(¢) <0, onda je ¢
tocka lokalnog maksimuma funkcije f.

Primjer 122 Primjenom gornjeg pravila odredimo lokalne ekstreme funkcije f :
R-R, f(z)=a2®—2? —2— 1.

Buduéi da se radi o polinomu na njegovoj prirodnoj domeni, funkcija je dvaput
derivabilna svuda 1 jedini kandidati za tocke lokalnih ekstrema su njezine stacionarne
tocke. Buduéi da je f'(x) = 3x? — 2z — 1, stacionarne tocke su 1 =1 i x9 = —%.
Druga derivacija te funkcije je f"(x) = 6x—2. Uvrstimo zy ixo u f: f"(1) =4 >0
i f"(—1/3) = —4 < 0. Stoga je 1 tocka lokalnog minimuma, a —% tocka lokalnog
maksimuma.

Dakle, f : R = R, f(z) = 2® — 2% — 2 — § ima lokalni minimum f(1) = —3 i
lokalni maksimum f (—%) = —g—i. Odgovarajuci graf prikazan je slikom|3.15

U prethodnom primjeru, lokalni minimum je bio (o¢ekivano) manji od lokalnog
maksimuma, no to ne mora uvijek vrijediti.

22

Primjer 123 Neka je f(z) = -=5. Jedine kriticne tocke te funkcije su njezine
stacionarne tocke x1 = 0 i x9 = 2 (sami provjerite). Lako se provjeri da je
(1) <04 f"(x9) > 0, dakle je x1 tocka lokalnog maksimuma, a xo tocka lokalnog
minimuma. No, f(x1) =0 < 4 = f(x2).

Vidimo da je postupak odredivanja lokalnih ekstrema na temelju teorema
lako zapamtiti, a u pravilu je i efikasno provediv. No, podsje¢amo da taj postupak
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nije primjenjiv ako je c¢ kriticna tocka funkcije f koja je ujedno kriti¢na tocka od
1 (tj. kad f’(c) ne postoji), a ne daje odluku ako je f'(c) = f"(c) = 0.

Za kraj ovog odjeljka, rijeSimo dva primijenjena primjera, koji ¢e nam ujedno
posluziti kao uvod u temu globalnih ekstrema.

Primjer 124 U statistickoj termodinamici i kinetickoj teoriji plinova se vjero-
jatnost da se cestica krece brzinom iznosa v > 0 opisuje formulom Mazwell-
Boltzmannove funkcije gustoce vjerojatnosti.

fus(v) = 47r( m )3/2’()2€Xp (_mv2> :

2rkT 2kT

Tu je m masa razmatrane cestice, T je temperatura, a k > 0 je Boltzmannova
konstanta.

Cesto se u zadacima postavlja pitanje poput sljedeceg: Koja je najvjerojatnija
brzina dusikove molekule pri temperaturi 20°C¢ Takva formulacija pitanja nije
matematicki korektna. Naime, kad se opisuje vjerojatnost da neko opaZanje poprimi
odredenu vrijednost koja moZze biti bilo koja unutar nekog intervala realnih brojeva,
onda je vjerojatnost opazZanja bilo kojeg konkretnog pojedinacnog iznosa uvijek
jednaka 0. Takoder, iznos funkcije gustoce vjerojatnosti u pojedinoj tocki nije
vjerojatnost dogadaja: fup(v) nije vjerojatnost da se cestica krede brzinom v. U
ovakvim slucajevima se vjerojantosti racunaju integriranjem funkcije gustoce (vidi
odjeljak.

Ono sto osoba koja je postavila pitanje tipa ,Koja je najvjerojatnija brzina
odredene cestice pri odredenoj temperaturi® zapravo Zeli pitati je: Koja je tocka
maksimuma v* funkcije fup za zadanim i T?

Oznacimo A = 4r (27r”,;”T)3/2
oblik

, B = g7 Sad nasa funkcija ima pregledniji

fus(v) = Av? exp(—Bv?), ©v>0
te je
fap () = 24Avexp(—Bv?)(1 — Bv?), v >0.
Kriticne tocke su 0 (zatvoreni rub domene) i stacionarna tocka v = —}-\/%. Za

v izmedu 0 i vy je f{p(v) >0, a za v > v je fyg(v) <0 pa je v =v; =
tocka lokalnog maksimuma od fyp. No, ona je ujedno i tocka globalnog maksimuma
jer je fmp definirana na jednom intervalu i svuda lijevo od nje raste, a desno pada.

Graf funkcije fup moZete vidjeti na slici[3.16,

2RT
M

Primjer 125 Lennard-Jonesov potencijal opisuje ovisnost potencijalne energije V
dviju nenabijenih cestica o njihovoj udaljenosti r > 0:

K . (Tmin>12 _9 (Tmin>6
e\ r r "
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v/(m/s)

|
|
2RT
M

Slika 3.16: Graf Maxwell-Boltzmannove funkcije gustoce vjerojatnosti.

Uz supstituciju

\% r
Yy=— 2=
€ T'min

fomula Lennard-Jonesovog potencijala svodi se na

1 2

¥y="13

x 26’

Tu formulu ne gledamo na njenoj prirodnoj domeni R\ {0}, nego samo na za ovaj
primjer prikladnoj domeni (0, 00). Derivirajmo y:
12 12 25 —1

y/z—ﬁﬁ-?:lQ'?.
Vidimo da je y' definirana svuda gdje iy, dakle su jedine kriticne tocke stacionarne
tocke. Jedina stacionarna tocka je xo = 1 (§to odgovara iznosu r = ryin). Iz
formule za y' odmah vidimo da jey' >0 za x > xo, ay <0 2a 0 < x < x0, dakle
je tocka 1 tocka lokalnog minimuma.

No, saznali smo i vise: Funkcija na cijeloj domeni koja se sastoji od samo
jednog intervala lijevo od 1 pada, a desno raste, pa zakljucujemo da se ujedno radsi
o tocki s najmanjom mogucéom vrijednosti funkcije na citavoj domeni, a ne samo
lokalno. Bududi da je y(1) = —1, vidimo da je za 1 = ryin iznos Lennard-Jonesovog
potencijala V = —¢, dakle je € suprotna vrijednost dubine tzv. potencijalnog bunara

(vidi sliku[3.17).

3.3.3 Globalni ekstremi

U primjeru [125] imali smo situaciju da je lokalni minimum bio manji od svih ostalih
vrijednosti funkcije, na cijeloj njezinoj domeni. Sli¢no je u primjeru postojao
samo jedan lokalni maksimum i on je bio veéi od svih ostalih vrijednosti funkcije.
U takvim situacijama govorimo o globobalnom (ili apsolutnom) minimumu funkcije.
Preciznije:
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V/e

T/rmin

e s

Slika 3.17: Graf Lennard-Jonesovog potencijala.

Definicija 14 (Globalni ekstremi) Tocka globalnog maksimuma (odnosno minimuma)
realne funkcije f jedne varijable je element c iz njene domene D takav da je

f(e) > f(x) (odnosno f(c) < f(x)) za sve z € D. Iznos f(c) se u tom slucaju zove
globalni maksimum (odnosno minimum) funkcije f.

Globalni ekstremi, kao uostalom ni lokalni, ne moraju postojati.

Primjer 126 Funkcija ¢iji je graf prikazan na slici[3.13 ima dvije tocke lokalnog
minimuma, od kojih je jedna ujedno tocka globalnog minimuma. Ta funkcije ne
postize globalni maksimum iako ima jednu tocku lokalnog maksimuma.

Geometrijski, tocka globalnog maksimuma (odnosno minimuma) je apscisa
najviSe (odnosno najnize) tocke na ¢itavom grafu. Funkcija moze imati vise
tocaka globalnih maksimuma (ili minimuma), no svi globalni maksimumi (odnosno
minimumi) moraju imati isti iznos. Dakle, globalni maksimum odnosno globalni
minimum funkcije je (ako postoji) jedinstven, ali tocka globalnog maksimuma
odnosno globalnog minimuma ne mora biti jedinstvena.

Primjer 127 Svi brojevi ¢ = 2kw (k € Z) su tocke globalnog maksimuma funkcije
kosinus. U svima njima kosinus postize globalni maksimum cos(2km) = 1.

Prva $to bismo mogli pomisliti je da globalni maksimum (ili minimum) mozemo
odrediti tako da medu tockama lokalnih maksimuma (minimuma) odaberemo onu u
kojoj funkcija postize najveéu (najmanju) vrijednost. No, ¢ak i kad postoje lokalni
ekstremi, ne znaci da je neki od njih globalan. Takoder, mnogi ¢e pomisliti da ako
imamo samo jednu tocku lokalnog ekstrema da se radi o tocki globalnog ekstrema.
Oba takva zaklju¢ivanje nisu ispravna.



120 POGLAVLJE 3. INFINITEZIMALNI RACUN

tocke lokalnih ekstrema, mo sa slike je vidljivo da jedini lokalni maksimum nije
globalni maksimum jer funkcija poprima proizvoljno velike vrijednosti za wvelike
vrijednosti varijable x. Isto tako, jedini lokalni minimum nije globalni minimum
jer funkcija poprima proizvolino male vrijednosti za male vrijednosti varijable x.

Primjer 129 U fizici i fizikalnoj kemiji se u svrhu odredivanja ravnoteinog stanja
Cesto trebaju odrediti (globalni) minimumi funkcija koje predstavljaju razlicite vrste
energije. Primjerice, odredimo kada cée Gibbsova energija G smjese dvaju enanti-
omera biti najmanja, ako je poznato da joj je ovisnost o mnozinskoj koncentraciji c
jednog od njih opisana formulom

c RT (co—c) co—c>
=G° Tel 1
G=G+RTc 1qmol/L+ mol/L 1Q(mol/L

pri sve oznake osim G i ¢ predstavljaju pozitivne konstante.
Stavimo x = mo‘i/L, To = mgf/L ig(x) = % pa funkcija poprima oblik

g(x)=a+bxlnx+b(xg— z)In(xg — ),

s konstantnim a,b > 0. Prirodna domena te funkcije je (0,x¢) i ona je ujedno i
domena u danom kontekstu (ocito je 0 < ¢ < ¢y u formuli od G). Deriviranjem

dobijemo
() = bln .
g (z) 0

Ta je derivacija definirana svuda gdje i g, pa su jedine kriticne tocke funkcije g
njezine stacionarne tocke. Derivacija ¢'(x) je 0 kad je xox_x =1, dakle je jedina
stacionarna tocka x* = . Za x < z* je ¢'(x) <0, a za x > x* je ¢'(x) > 0, dakle
g je definirana na intervalu ¢ pada za x < x*,a raste za x > x*. Zakljucujemo
da je x* tocka globalnog minimuma funkcije g, odnosno Gibbsova energija G je

minimalna kad je ¢ = % i iznosi G(z*) = G° 4+ RTcyIn 2509 m

Opcenito, za odredivanje globalnih ekstrema potrebno je ispitati cijeli tok
funkcije, posebno intervale rasta i pada te asimptote.

Jednu situacija kad nije tesko odrediti globalne ekstreme je situacija kao u
primjeru Ako je domena funkcije f samo jedan interval i ako funkcija unutar
tog intervala u samo jednoj kriti¢noj tocki mijenja rast u pad ili pad u rast (ima
samo jednu tocku lokalnog ekstrema), radi se o tocki globalnog ekstrema.

Osim takvog slucaja postoji jos jedan, u primjenama vrlo Cest, slucaj za
koji postoji ,SablonskiE™E™ postupak za odredivanje globalnih ekstrema. Taj
postupak se oslanja na sljedeéi teorem:

23Smisao konstante ¢y je da je to zbroj koncentracija spomenutih enantiomera, dakle se
minimum postize kad jedan od njih ima pola ukupne koncentracije sto znaci da toliko ima
i drugi, tj. G je minimalna ako su koncentracije oba enantiomera jednake.
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Teorem 6 (Bolzano-Weierstrafl) Ako je f : [a,b] = R neprekz’dnﬂ onda f
postize 1 globalni minimum m i globalni maksimum M i sve meduvrijednosti izmedu
njih, tj. slika joj je segment [m, M].

Buduéi da smo zbog Bolzano-Weierstrafiovog teorema sigurni da neprekidna
funkcija na segmentu postize oba globalna ekstrema, a ocito je svaki globalni ekstrem
ujedno i lokalni, zaklju¢ujemo: Za odredivanje globalnih ekstrema neprekidne
funkcije f : [a,b] — R dovoljno je odrediti sve njene kriti¢ne tocke u segmentu |a, b]
i usporediti vrijednosti funkcije f u njima. Sve elementarne funkcije zadane na
segmentu su neprekidne pa je navedeni postupak specijalno primjenjiv na njih.

Primjer 130 Neka je f : [0,2] — R zadana s f(z) = 2® —2? — z — 5. Tada je
f'(z) = 322 — 2z — 1 te su stacionarne tocke rjesenja jednadzbe 3x? — 2x —1 =0
koja se nalaze u intervalu (0,2). Rjesavanjem te jednadzbe dobijemo x1 =1 € (0, 2)
129 = f% (0,2). Stoga je jedina stacionarna tocka ove funkcije x1 = 1.
Nadalje, funkcija je polinom 3. stupnja. Stoga nema tocaka u kojima nije
derivabilna unutar intervala (0,2). No, kako smo vidjeli na str. f nije derivabilna
w 0 7 2. Dakle, kriticne tocko od f su 0, 1 ¢ 2. Funkcija je elementarna, pa se na
nju moze primijeniti Bolzano-Weierstraffov teorem. Zakljucujemo da je bar jedna
od njenih kriticnih tocaka tocka globalnog minimuma © bar jedna je tocka globalnog

maksimuma. Uvrstimo sve kriticne tocke u f:

f(0)=05, f(1)=-15, f(2)=15.

Vidimo da najmanju vrijednost —1,5 funkcija postize u 1 te joj je 1 tocka globalnog
mimimuma, a najveca je vrijednost 1,5 u 2 te joj je to tocka globalnog maksimuma.

Odgovarajudi graf vidljiv je na slici[3.18

Zadatak 61 Odredite lokalne i globalne ekstreme funkcije iz prethodnog primjera,
ali na njezinoj prirodnoj domeni.

Primijetimo da nam i ovaj primjer ponovno pokazuje da nam funkciju ne ¢ini
samo pravilo, veé¢ i njena domena (i kodomena) —za dvije razli¢ite domene uz isto
pravilo jednom smo imali funkciju bez globalnih ekstrema, a drugi put s globalnim
ekstremima.

Zadatak 62 U ovisnosti o a > 0 odredite globalne ekstreme funkcije f : [0,a] — R,
f(x) = (x +5)? * exp(—1/(x — 5)?).

U vedini primjena od interesa su prvenstveno globalni ekstremi. Primjerice,
sad smo konacno u stanju odgovoriti na predzadnje jos otvoreno pitanje iz naseg
motivacijskog primjera

24Precizno éemo to definirati u odjeljku m zasad uzimamo: Ako je funkcija zadana
na segmentu ili opéenitije samo jednom intervalu, ona je neprekidna ako joj se graf moze
nacrtati u jednom potezu, bez podizanja olovke s papira.
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I y=f(z)

Slika 3.18: Tustracija uz primjer [130]

Primjer 131 U primjeru|[67 vidjeli smo da je za primjer[{§ funkcija brzine dana
s
m m , m
v(t) = —0,100 =3 #5 4 3,00 =12 + 35 .
s s s

Pritom je traZeno da se odredi maksimalna brzina rakete tijekom prvih 30 sekundi,
dakle globalni maksimum funkcije v = v(t) na domeni [0,30s]. Supstituiramo li
T = é 1y = mL/S u gornu formulu dobit cemo isti zadak u preglednijem obliku:
Treba odrediti maksumum funkcije y = —%x?’ + 322 4 35 na [0,30]. Radi se o
polinomu, dakle neprekidnoj funkciji pa je primjenjiv opisani postupak. Kriticne
tocke su 0 i 30 jer tu funkcija nije derivabilna, te stacionarne tocke unutar intervala
(0,30): ¢ = —%xQ + 6x je 0 za x = 0 (nije stacionarna tocka jer tamo derivacija
ne postoji) i x = 20. Dakle, imamo tri kriticne tocke: 0, 20 i 30. U njima y
redom poprima vrijednosti 35, 435 1 35. Dakle, maksimalna brzina je postignuta u
20. sekundi i iznosi 435 m/s.

Primjer 132 U termodinamici se moze razmatrati tzv. dvofazna reverzibilna adi-
jabatska kompresija idealnog plina. Poznato je da je tada iznos pV7 konstantan,
gdje je v € (0,1) konstanta. Rad pri takvom procesu opisan je formulom

(v=1)/~ (v=1)/v
W=nRT—"— <p> +(p2) _2].
vy—1\\m P

Pritom su py i pa pocetni odnosno konacni tlak (buduci da se radi o kompresiji je
p2 < p1), an, RiT su pozitivne konstante. Pri kojem je tlaku rad minimalan?
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Uza=nRT >0,g= 77_1 < 0 formula poprima pregledniji oblik
a (p? _
W(p) = - < +pip 9 — 2) :
(p) g g tpep

Domena funkcije W je interval [pa2,p1]. Deriviranjem dobijemo

dW a pI~t g
=<g 7 —gpip? 1)-

dp g 1

Jedina stacionarna tocka funkcije W je geometrijska sredina@ pocetnog i konacnog
tlaka

p* = +\/p1p2-

Uz to, kriticne tocke su i rubovi domene, dakle p1 i pa. lako bismo sad mogli vvrstiti
p1, p2 t p* u W, zakljucivanje gdje je W najmangi bi u ovom slucaju bilo relativno
komplicirano jer su iznosi svih konstanti neodredeni. Stoga je ovdje jednostavnije
primijeniti veé ranije opisanu mogucnost zakljucivanja o globalnim ekstremima za
elementarne funkcije kojima je domena interval: Za p < p* je % negativan, a za

p > p* pozitivan, pa je p* tocka globalnog minimuma od W.

3.3.4 Asimptote grafova

Da bismo mogli kvalitetno skicirati graf realne funkcije jedne varijable y = f(x),
veé¢ smo vidjeli neke osnovne korake:

1. Odredivanje prirodne domene funkcije, ako domena nije eksplicitno zadana i
odredivanje sjecista grafa s koordinatnim osima (uvrstavanje 0 u funkciju
ako je 0 u domeni za sjeciSte s osi ordinata i rjeSavanje jednadzbe f(z) =0,
ako je ista rjesiva elementarnim metodama, za sjecista grafa s osi apscisa),
vidi str.

2. Ispitivanje rasta, pada i lokalnih ekstrema te konveksnosti, konkavnosti i
tocaka infleksije (odjeljci i[3.3.2)).

No, gornje dvije tocke nisu dovoljne za odredivanje svih bitnih karakteristika grafa
funkcije.

Primjer 133 Usporedimo funkcije f(z) = x% —1ig(x) = —In(x?). Objema je
prirodna domena R\ {0}, objema su sjecista s osi apscisa £1, obje imaju prou
derivaciju pozitivnu za negativne brojeve i obrnuto, tj. obje rastu za x < 0 i padaju
za x > 0 te nemaju lokalnih ekstrema, obje na cijeloj domeni imaju pozitivnu drugu
derivaciju, dakle su svud konveksne te nemaju tocaka infleksije. No, njihovi grafovi
su bitno razliciti, kako je vidljivo na slici[3.19: Dok funkcija f nigdje ne poprima
vrijednost —1 niti mangu, funkcija g poprima sve negativne vrijednosti.

25 Aritmeticka sredina dva broja definira se kao pola njihovog zbroja, a geometrijska (ako
postoji) kao drugi korijen njihova umnoska.
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Slika 3.19: Grafovi funkcija f(z) = 5 — 11 g(z) = —In(a?).

Iz prethodnog primjera je vidljivo da za potpuno odredivanje toka funkcije
treba odrediti i asimptote. Horizontalne i vertikalne asimptote veé¢ smo opisali
u odjeljku o racionalnim funkcijama, a sad ¢emo uvesti i pojam kose asimptote:
Za funkciju y = f(x) kazemo da je pravac y = kx + £ (s k # 0) njezina kosa
asimptota ako Sto je x veéi (ili manji), to je f(x) — kz blizi iznosu ¢, tj. ako je
y = ¢ horizontalna asimptota funkcije g(z) = f(z) — kx. Primjerice, racionalne
funkcije kojima je stupanj brojnika za 1 ve¢i od stupnja brojnika imaju (obostrane)
kose asimptote.

Primjer 134 Promotrimo funkciju f(x) = "”;jf)l =5+z+ %. Ako je x jako
velik ili mali, onda je f—i ~ 0 pa je f(x) —x = 5, tj. ova funkcija ima pravac

y =x+5 kao kosu asimptotu, Sto je ilustrirano slikom [3.20,

Opcenito, zbog jednoznac¢nosti pridruzivanja u funkcijama, realne funkcije jedne
varijable imaju najvise dvije kose ili horizontalne asimptote, jednu lijevo, drugu
desno. Takoder, ako na jednoj strani imaj horizontalnu asimptotu, na toj strani ne
mogu imati kosu i obrnuto.

Kako je vidljivo iz opisa smisla horizontalnih, vertikalnih i kosih asimptota, u
svim slucajevima imamo opise koji po dvaput sadrze izraze tipa

sto je varijabla (nezavisna ili zavisna) bliza nekom Q,

pri ¢emu je © nekad realan broj, a nekad —oo ili —oco. Pritom, varijabla postaje
sve bliza +o00 znaci da postaje proizvoljno velika, a varijabla postaje sve bliza —oo
znaci da postaje proizvoljno mala: Ma kako velik ili mali broj zamislili, varijabla ¢e
poprimiti i vrijednosti veée odnosno manje od njega. Takoder, varijabla postaje sve
bliza broju ¢ znac¢i da mu prilazi proizvoljno blizu, tj. ma koliko malu udaljenost
od ¢ zamislili ima vrijednosti te varijable koje su na manjoj udaljenosti od ¢, pri
¢emu se sama vrijednost ¢ ne mora posti¢i. Takve recenice zapisujemo simbolicki
koristedi simbol — © koji se ¢ita ,tezi u O«
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Slika 3.20: Primjer funkcije (f(x) = “”f;:,)l) s kosom asimptotom (y = = + 5).

Primjer 135 Oznaka x — 5 cita se ,x tezi u 5% a znaci da x prilazi proizvoljno
blizu 5, tj. da poprima sve vrijednosti iz nekog otvorenog intervala I takvog da je
5 € I, osim eventualno iznosa tocno 5.

Oznaka y — —oo dita se ,y tezi u minus beskonacno®, a znaci da iznosi y
postaju proizvoljno mali.

Pritom, kad z — ¢ € R mozemo se ograniciti da = tezi u ¢ samo s jedne strane:
samo po brojevima veéim (z tezi zdesna u ¢, simbolicki x — ¢+) ili samo po
brojevima manjim od ¢ (x tezi slijeva u ¢, simbolicki x — ¢—).

Sad mozemo kraée zapisati definicije triju vrsta asimptota:

o Pravac x = c¢ je vertikalna asimptota funkcije f ako f(z) — +o0 ili f(z) —
—oo kad = — ¢ s bar jedne strane.

o Pravac y = L je horizontalna asimptota funkcije f ako f(z) — L kad
x — o0 ili kad x — —oc.

o Pravac y = kx + ¢ je kosa asimptota ako k # 01 f(x) —kx — £ kad © — +o0
ili kad z — —o0.

Vidimo dakle da za ispitivanje asimptota funkcije moramo biti u stanju provjeriti
kako se ponasaju iznosi f(x) kad z — ¢ € R iz — +oo. To se radi pomocu limesa
funkcija.

Pritom, limesi funkcija u beskonacnosti su oni koji se tic¢u situacija kad x — 400
i(li) x — —oo 1 zelim opisati kako se tada ponasaju vrijednosti f(z). Takvi limesi
oznacavaju se s

lim f(x) odnosno  lim f(z).

T—+00 T——00
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Pritom, takav limes je jednak nekom realnom broju L ako kad z — +o0 (odnosno
x — —o0) vrijedi da f(x) — L. Tada kazemo da limes od f(x) kad z tezi u plus
odnosno minus beskonac¢nost postoji i piSemo:

lim f(z)=L odnosno lim f(z)=L.
T—r+00 T—>—00

Uoc¢imo da buduéi da zelimo f(x) ~ L, to znaci da ¢emo poziciju tog L vidjeti na

osi ordinata. Primijetimo da prvi od gornja dva limesa ima smisla traziti samo

ako domena od f sadrzi proizvoljno velike x, a drugi samo ako domena sadrzi

proizvoljno male x.

Primjer 136 Nema smisla racunati limy_, o Inx n¢ limg_y o0 arcsin z.

Dakle, funkcije koje nisu definirane do +0o0 nemaju ni desnu horizontalnu ni
desnu kosu asimptotu, a funkcije koje nisu definirane do —oco nemaju ni lijevu
horizontalnu ni desnu lijevu asimptotu. Ako ispitivanje horizontalnih i kosih
asimptota dane funkcije ima smisla na obje strane, treba ga obaviti odvojeno jer
nije nuzno da asimptota na lijevoj strani bude jednaka onoj na desnoj strani, stovise
moguce je da funkcija— primjerice eksponencijalna— na jednoj strani ima, a na
drugoj nema horizontalnu ili kosu asimptotu.

Dakle, iz perspektive toka funkcije limesi u beskonac¢nosti su nam potrebni za
ispitivanje horizontalnih i kosih asimptota. Budué¢i da smo pojam kose asimptote
sveli na pojam horizontalne, dovoljno je re¢i kakav treba biti limes u beskonacnosti
funkcije za postojanje horizontalne asimptote:

Propozicija 7 Pravac y = L je horizontalna asimptota (lijevo ili desno) funkcije
f ako i samo ako je limgo—oo f(x) = L ili limgporoo f(x) = L .

Primjer 137 Funkcija y = % ima obostranu horizontalnu asimptotu y = 0, tj. vri-
jedi limz_&oo% = 0. Slicno, limy_, 4o exp(—z) = 0, ali lim,—,_ o exp(—x) nije
realan broj (ne postoji).

Primjer 138 Za funkciju f iz primjera vrijedi lim,_, 1o f(z) = —1, dok za
funkciju g ta dva limesa ne postoje.

Primjer 139 Izracunajmo limes limg 4o Sigx. Znamo da iznosi sinx variraju
izmedu —1 1 1. Kad ih dijelimo sa sve vecim ili sve manjim brojevima dobivat éemo
iznose sve blize 0. Dakle,

sin x

lim =0,
r—+oo I
§to ujedno znaci da graf funkcije f(x) = % ima x-0s kao obostranu horizontalnu

astmptotu.
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Ako za funkciju utvrdimo da lijevo ili desno nema horizontalnu asimptotu, a
postoji moguénost kose, u sljede¢em koraku bismo trebali provjeriti da je limes od
f(z) — k z jednak nekom realnom broju l. No, problem je $to ne znamo iznos k # 0
pa prvo treba odrediti k. Buduéi da zelimo da kad x — +oo (ili kad x — —o0)
vrijedi f(z) — kxz — ¢, dijeljenjem s x koji ovdje ocito nije 0, vidimo da zapravo

zelimo da '
fo)
T T

Za r — Fo0 ocito % — 0, neovisno o konkretnom iznosu ¢ € R, dakle dobivamo
uvjet

lim M:lfe[R

r—+oco I

za koeficijent smjera desne kose asimptote i analogno za lijevu. Zakljuc¢ujemo:

Propozicija 8 Graf funkcije f ima desnu odnosno lijevu kosu asimptotuy = kx+£
tocno ako vrijedi

lim @:k‘#o,ke[& ll)rf fle)—kx=/4€eR

r——+o00
odnosno
o fl) . _
lim —=k#0,ke€R, lim f(z)—kx=¢cR
r——00 I T——00

Za racunanje limesa u beskonacnosti korisno je uociti da Vrijedi@

lim C=C,  lm — =0 (a>0),

T—4o00 r—+oo ¢

lim a"=0 (0<a<l1), lim a*=0 (a>1).

T—+00 T—r—00

Limesom funkcije u beskonacnosti definira se i broj e:

1 xr
lim (1 + ) =e.
r—+o0 x

Vise o tehnici racunanja limesa u beskonac¢nosti re¢i ¢emo u sljede¢em odjeljku,
a ovdje samo dajmo jedan jednostavni primjer na kojem se jasno vidi postupak
ispitivanja horizontalnih i kosih asimptota, iako se presutno podrazumijevaju neka
svojstva limesa koja ¢emo tek precizirati. U njemu ¢emo, bez dokaza, koristiti
sljedeée pravilo: Za polinomijalne izraze njihovo ponasanje u beskonacnosti, dakle
za © — F00, odreduje njihov vodeéi ¢lan. Iz toga slijedi i pravilo da limese u
beskonacnosti od racionalnih funkcija mozemo racunati tako da brojnik i nazivnik
dijelimo s najve¢om potencijom varijable koja se pojavljuje u toj racionalnoj funkciji.

26Prvi od nabrojanih limesa znaci da je konstatna funkcija sama sebi horizontalna
asimptota.
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Primjer 140 Ispitajmo postojanje desnih horizontalnih ili kosih asimptota na
jednom primjeru. Zadana je funkcija

fl@)=vVa2+z-—2.

Njena prirodna domena je (—oo, —2] U [1,+o00]. Dakle, ima smisla ispitivati pos-
tojanje njene horizontalne ili kose asimptote i lijevo © desno. Provjeru za lijevu
stranu ostavljamo citatelju za vjeZbu.

Prvo provjerimo postojanje desne horizontalne asimptote. Uocimo da kad
x — 400 iz svojstava elementarnih funcija znamo da i x> +x —2 postaje proizvoljno
velik (ponasa se kao vodeéi clan x?), pa onda sigurno takav postoji i drugi korijen
te kvadratne funkcije. Dakle, lim,_,~ f(x) ne postoji te graf te funkcije nema
horizontalnu asimptotu.

S druge strane, za provjeru postojanja kose asimptote prvo moramo razmotriti

funkciju @ =4/1+ % — % Znamo da % i —z% imaju z-o0s kao horizontalnu
asimptotu, dakle kad x — +o00 izraz 1 + % — x% postaje sve blizi 1 pa to vrijedi i
za njegov drugi korijen: limg_s 400 @ =1 pa ako kosa asimptota postoji, onda

je k = 1. Sad racunamo ¢ = limy_, o (f(x) — 1 - ), koji je razlika dva broja
koji postaju proizvoljno veliki pa nije ocigledan konacan iznos tog limesa (u prvom
koraku radimo racionalizaciju, u drugom dijelimo brojnik i nazivnik s x):

x—2 1-2
li 2 —92_2) =l = 1i =
A (Ve e o2oe) = dm G S i e

2

dakle brojnik za x — 400 postaje sve blizi 1, a nazivnik sve blizi 14+ 1 = 2, odnosno
dobili smo £ = % 1 desna kosa asimptota je y = x + %

S druge strane, limes funkcije u tocki je limes kojim opisujemo kakve su
vrijednosti f(z) kad z — ¢ (ili © — ¢+ ili © — ¢—), gdje je ¢ € R. Takav limes
oznacava se s

lim f(x)

Tr—C

i iz perspektive asimptota potreban je za ispitivanje vertikalnih asimptota. Pritom,
vertikalne asimptote funkcije f (elementarne ili zadane po dijelovima) u tocki ¢ € R
ima smisla ispitivati samo na sljedeéim pozicijama (jer elementarne funkcije ne
mogu imati vertikalne asimptote unutar otvorenih intervala koji su podskupovi
njihove domene):

e Funkcija f je zadana po dijelovima i u ¢ joj se mijenja pravilo,

e ¢ je otvoreni rub nekog od disjunktnih intervala koji u uniji daju domenu od

f.
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Primjer 141 Funkcija je zadana s

exp(z), —-b<zx<-—-1
flz)=¢ In(z+1) -1<2<0
x%, x>0
Domena ove funkcije je (—5,+o00, a pravilo se mijenja uw —1 i u 0. Stoga su
potencijalne vertikalne asimptote grafa od f pravei x = =5, v = =1 i x = 0.
Graf ove funkcije lako je skicirati i iz njega vidimo da pravei x = 0 ¢z = —1

jesu vertikalne asimptote ove funkcije, a x = 5 nije. Pritom, obje te vertikalne
asimptote su to samo zdesna (kad x — 0+ odnosno kad x — —1+). Owvdje ujedno
imamo primjer funkcije koja posjeduje vertikalne asimptote u tockama unutar svoje
domene.

S obzirom na to da nam opcenito za racunanje limesa u tocki i provjeravanje
imamo li u njoj vertikalnu asimpototu treba pojam beskonac¢nog limesa, opée pravilo
odgadamo za sljedec¢i odjeljak. Ovaj odjeljak i time opis postupka za ispitivanje
toka funkcije zaklju¢ujemo ponavljanjem pravila za vertikalne asimptote racionalnih
funkcija: Ako je y = f(x) racionalna funkcija i ¢ nultoc¢ka njenog nazivnika, pravac
y = ¢ je vertikalna asimptota grafa od f to¢no ako ili ¢ nije nultocka brojnika od
f(x) ili je u brojniku ¢ takoder nultocka, ali manje kratnosti nego u nazivniku.

Zadatak 63 Skicirajte graf racionalne funkcije zadane s

(22 — 2)(z — 2)(x + 1)?
(z —1)%2(x —2)(x —6)

fz) =

Zadatak 64 Ispitajte tok Mazwell-Boltzmannove funkcije gustoée vjerojatnosti
(formula je dana u primjeru|12])) i uvjerite se da je njen graf uwvijek oblika prikazanog
na slici[3.10.

3.4 Limesi, neprekidnost, derivabilnost i inte-
grabilnost

3.4.1 Limesi funkcija

U prethodnom odjeljku stekli smo osnovne ideje o limesima, a u ovome ¢emo ih
malo, ne sasvim, precizirati. Kao sto smo vidjeli, osnovne dvije vrste limesa funkcija
su limesi funkcija u tocki, dakle limesi od f(z) kad = — ¢ (ili z — c+ ili x — ¢—)
kad je c realan broj, te limesi funkcija u beskonaé¢nosti, dakle limesi od f(z) kad
x — 400 ili x — —oo. Pritom simbolika limesa ima opéu strukturu oblika

lim f(z) = ¢ (3.3)

Gornju formulu ¢itamo: Limes funkcije f kad z tezi u © je .
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Slika 3.21: Ilustracija uz primjer [I42]

Primjer 142 Promotrimo sliku[3.21. Za funkciju ¢iji graf je prikazan na toj slici
vrijedi: Kad su x-evi blizu —3, vidljivo je da su f(x)-evi blizu —1, iako je f(—3) = 3.
S druge strane, kad su x-evi blizu 0, f(x)-evi su blizu —4 = f(0).

Nadalje, vidljivo je da 1 nije u domeni funkcije jer ta apscisa nema pridruzene
tocke na grafu, ali ipak moZemo identificirati ordinatu negdje izmedu —4 i —3 (—1—31
kao onu za koju vrijedi da kad je x blizu 1, f(x)-evi su blizu nje. Pisemo:

lim f(z)=-1, lim f(z)=-4, lim f(z)= —E.

r——3 z—0 z—1 3

Primjer 143 Clinjenicu da sto je mnozina n neke tvari bliza 1 mol, to je njena
masa m bliza njenoj molarnoj masi M mozZemo matematicki zapisati formulom

}Lim m = M.

——1
mol

Primjer 144 Tijekom kemijske reakcije mnoZinska koncentracija c bilo kojeg nje-
zinog produkta mece meograniceno rasti, nego ce se s vremenom sve vise priblizavati
nekoj ravnoteznoj vrijednosti coo:

lim ¢ = ¢s.
t—o00

Da bi limes hnclp f(x) imao smisla, f mora biti definirana blizu Q. Preciznije:
T—

Takav limes za ¢ = ¢ € R ima smisla samo ako je f definirana na nekom otvorenom
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intervalu oko ¢, osim eventualno u ¢, a za O = +00 samo ako je f definirana za
neograni¢eno male odnosno velike brojeve. Smisleni limes moze i ne mora imati
odredenu vrijednost <, tj. moze i ne mora postojati. Pod limesom koji postoji
podrazumijevamo samo smisleni limes kojemu na mjestu < mozemo napisati realan
broj L, dakle kod kojeg mozemo re¢i da kad z — Q©, iznos f(z) (ordinata) je sve
blizi broju LJ*’| Stoga za ¢ € R iznos limesa glgnc f(x) graficki odredujemo tako da

nademo ordinatu L (ako se takva moze naéi) sa svojstvom da sve tocke grafa od f
za z blizu ¢ (osim eventualno tocke s apscisom c¢) imaju ordinate blizu L. Limes
funkcije f u tocki ¢ slijeva je (ako takav postoji) broj L takav da f(x) — L kad
x — ¢ i pritom je z < ¢. Tada pisSemo lim f(z) = L. Analogno, limes funkcije
r—Cc—
f u tocki ¢ zdesna je (ako takav postoji) broj L takav da f(z) — L kad z — ¢
i pritom je x > ¢. Tada piSemo hmJr f(x) = L. Ukratko, definicija jednostranih
Tr—rC

limesa funkcije f u tocki ¢ je jednaka definiciji limesa u tocki ¢, uz dodatak x < ¢
odnosno x > c.

Za Q = 400 iznos liHQl,) f(z) graficki odredujemo tako da vidimo ima li graf od f

z—

lijevu odnosno desnu horizontalnu asimptotu y = L, tj. limes od f(z) kad z — 400
odnosno z — —oo je L ako je f(z) sve blize L kako x postaje veéi odnosno manji,
usporedite prethodni odjeljak@

Limesi, kad postoje, su jedinstveni —ne moze se desiti da za jedan ¢ i jednu
f dobijemo dva razli¢ita iznosa limesa od f(x) kad = — ¢. S druge strane, dvije
funkcije mogu u nekoj tocki ¢ imati razli¢ite vrijednosti, a ipak isti limes.

Primjer 145 Pogledajmo sliku[3.29 koja prikazuje grafove funkcija zadanih for-
mulama f(x) =22 +1 (crveno) i

2¢0+1, z#0
g(x)={2 xiO

(plavo). Sa slike je vidljivo da obje te funkcije imaju limes 1 u tocki O iako je
£(0) =1, a g(0) = 2.

Dva korisna limesa funkcija u tocki su

sinx exp(x) — 1
lim T T LG R
z—0 X z—0 xT

1.

2TPrecizna matematicka definicija limesa funkcije f u tocki ¢ € R glasi: Neka je f
definirana na nekom otvorenom intervalu I oko ¢, osim eventualno u c¢. Kazemo da je
broj L limes funkcije f u tocki ¢ ako za svaki € > 0 postoji d > 0 takav da kad je z € T i
0 < |z —c| <0 vrijedi |f(z) — L| < e. U tom sludaju piSemo lim f(z) = L.

xr—c

28Precizna definicija limesa u beskonac¢nosti glasi: Neka je f definirana na nekom intervalu
(—00,b) odnosno {(a,+o0o. Kazemo da je broj L limes funkcije f kad z tezi u —oo odnosno
u +o00 ako za svaki € > 0 postoji M > 0 takav da kad god je x < bix < —M odnosno kad
jex>aix> M vrijedi |f(z) — L| < e. U tom sluéaju piSemo lim f(z) = L odnosno

xr—r—00

lim f(z)=L.

r——+00
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y/\ y/\
3 3
2 24

v

Slika 3.22: Primjer dviju funkcija s istim limesom, ali razli¢itim vrijednostima
uc=0.

vy
v

Oni iskazuju da za = ~ 0 vrijedi sinz ~ x i exp(x) &~ 1+, tj. oni samo na drugadiji
nacin, bez eksplicitnog spomena derivacije, iskazuju da je y = x tangenta sinusoide
u0iy=a+ 1 tangenta na funkciju exp u 0.

.. . . 1l—coszx

Primjer 146 Izracunajmo lim —
z—0 T
2
1- 2sin? £ 2(sing) 1 sin £ 1 1
limﬂ:lim 2:11111(73)2711111 2| =2.12="_.
z—0 2 =0 2 =0 4 (ﬁ) 2 2—0 z 2
9 2
In(1
Zadatak 65 Izracunajte lim M
z—0 T

Za izracunavanje limesa u beskonacnosti ¢esto je korisno znati sljedeée pravilo:

Propozicija 9 Rastucéa eksponencijalna funkcija raste brze od svake potencije
varijable, tj.
b
T
lim — =0
z——+o00 qF

za svebe R 7 svea > 1.

Specijalno, iz prethodne propozicije mozemo zakljuciti da je limes kvocijenta
polinoma i rastuée eksponencijalne funkcije kad nezavisna varijabla tezi u +oo
jednak 0.

Primjer 147

1 t
lim —~ = {t=Inz} = lim
z—+¥oo T t—+o0 exp(t)

= 0.
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Zadatak 66 Dokazite da padajuca eksponencijalna funkcija pada brZe od svake

potencije varijable, tj.
a(E

0

r—4o0 I

zasvebeR isve0<a<l.

U primjerima u prethodnom odjeljku ve¢ smo koristili jedno svojstvno limesa
koje je intuitivno jasno. Naime, limese koji postoje mozemo zbrajati, oduzimati i
mnoziti, a i dijeliti osim ako bi se radilo o dijeljenju s nulom:

Teorem 7 Neka postoje lim f(x) i lim g(x), gdje je ¢ € R, ¢ = 400 ili c = —00.
Tr—cC r—c

Tada postoje i limesi lim (f(x) £g(x)) i lim (f(x)-g(x)) te vrijedi:

lim (f(z) + g(z)) = lim f(z) & lim g(z),

lim (/) ) = lim £(2) - lim g(r).

1
i jednak je 1

Ako dodatno vrijedi zglcl_>mcg(x) # 0, onda postoji z£1_>mC m

9()

Gornje turdnje za ¢ € R vrijede i u slucaju da x — c+ ili x — c—.

@ + 2° exp()

Primjer 148 Treba izracunati lim . Kad je x blizu 0, kosinus mu

z—0 coS T
je blizu 1 te je limes nazivnika 1 (kad x teZi u nulu). Kad je x blizu nule, onda su

x i 2% blizu nule, a e je blizu 1 te je brojnik blizu 0 + 0 -1 odnosno limes brojnika
je 0 (kad x tezi u nulu). Stoga je

. x+z%" 0+0-1
lim = =
z—0 COSZX 1

0.

Primjer 149

(==2)-(=1)
. z—1\" . —1\* : ( - %) et 1
lim = lim |—7F | = lim - =— =—.
z—Foo \x + 1 z—too \ 1 + = r—Foo (1 + l) e e?

Pomo¢u teorema [7] mogu se izra¢unati mnogi limesi, no problemi nastaju ako
pravila ne primjenjujemo u skladu s uvjetima, tj. ne pazimo na uvjet o postojanju
pojedinih ,,podlimesa“.

Primjer 150 Neka je f(z) = sinz i g(z) = Z=. Za 2 — $oo ne postoji niti
limes lim f(z) niti lim g(z), ali postoji lim f(x)g(x) = lim 1= 1. Dakle,
z—+o0 z—+o00 z—+oo z—+o0o

moguce je da postoji limes umnoska funkcija iako pojedinacni limesi ne postoje
(jedan ili oba).
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Slika 3.23: Iustracija uz primjer [151]

Jedan od moguéih razloga nepostojanja limesa u tocki vidimo na slici Za,
x-eve koji su blizu 4 a koji su malo manji od 4 (z — 4—), ordinate to¢aka grafa su
blizu %, dok su za z-eve blizu 4 a koji su malo veéi od 4 (x — 4+) ordinate tocaka
grafa blizu 4. Dakle, limes }EEL f(z) za funkciju ¢iji graf je prikazan na slici [3.21| ne

postoji, no postoje jednostrani limesi u 4: Za funkciju ¢iji graf je prikazan na slici
[3:21] pisemo

. 4 :
J S =5l Sl =4

Korisno je znati, a intuitivno je jasno da vrijedi:

Teorem 8 Limes lign f(x) postoji ako i samo ako postoje oba jednostrana limesa
x &

lim f(x) ¢ lim f(x) i jednaki su. U tom slucaju vrijedi
T—Cc— T—c+

lim f(z) = lim f(z)= lim f(x).

T—C T—Cc— T—c+

Primjer 151 Neka je

e’, x>0
flx) =1 22 -1<2<0
z+2, < -1
Odredimo jednostrane limese w c =10 ¢ ¢ = —1. Imamo:

. o . . 2\ s 2 ~ . 2 o —_0-
xlg&f(w)—(praV1lozax<OJeaf)—ili%x = (zaz =0 je z° =~ 0) =0;

li = il je e¥) = lim e* = ~0jee®~1)=1.
xg(r)lJrf(x) (pravilo za x > 0 je e") lim e (zaxz ~0jee )

Dakle, ne postoji limes lirr(l) f(x) jer se jednostrani limesi u nuli razlikuju. S druge
r—

strane,

lim f(x)= (pravilo za z < —1 je z+2) = lim (z42) = (zaz ~ -1 jex+2~1) =1,

T——1— z——1



3.4. LIMESI, NEPREKIDNOST, DERIVABILNOST I INTEGRABILNOST135

2

lim f(z) = (pravilo za x > —1 je 2°) = lim 2? = (zaz ~ —1jea® ~ 1) = 1.

rz——14 rz——1
Dakle, postoji limes lim1 f(x) i jednak je 1 jer su jednostrani limesi u —1 jednaki.
T——
Odgovarajuéi graf prikazan je na slici[3.23,

Osim slucaja kad se lijevi i desni limes u tocki ¢ razlikuju (ali postoje), cesta
je jos situacija kad limes funkcije u tocki ne postoji, a to je kad se u promatranoj
tocki pojavljuje vertikalna asimptota. Ako kad x — ¢+ i(li) kad x — ¢— iznosi
f(x) postaju neogranic¢eno veliki odnosno mali, liin f(x) ne postoji. No, kao i u

Tr—cC
simbolici z — 00 i ovdje se koristi simbolika f(x) — 400, odnosno iako limes ne
postoji pise se nesto od sljedeceg:
lim f(z) = 400, lim f(z)= +oo, l_i)m f(z) =400
r—C—

T—C r—c+

(ako iznosi f(z) postaju neogranic¢eno veliki), odnosno

;L)Incf(x) = —0%0, xllgl+ f(x) = _ooaxliglif(l‘) = -

(ako iznosi f(x) postaju neograni¢eno mali). U ovim sluc¢ajevima govorimo o
beskonac¢nim limesima@ Simbolika se intuitivno lako prosiruje i na limese u
beskonacnosti.

Primjer 152

1
lim — = +o0, lim — =-o00, lim — = +o0,
z—0x z—0— T z—0+ T
. ) — . a2y —
IEIPOO log(—z) = +o0, xgrillw(l x%) 00.

Uzrok nepostojanja limesa nisu samo razlika limesa slijeva i zdesna u tocki ili
beskonacni limesi.
Primjer 153 Limes Em sinx ne postoji u uzem smislu rijeci. On ocito nije
X o0
beskonacan jer sinus poprima samo vrijednosti izmedu —1 i 1, a ne postoje zbog
periodicnosti (kojem god se broj sinx priblizi, od njega se i udalji). Stoga ne postoji
ng lim,_,q sin %, jer kad x — 04, onda % — £00.

Podsje¢amo da beskonacni limesi u tocki znace egzistenciju vertikalne asimptote:

Propozicija 10 Pravac x = ¢ je vertikalna asimptota za funkciju y = f(x) ako je
bar jedan od jednostranih limesa lim f(x) ¢ lim+f(a:) jednak 400 ili —oo.
Tr—Cc— Tr—rC

Primjer 154 Za funkciju f ¢iji graf je prikazan slikom[3.24 imamo

lim f(z)=1, lim f(z)= —o0,

T——1— T——1+4

lim f(z)=1, lim f(z)=+o0.

z—0— rz—0+
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Slika 3.24: Tlustracija uz primjer [[54]

Primijetimo da iz primjera vidimo dvije bitne stvari: Prvo, moguce je da
funkcija posjeduje vertikalnu asimptotu z = ¢ ¢ak i ako je ¢ element domene od f
(u primjeru ¢ =0 je u domeni, a imamo vertikalnu asimptotu = = 0). Drugo,
moguce je da pravac x = ¢ bude vertikalna asimptota za funkciju samo s jedne
strane (u primjeru to vrijediizax =0izax=1).

U primjerima s limesima u prethodnom odjeljku veé¢ smo, bez eksplicitnog
spominjanja, de facto koristili sljedeé¢e dvije propozicije:

Propozicija 11 (§ = oo za a # 0) Ako je glg_)n}: fx)=a#0 z%;nlcg(x) =0, onda

je lim @ =too
z—c g(x)
Propozicija 12 (£ =0 za a # oo) Ako je il_>mcf(a:) =a # too zilg}:g(:c) = +o0,
onda je lim m =0.
r—cC g((p)

Ovo naravno ne znaci da je sad dozvoljeno dijeljenje s nulom niti da je oo broj s
kojim mozemo dijeliti, ve¢ oznaka § znaci da se broj blizu a dijeli brojem koji je
blizu 0, ali nije jednak 0, a oznaka - znaci da broj blizu a dijelimo s jako velikim
ili jako malim brojem.

Primjer 155

. %4 5
lim = =0.
z—1+ In(z — 1) —00

Racunanje limesa racionalne funkcije u nultocki njenog nazivnika te u besko-
nacnosti ve¢ smo vidjeli u prethodnom odjeljku, ali u sljede¢a dva primjera dajemo
dodatna objasnjenja valjanosti postupka.

29Precizna definicija beskonaénih limesa u tocki glasi: Kazemo da je lim f(z) = 400 ako
r—c

vrijedi: za svaki M > 0 postoji 6 > 0 takav da kad god je 0 < |z — ¢| < ¢ vrijedi f(z) > M
odnosno f(x) < —M.
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Primjer 156 Izracunajmo

_ 2
lim z(x —1)(z + 2) ‘
x—0 5[32(1’ + 5)

Zajednicki faktor brojnika i nazivnika je x, a on pri izracunavanja limesa u tocki
0 nije jednak nuli (podsjecamo da x — 0 znaci x =~ 0, ali x # 0) Stoga nakon
skracivanja dobivamo da je taj limes jednak

(z —1)(z +2)?

Brojnik tog izraza za x ~ 0 je priblicno jednak (0 — 1)(0 4+ 2)%2 = —4, a nazivnik
x(x + 5) postaje sve blizi nuli sto je x blizi nuli. Stoga imamo

(x—l)(x+2)2:{ —4}200'

limes tipa —
Pa Ty

lim

z—0 JJ(.’I) + 5)
Pritom, rezultat ée biti +o0o za limes slijeva (ako je x < 0 i blizu 0 je x(x + 5)
negativno, a i brojnik je negativan jer je blizu —4), a a —oo za limes zdesna (za
mali x > 0 je z(x + 5) pozitivno, a brojnik je i dalje negativan jer je blizu —4):

z(x —1)(z +2)? o

y
o50F  22(z 4 5)

Uoc¢imo vazan detalj u prethodnom primjeru: Skraéivanje faktora (z — ¢) iz
brojnika i nazivnika pod limesom kad x — ¢ je dozvoljeno jer u limesu glﬂl_)mc f(x)

podrazumijevamo da je x blizu ¢, ali x # ¢ te stoga © — ¢ # Oﬂ
Primjer 157 Izracunajmo

. 2 +r+1
lim .
a—Foo 23 + 22 +x + 1

Ovo je limes racionalne funkcije i kad x — +o0o x sigurno nije 0. U ovom slucaju
brojnik i nazivnik dijelimo najvecom potencijom od x koja se u njima pojavijuje:

. 2?2 +z+1 : a8 . %—l—%-ﬁ-%
lim 22— lim 2 Tz
eotooxd + a2+ +1 23 eoieol4li4 L4k

Zadatak 67 Koristeci postupak iz prethodnog primjera argumentirajte ranije opi-
sano pravilo o horizontalnim asimptotama kod racionalnih funkcija (str. .

30Skrac¢ivanje razlomka je dijeljenje brojnika i nazivnika istim brojem, dakle moZemo
skratiti samo one faktore za koje smo sigurni da nisu jednaki nula.
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Primijetimo da u primjerima [I56] i [I57] nismo mogli direktno primijeniti pro-
pozicije ni Naime, u primjeru i brojnik i nazivnik su imali limes
jednak 0, a u primjeru [I57] i brojnik i nazivnik teze u co. Opéenito, ako je
f(x)
9(x)

limes tipa %. Takvi limesi spadaju u

lim f(z) =+o00 i ilgég(m) = 400, onda je lim

f(x)

S gl . i}
tzv. neodredene izraze, jer im konac¢ni iznos ovisi o konkretnim funkcijama.

limes tipa 2. Analogno, ako

je lim /(@) = lim g(z) = 0, onda e lim

2

. S -1 . .
Primjer 158 Limesi lim 5 su oba tipa 8. Za, prvi imamo
z—=0 X z—1x4 —1

(jer je x + 1 blizu 1 kad je x blizu 0), a za drugi

oo —1 . 1 1
lim 5 = lim S
=1l —1 2=1x+4+1 2

(jer je %—i—l blizu % kad je x blizu 1). Vidimo dakle da limesi tipa % mogu davati
razlicite konacne rezultate.

Uz limese tipa % i 52, u neodredene izraze kod limesa spadaju jos i +00 — oo
(limes razlike funkcija koje obje teze u +00), 0 - co (limes produkta funkcija od
kojih jedna tezi u 0, a druga u +o00) te 0, 1°°, 0> (limesi potencija kojima baza
tezi u 0 odnosno 1, a eksponent u 0 odnosno +00).

Kod limesa tipa g i > Cesto je od pomo¢i L'Hopitalovo pravilo pravilaﬂ

Teorem 9 (L’Hopitalovo pravilo) Neka su oba limesa ligl fx) i ligﬂ g(x) jed-
x C X C

naka 0 ili su pak oba beskonacna (pri cemu je ¢ € R ili ¢ = +00). Ako postoji limes

im

Tr—C g (g;)

cf?| onda vrijedi

ili ako je jednak +oo, te ako ¢'(x) # 0 za x-eve iz nekog intervala oko

f(z)

/
lim —% = lim f/(:E)
z—c g :E) e g ($)

nx
Primjer 159 Limes lim1 -1 je tipa %. Primjena L’Hopitalova pravila daje:
r—1

2
z

= lim £ = 2.
z—=1x —1 z—11

31Pravilo je nazvano po francuskom matemati¢aru Guillaume Francois Antoine Marquis
de 'Hoépitalu (1661.-1704.), autoru prvog udzbenika diferencijalnog rac¢una, u kojem se
nalazi i ovo pravilo. Pravilo otkrio je zapravo otkrio Svicarski matematic¢ar Johann Bernoulli
(1667.—1748.). Prezime I'Hopital se Cesto piSe i I'Hospital, kako se pisalo u 17. i 18. stoljecu,
te se pravilo nalazi i pod nazivom ’Hospitalovo pravilo.

32Dakle, ako funkcija g nije konstantna na nekom intervalu oko c.
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U teoremu je naravno bitan uvjet ,ako postoji”. Postoje situacije kad limes

f'(x) f(z)

}311}1}: 7 () ne postoji, ali ipak postoji limes ;71_>mc W

Primjer 160 PokuSaj izracunavanja limesa

. T +sinx
lim ——
r—+o00 €T

(koji je tipa 52 ) I’Hopitalovim pravilom daje:

. T+ sinx .
lim ——— = lim (1+cosz).
r—+00 xT x—+00

T +sinx
Posljednji limes ne postoji iako postoji lirf TSy i jednak je 1 (jer za jako
r—+oo T
velike x dodavanje sinusa - koji je broj izmedu —1 i 1 - nema bitan utjecaj na limes
o T+ sinx
pa vrijedi lim ——— = lim — =1).
T—Fo00 x T—Foo T

Takoder, treba paziti na to da se 'Hopitalovo pravilo smije primjenjivati samo
na limese kvocijenata funkcija koji su tipa % ili 5.

.TQ

Primjer 161 Imamo lim = —— jer je 1 u prirodnoj domeni funkcije kojoj
=12 —H 4

racunamo limes. Da smo i$li primijeniti I’Hopitalovo pravilo bez provjere uvjeta

da se radi o limesu tzpa ili 2 (a ovdje to nije slucaj) dobili bismo krivi rezultat
2 2

lim e = lim g 2.

z—=1lx—5 =11

Zadatak 68 Koristeéi L’Hopitalovo pravilo dokaZite propoziciju[9

Primjer 162 Molarni toplinski kapacitet dvoatomnog idealnog plina konstantnog
volumena moZze se opisati formulom

hv/(kT)
Cvm R+ (h”) S
kT (ehu/(kT) _ 1)

Pritom su R, h, k © v pozitivne konstante. Kakav je molarni toplinski kapacitet pri
vrlo niskim temperaturama?

U tu svrhu treba izracunati lim Clyy, tj
%—)[}F

v/ (kT) 2 hv/(KT)
o (T (1) N S () )
T 0+ kT (ehv/(KT) — 1) 2 Zoo4 \\KT (ehv/(KT) — 1)
Radi lakseg racunanja supstituirajmo x = kT Ako L % — 0+, onda v — +o00. Stoga
je
z2e” (2z + 2?)e®

)
_2 lim ——— = (L’Hépital) = > lim ————
4= R+ lim @ 1) (L’Hopital) = R+x—>+oo 2o (e 1) —



140 POGLAVLJE 3. INFINITEZIMALNI RACUN

5 2 2 5 2+2
= 2R+ lim Lﬂ;:(L’Hépital)ziR—i— lim 227

z—+oo  2eT

2
= (L’Hopital) = gR—i— lim — = §R+O: gR'

T—+00 2e% 2

Dakle, pri vrlo niskim temperaturama molarni toplinski kapacitet dvoatommnog
idealnog plina konstantnog volumena iznosi priblizno gR. Ispitajte kakav je molarni
toplinski kapacitet dvoatomnog idealnog plina konstantnog volumena za jako visoke
temperature!

Zadatak 69 Qwvisnost velicine ¢ o velicini t dana je formulom

1—exp((b—a)kt)
a—bexp((b—a)kt)

c(t) =ab

Pritom su a, b i k pozitivne konstante 1 vrijedi a < b. Odredite ravnotezni iznos cso
velicine c, tj. limes od ¢ kad t — +00.

3.4.2 Neprekidnost funkcija

U prethodnom odjeljku, gledajuéi sliku vidjeli smo smo da kad traLlimo
lil)n f(x) za ¢ iz domene funkcije f, taj limes u ¢ moze i ne mora biti jednak
xr—cC

vrijednosti funkcije u ¢. Tako smo sa slike [3.21| utvrdili da je lim3 flx)=—-1#
T——

3= f(-3) te da lirri f(x) ne postoji iako je f(4) = 4. S druge strane, na istoj slici
T—r
je lir% f(x) = —4 = f(0). Posljednja situacija je ¢eSca, a i ,prirodnija“ —sa slike
T—
vidimo da pri crtanju grafa prolaskom kroz tocku s apscisom 0 ne moramo podiéi

ruku s papira odnosno da graf ,prirodno“ prolazi kroz odgovaraju¢u tocku. To
svojstvo zove se neprekidnost u tocki:

Definicija 15 (Neprekidnost) Funkcija f je neprekidna u tocki ¢ svoje domene
ako vrijedi

lim f(z) = f(c). (3.4)

Tr—cC

Funkciju koja je neprekidna u svakoj tocki svoje domene zovemo neprekidnom
funkcijom. Ako je ¢ v domeni od f, ali ilglc f(x) # f(c), onda kazemo da f ima

prekid u ¢ (c je tocka prekida funkcije f).

Ako je funkcija f definirana na uniji disjunktnih intervala, od kojih su neki
zatvoreni ili poluotovnoreni, gornja definicija neprekidnosti u tocki se u zatvorenim
rubovima intervala primjenjuje samo s jednostranim limesom@

33Razlog je u tome to se neprekidnost funkcije na segmentu definira preko postojanja
neprekidnog prosirenja na neki veéi otvoreni interval.
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Primjer 163 Neka je f(x) = v/x — 2. Prirodna domena te funkcije je [2,+00).
Ovdje nema smisla govoriti o liI% f(x) jer funkcija nije definirana lijevo od 2. No,
r—r

Jim () =VI—2=0=f(2),

pa je funkcija f neprekidna u tocki 2.

Primijetimo da se pitanje (ne)prekidnosti, kao i (ne)derivabilnosti, funkcije
odnosi samo na elemente domene. Primjerice, funkcija sa slike nema prekid u
tocki 1 jer tamo nije definirana.

Primjer 164 Funkcija f(z) = % nema prekid u 0 tako pri crtanju grafa kod apscise
0 moramo podici olovku s papira. Naime, 0 nije u domeni pa je besmisleno pitanje
tma li ili nema f prekid u 0.

S obzirom na definiciju, postoje dva mogucéa uzroka prekida funkcije f u nekoj
tocki ¢ iz domene:

o Ne postoji limes 1171123 f(z) pa ne moze biti jednak f(c). Primjer takvog
prekida je u tocki ¢ = 4 za funkciju ¢iji graf je prikazan slikom [3.21} Ako
pritom postoje”?|jednostrani limesi lim f(z)i lim f(x), onda govorimo o

r—c+ r—Cc—
prekidu prve vrste (skoku), a ako bar jedan od ta dva jednostrana limesa ne
postoji, govorimo o prekidu druge vrste (bitnom prekidu).

o Limes :161_>mc f(z) postoji, ali je razli¢it od f(c). Primjer takvog prekida imamo
u tocki ¢ = —4 za funkciju ¢iji graf je prikazan slikom (uocite da ta
funkcija nema prekid u ¢ = 2 jer 2 nije u njenoj domeni). U ovakvom
slucaju govorimo o uklonjivom prekidu (jer bismo promjenom definicije f(c)
iz trenutne vrijednosti u vrijednost lim f(x) dobili funkciju neprekidnu u ¢).

Velika veéina funkcija koje se pojavljuju u primjenama matematike u kemiji i
fizici su neprekidne. Ipak, postoje i neke iznimke, primjerice na granicama faza
pri faznoj tranziciji. Tada se najcesce radi o skokovima, jer se obi¢no radi o nagloj
promjeni vrijednosti neke fizikalne ili kemijske veli¢ine.

Primjer 165 Promotrimo ovisnost gustoée p neke ciste tvari o temperaturi T' (pri
konstantnom tlaku). Tada p ima dvije tocke prekida (skoka), i to pri ledistu i
vrelistu (1t i Ty, ). Skok (pad gustoée) pri Ty (razlika lijevog i desnog limesa od p
u Tt ) je u pravilu mangi od onog pri Ty,. Unutar pojedine faze se gustoca mijenja
neprekidno u ovisnosti o T.

Napomenimo ovdje da zbog mogucnosti supostojanja dviju faza ovdje zapravo ne-
mamo funkciju — temperaturama Ty, © Tt pridruzene su dvije gustoée koje odgovaraju
dvjema supostoje¢ima fazama promatrane tvari pri toj temperaturi.

34Podsjeéamo, to znadi da su im iznosi realni brojevi.
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Slika 3.25: Primjer funkcije s jednim skokom i jednim uklonjivim prekidom.

Najvazniji teorem o neprekidnim funkcijama je Bolzano-Weierstraov teorem [6]
koji nam je bio temelj postupka za odredivanje globalnih ekstrema za neprekidne
funkcije zadane na segmentu.

Vezano za racunanje limesa, znanje da je neka funkcija neprekidna olaksava
racunanje limesa kompozicija funkcija:

Propozicija 13 Ako su f i g funkcije takve da je definirana kompozicija go f, i
ako je g neprekidna u tocki d = lil)n f(z) € R (gdje je c realan broj), onda vrijedi
x C

lim g(f(x)) = 9(d).

Tr—cC

Primjer 166 Zbog neprekidnosti drugog korijena, logaritma i polinoma w svim
tockama njihovih domena te teorema[7 vrijedi

y \/ln(az—i- 1) _ \/1, (@ +1) _ \/ln(limgc_m(x—i- D) _ [m1_,

=0\ 22 +1 22 +1 limg .o(z2+1) 1

Posljedica svojstava limesa je:

Teorem 10 Ako su funkcije f i g neprekidne u tocki ¢, onda su i njihov zbroj,
razlika i produkt funkcije neprekidne u c. Ako je uz to i g(c) # 0, onda je i kvocijent
f/g funkcija neprekidna u tocki c. Ako je funkcija f neprekidna u tocki ¢ i funkcija
g neprekidna u tocki f(c), onda je i kompozicija g o f neprekidna u c.

Primjer 167 Funkcija zadana s f(x) = x exp(x) + In |sin(x) — 1| je neprekidna u
svim tockama svoje prirodne domene (odredite ju!).

Vazno i korisno je zapamtiti:
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Teorem 11 Sve elementarne funkcije su neprekidne u svim tockama svojih prirod-
nih domena.

To znaci da funkcije koje su zadane po dijelovima mogu imati prekide samo u
tockama domene u kojima se mijenja pravilo. Naravno, do prekida tamo ne mora
doéi, primjerice funkcija apsolutne vrijednosti je neprekidna u 0.

Primjer 168 Funkcija iz primjera[{7 ima prekid samo u 0, kako je vidljivo i na
slici[241. Naime, za x < 0 njeno pravilo je elementarna funkcija, a tako i za x > 0,
dakle je jedina moguéa tocka prekida 0. Iznos te funkcije u 0 je f(0) = e = 1.
Izracunajmo lijevi © desni limes u 0:

) T e
AT = et =1

li = lim 2% =

A ) = gy =0

(za x < 0 pravilo je f(x) = e* pa kad racunamo limes slijeva gledamo limes od e*,
dok je za x > 0 pravilo f(x) = 2% pa za limes zdesna gledamo limes od z%). Vidimo

da se lijevi i desni limes u 0 razlikuju, a 0 je u domeni, pa funkcija ima prekid
(skok) u 0.

U primjenama neéemo susresti funkcije koje bi imale beskona¢no mnogo tocaka
prekidaﬁ a i ako neka funkcija u primjeni ima tocke prekida, onda se ne radi o
bitnim prekidima. Dakle, funkcije koje susre¢emo u primjenama su po dijelovima
neprekidne:

Definicija 16 (Po dijelovima neprekidne funkcije) Realna funkcija jedne va-
rijable naziva se po dijelovima neprekidnom ako nema nijednu ili ima konacno
mnogo tocaka prekida, od kojih nijedna nije tocka bitnog prekida.

Primjer 169 Funkcija zadana s

f(w)z{x’ "

Inz, >0

je zadana po dijelovima, ali nije po dijelovima neprekidna. Naime, u 0 ona ima
bitni prekid: 0 = liI[I)l flx) # 11I61+f(13) = —oo (podsjecamo da su beskonacni
z—0— z—

limesi podursta nepostojecih limesa).

35Najjednostavnija takva funkcija je Dirichletova funkcija, definirana na segmentu [0, 1],
koja postize vrijednost 1 u racionalnim, a vrijednost 0 u iracionalnim brojevima.
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Slika 3.26: Tangenta kao granic¢ni slucaj sekante.

3.4.3 Derivabilnost i integrabilnost funkcija

U odjeljku dali smo tri interpretacije smisla derivacije f’(c) funkcije f u nekoj
tocki ¢ njezine domene. Jedan od njih bio je da je f’(c) koeficijent smjera tangente na
graf y = f(x) utocki (¢, f(c)) ako je taj graf prikazan u pravokutnom koordinatnom
sustavu. Vidjeli smo i kako izra¢unati f’(c) za razne elementarne funkcije (odjeljci
i . No, kako se dolazi do tih postupaka (formula)? Odnosno, kako bismo
rijesili problem tangente: Ako ne znamo derivirati, kako odrediti koeficijent smjera
navedene tangente?

Pogledajmo sliku Na njoj je crveno prikazan jedan graf y = f(x) i plavo
tangenta u jednoj njegovoj tocki (c, f(c)). Pogledajmo i nekoliko sekanti kroz tu
tocku, tj. pravaca koji prolaze danom tockom krivulje i jos jednom njenom tockom
(crno na slici [3.26). Dakle, gledamo pravce koji prolaze tockom (¢, f(c)) i tockom
(x, f(x)) za varijabilni = # c. Jedna takva tocka (z, f(z)) je istaknuta na slici
ali treba imati na umu da se ona zapravo krece po grafu. Primijetimo da Sto je
ta tocka bliza tocki (¢, f(c)), to ée sekanta biti bliza polozaju tangente. Stoga e
sto je (z, f(x)) bliza (¢, f(c)), dakle kad = — ¢, koeficijent smjera sekante biti blizi
koeficijentu smjera tangente, ¢ime dolazimo do formalne, prave definicije derivacije:

Definicija 17 (Derivacija) Ako je ¢ tocka domene funkcije f i postoji limes

lim M, (3.5)

Tr—cC xTr — C

onda se taj limes zove derivacijom funkcije f u tocki ¢ i oznacava s f'(c) ili %(c)
1 kaZemo da je f derivabilna u c. Funkcija koja je derivabilna u svakoj tocki svoje
domene zove se derivabilnom (ili diferencijabilnom) funkcijom.



3.4. LIMESI, NEPREKIDNOST, DERIVABILNOST I INTEGRABILNOST145

Pomoéu ove definicije dokazuju se sva svojstva derivacija, a i izvodi tablica
derivacija.

Primjer 170 DokaZimo da za f(x) = 2% vrijedi f'(c) = 2¢ za svaki c:

#'(c) = lim f@) = fe) _ v = lim (z + ¢) = 2c.

T—C T —cC T—=Cc  —C T—C

Primjer 171 DokazZimo svojstvo aditivnosti deriviranja. Neka su f 1 g derivabilne
u ¢ te neka je h = f + g tj. za sve x je h(xz) = f(z) + g(z). Tada imamo:

h@) = h(e) _ | f@)+g(x) = () — gle) _

h/(c) :i% T —c T T —c -
= lim 7]0@) —Jle) + lim 79(96) —9(c) = f'(c) +d'(c),
r—C €T —cC T—c xr —C

tj. pokazali smo da je (f + g)'(c) = f'(c) + ¢'(c).
Zadatak 70 Dokazite svojstvo homogenosti deriviranja.

Uoc¢imo da nazivnik pod limesom u definiciji derivacije funkcije uvijek tezi u
0. Ako je ¢ tocka prekida funkcije f, onda 9131_% f(z) — f(e) # 0, pa u definiciji
derivacije brojnik ne tezi u 0, dakle limes iz definicije derivacije u tom slucaju
ne postoji: Nikoja funkcija nije derivabilna u svojim tockama prekida. Formalno
iskazano:

Teorem 12 Ako funkcija posjeduje derivaciju u nekoj tocki svoje domene, onda je
ona i neprekidna u toj tocki.

Obrat ne mora vrijediti, tj. postoje neprekidne funkcije koje nemaju derivaciju
u nekoj tocki. Najjednostavniji takav primjer je funkcija apsolutne vrijednosti.

Primjer 172 Neka je f(z) = |x| i ¢ =0. Imamo:

im S@) =) Ll

T—rC xr—cC x—0 X
Za negativne x je posljednji kvocijent jednak —1, a za pozitivne 1 pa gornji limes
slijeva iznosi —1, a zdesna 1, odnosno limes ne postoji pa f nije derivabilna u 0.

Kao u prethodnom primjeru, tako ¢e se i u svakoj drugoj ,,Spici“ grafa desiti da
limes iz definicije derivacije ne postoji jer

o F@ =@, @)~ 1)

9
T—C— Tr —cC r—c+ Tr—cC

pri ¢emu oba ta jednostrana limesa postoje. Dakle, ako je ¢ apscisa neke ,$pice” na
grafu, f’(c) ne postoji. Ako je ¢ zatvoreni rub nekog od intervala koji sa¢injavaju
domenu od f, onda samo jedan od gornja dva jednostrana limesa ima smisla, pa
opet ne postoji f’(c¢) jer nam za to treba obostrani limes.
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Primjer 173 Pokusajmo izracunati f'(0) za f(x) = /x po definiciji:

F0) = i LSO VE ]

z—0 z—0 z—=0 x 20 2

Posljednji limes ne postoji (beskonacan je) pa f'(0) ne postoji.

Kao u prethodnom primjeru, u sluc¢aju vertikalne tangente u tocki (¢, f(c)) ée
limes iz definicije derivacije biti beskonacan, dakle opet neée postojati. Time smo
konacéno opravdali sve cetiri situacije nepostojanja derivacije u nekoj tocki opisane
na str.

Za funkcije zadane po dijelovima je racunanje derivacije najjednostavnije ilus-
trirati primjerom.

Primjer 174 Funkcija f: R — R zadana s

e’ z <0,
fl@)=1¢ z+1, 0<z<I1,
2—(x—1)% z>1.

Ona je neprekidna (provjerite to i po definiciji, kao u pm'mjeru i skiciranjem
grafa). Za x < 0 je f'(x) = €*, 2a 0 <z < 1 je fl(xr) =1izax > 1 je
f'(x) =2 —2x — dok je rije¢ o elementarnim funkcijama na otvorenim intervalima,
derivacije racunamo na standardan nacin. Dakle, upitne su derivacije u tockama
c=0712zac=1u kojima se mijenja pravilo. Zbog promjene pravila limes iz
definicije derivacije u takvim c se mora racunati odvojeno kao lijevi i desni pa ako
postoje i podudaraju se, onda po teoremu 8 postoji i limes iz definicije derivacije.
Za ¢ = 0 racunamo:

flz) = fO) _ . e’ 1

lim = lim =1,
rz—0— xr — x—0 xT
lim 7‘“:6) — f0) = lim (1D -1 =1,
z—0+ z—0 z—0 T

dakle je f'(0) = 1.
Za ¢ =1 imamo:

fla) = f) _ a1

lim =1 =1,
r—1— xr—1 x—1 x—1
- f(1 2—(r—1)%2-2
i O SO 22 @Y=y —o,
z—1+ x—1 z—1 x—1 z—1

dakle je f'(1) ne postoji (graf u (1, f(1)) ima ,$picu® jer limesi postoje i razliciti
su, a funkcija je neprekidna).
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Dok je definicija neodredenog integrala dana u odjeljku [3.1] egzaktna, preostalo
nam je korektno definirati odredeni integral. Ideja je slicna kao u definiciji deriva-
cije: Svesti definiciju, odnosno rjesenje problema povrsine, na prikladnu grani¢nu
vrijednost. Prava definicija odrednog integrala temelji se na Arhimedovoﬂ ideji
odredivanja povrsina likova zakrivljenog ruba rastavljanjem na sve vise manjih
likova jednostavnijeg oblika.

Osnovni uvjet da bi se odredeni integral funkcije F' : [a,b] — R mogao definirati
je da je ona ogranicena, tj. da postoje realni brojevi m < M takvi da je

m< F(zx) <M

za sve z € [a,b]. Interpretirano graficki to znaci da se cijeli graf funkcije F' nalazi
unutar nekog pravokutnika. Sve neprekidne funkcije i po dijelovima neprekidne
funkcije su zbog Bolzano-Weierstrafiovog teorema [6] sigurno ogranicene.

Povrsinu omedenu s grafom ogranicene funkcije F', vertikalama t =ait =10
te s osi apscisa, uz dogovor da se dijelovi povrsine ispod osi apscisa uzimaju s
negativnim predznakom, rastavljamo na sto viSe sto uzih pravokutnika. Pritom,
ti pravokutnici imaju po dvije stranice okomite na os apscisa i jednu stranicu na
osi apscisa. Dakle, rastav na (neke) pravokutnike bit ée odreden subdivizijom o
segmenta [a, b] na neki broj n dijelova:

a:x0<9§1<x2<...<xi<xi+1<...<xn_1<xn:b.

Na slici to je ilustrirano za tzv. ekvidistantnu subdiviziju, tj. subdiviziju sa
svojstvom da je x;+1 — z; jednako za sve i (pa se taj iznos oznaci s Ax).
Oznacimo s m; ,najmanju” vrijednost od F' na S;, a s M; ,,najveéu“lﬁ vrijednost
F(z) za x € [z;,x;41]. Uz te oznake je m; ,visina® i-tog donjeg pravokutnika, a M;
je yvisina“ i-tog gornjeg pravokutnika. Stoga i-ti donji pravukutni ima ,,povrsinu“
pi = my (xiy1 — x;), a gornji P; = M; (x;41 — x;). Definiramo gornju i donju
integralnu sumulﬁ funkcije F' za danu subdiviziju o (usp. slike i :

n—1 n—1
Sozzpi7 SO':ZPi'
=0 =0

Uocimo da ako je funkcija na ikojem podintervalu negativna, odgovarajuéi m;,
a mozda i M; ¢e biti negativna, dakle u tom slucaju ¢e u integralinim sumama
¢emo umjesto povrsine donjeg, a mozda i gornjeg, pravokutnika imati njegovu
suprotnu vrijednost: Dijelovi povrsine ispod x-osi pribrajat ¢e se s negativnim
predznakom. Primijetimo da to nije kompliciranje, nego olaksanje, jer bismo inace

36 Arhimed iz Sirakuze, starogréki matematicar i fiziéar, 3. st. pr. Kr.

37Strogo matematicki, m; je tzv. infimum (najveéa donja meda), a M; supremum
(najmanja gornja meda) od F na podintervalu [z;,z;+1]. Oni za ograni¢ene funkcije
sigurno postoje, dok najmanja i najveca vrijednost ne moraju postojati za svaku ograni¢enu
funkciju.

38Strogo matematicki one se nazivaju Darbouxove sume.
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Az | Az

a = gy

Slika 3.27: Prvi korak definicije odredenog integrala.

morali jos ukljucivati podatke o predznacima funkcije na svim podintervalima za
sve subdivizije. Uoc¢imo da za svaku subdiviziju o vrijedi

mb—a)<s; <S;=M(b—a).

Posljednji korak u definiciji odredenog integrala je da radimo subdivizije sa sve
viSe $to uzih pravokutnika (dakle, pustimo da n — 400 i istovremeno d, — 0, gdje
je d, najvedi od iznosa x;11 — x;, tj. najveca Sirina pravokutnika u subdiviziji o).
Uz opisane uvjete postojat ée limes I svih donjih i T svih gornjih integralnih
suma i vrijedit ée I < I. Time dolazimo do definicije:

Definicija 18 (Odredeni (Riemannov) integral) Ako je I = I, onda se nji-

hov zajednicki iznos zove odredenim (ili Riemannovim) integralom funkcije F :
b

[a,b] = R i oznacava s / F(z)dz. Tada kaZemo da je podintegralna funkcija F

a
(Riemann-)integrabilna na segmentu [a,b].

Za neprekidne funkcije dokazuje se da im se donji i gornji integral uvijek
poklapaju, pa je svaka funkcija koja je neprekidna na [a, b] ujedno i integrabilna
na [a, b]. Stovise, svaka monotona (dakle, rastuéa ili padajuéa) funkcija na [a, b]
je integrabilna. S druge strane, znamo da ako je funkcija derivabilna na nekom
otvorenom intervalu, onda je na njemu i neprekidna, odnosno derivabilnost povlaci
neprekidnost, a neprekidnost integrabilnost. Preciznije:

39Zapravo, infimum gornjih i supremum gornjih integralnih suma.
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Ax

Az | Az | A Ax Az Az Az Az

a =g €X; Tilr1

Slika 3.28: Donja integralna suma.

b=ux,

Azr | Az | A Ar Axr Axr Az Ax

a = T i Tif-1

Slika 3.29: Gornja integralna suma.

b=z,
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Propozicija 14 Neka je F' : I — R funkcija zadana na otvorenom intervalu I. Ako
je ona na tom intervalu derivabilna, onda je na njemu neprekidna i integrabilna
na svakom [a,b] C I. Ako je F neprekidna na segmentu [a,b], onda je ona i
integrabilna na tom segmentu.

Obrnuto, veé¢ smo vidjeli da postoje funkcije koje su neprekidne, a nisu deri-
vabilne, a i da postoje funkcije koje su integrabilne, a nisu neprekidne. Zapravo
su sve po dijelovima neprekidne funkcije na svakom podsegmentu svoje domene
integrabilne i tesko je naéi primjer ogranicene funkcije (dakle, funkcije za koju
definicija odredenog integrala ima smisla), a koja nije integrabilna. Najpoznatiji je
takav primjer Dirichletova funkcija, spomenuta na stranici

Sad kona¢no ima smisla i osnovni teorem infinitezimalnog ra¢una (Newton-
Leibnizova formula) koji iskazuje medusobnu inverznost deriviranja i integriranja i
povezuje odredene s neodredenim integralima za neprekidne funkcije.

Teorem 13 (Osnovni teorem infinitezimalnog rac¢una) Neka je realna funk-
cija F neprekidna na segmentu [a,b]. Tada je formulom

f(x):/:F(t)dt, 2 € [a,b]

definirana funkcija f : [a,b] — R i ona je antiderivacija funkcije F' na {(a,b).
Nadalje, za svaku antiderivaciju f od F vrijedi

b

[ = s

= f(b) = f(a).

a

Zadatak 71 Koriste¢i Newton-Leibnizovu formulu dokaZite svojstvo linearnosti za
odredene integrale neprekidnih funkcija.

3.5 Teoremi srednje vrijednosti

Dva su znacajna teorema srednje vrijednosti u matematickoj analizi: Lagrangeov
teorem srednje vrijednosti, koji se odnosi na derivacije, te teorem srednje vrijednosti
za integrale. Oni su, naravno, medusobno povezani.

Geometrijski smisao Lagrangeovog teorema srednje vrijednosti je sljedeéi. Ako
imamo graf derivabilne funkcije i njegovu proizvoljnu sekantu, uvijek se moze
naéi bar jedna tocka na grafu (izmedu toc¢aka koje odreduju sekantu) takva da je
tangenta u toj tocki paralelna toj sekanti (slika . Fizikalno gledamo, teorem
kaze da za svaku vremenski ovisnu veli¢inu postoji trenutak u kojem je trenutna
brzina promjene te veli¢ine jednaka prosjec¢noj brzini tokom cijelog promatranog
vremenskog intervala. Formalno, teorem glasi:
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QF----

Slika 3.30: Lagrangeov teorem srednje vrijednosti.

Teorem 14 (Lagrangeov teorem srednje vrijednosti) Ako je realna funkcija
jedne varijable f derivabilna na otvorenom intervalu I, onda za svaka dva broja
a,b e I (pri cemu je a < b) postoji broj c € (a,b) takav da je

Zadatak 72 Recimo da znate da za neku funkciju f : R — R vrijedi f(2) =1 4
f'(z) <5 za sve x € R. Pokazite da je f(5) <16 i f(—1) > —14.

Teorem srednje vrijednosti za integrale odnosi se na prosjecne vrijednosti nepre-
kidnih funkcija na segmentu, no moze se primijeniti na po dijelovima neprekdidne
funkcije. Po Bolzano-Weierstralovom teoremu [6] znamo da neprekidne funkcije na
segmentu postizu svoju minimalnu i maksimalnu vrijednost m i M. Prosjecna vri-
jednost se, logi¢no, mora nalaziti negdje izmedu minimalne i maksimalne vrijednost,
ali gdje? Uzmimo za ilustraciju situaciju pozitivne neprekidne funkcije, iako se
zakljucivanje na isti nac¢in moze prosiriti i na sve po dijelovima neprekidne funkcije
na segmentu. Znamo da je za takve funkcije F' integral [ f F(t) dt isto $to i (crvena)
povrsina omedena grafom, vertikalama ¢t = a i t = b te s osi apscisa (crvenkasta
povrsina na slici . Ta povrsina je u biti isto Sto i ,,ukupna® vrijednost funkcije
F na tom intervalu (jer je odredeni integral poopéenje sumiranja na infinitezimalne
razmake). Takoder, ona je sigurno izmedu povrsina pravokutnika koji su jednako
siroki kao i ta povrsina, ali su im visine m odnosno M. Ocigledno postoji pravo-
kutnik iste Sirine koji ima to¢no povrsinu [ ;’ F(x)dt (sivo na slici . Njegova
visina F je prosjecna vrijednost F na intervalu [a,b]. Za taj pravokutnik vrijedi da
je dio crvene povrsine iznad njega jednak manjcima crvene povrsine ispod njega.
Ova razmatranja formaliziraju se kao:



152 POGLAVLJE 3. INFINITEZIMALNI RACUN

Slika 3.31: Teorem srednje vrijednosti za integrale.

Teorem 15 (Teorem srednje vrijednosti za integrale) Ako je F' (po dijelo-
vima) neprekidna na [a,b] i m je njena minimalna, a M maksimalna vrijednost na
tom intervalu, onda je

(b—a)mg/bp(t) dt < (b—a) M,

a

odnosno postoji ordinata F € [m, M] takva da je
b —_—
/ F(t)dt =F- (b—a).

Dakle, prosje¢na (srednja) vrijednost neprekidne funkcije F' na intervalu [a, b],
se racuna kao

_ 1 b
F = F(t) dt.
b_a/a (t)

Uocimo da je formula za racunanje prosjecne vrijednosti konzistentna u smislu
fizikalnih dimenzija: Znamo da je mjerna jedinica integrala f: F(t)dt jednaka
umnosku jedinica od F(t) i t, a to se dijeli s razlikom b i a (koji su nezavisne
varijable, dakle imaju jedinicu od t) te rezultat, prosje¢na vrijednost od F, ima
jedinicu kao i F'(t).

Sad lako vidimo i poveznicu s Lagrangeovim teoremom srednje vrijednosti.
Ako je f antiderivacijaf od F' i F' neprekidna, po Newton-Leibnizovoj formuli je
F = W te je srednja vrijednost F funkcije F po Lagrangeovom teoremu
srednje vrijednosti jednaka f/(¢) = F(c) za neki ¢ izmedu a i b.
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Primjer 175 Kolika je prosjecna temperatura patke iz primjera[89 tijekom pecenja?
Vidjeli smo: U svakom trenutku t tijekom pecenja temperatura patke je

D(t) = 200°C — 198°Ce Kt min™"

gdje je k = (——hl ) min~! ~ 0,00244438 min~!. Patka je pecena nakon T =
min—1!
k

In 200 80 ~ 204,868 min. Dakle, trazimo

1 in—1
2 o T 1 o —kT min _ 1 —
= 7 0/ (00(: +7198°C(e ))

120°C — 198°C
= 200°C + % ~ 44,20(:.
h’lm

Primjer 176 Kolika je prosjecna gustoca nehomogenog ravnog stapa duljine L
kojemu je ovisnost gustoce o udaljenosti od jednog kraja opisana neprekidnom
funkcijom p = p(z) i gdje mu je centar mase? Znamo da je ukupna masa Stapa

(vidi str. %D M = / x)dx, pa je prosjecna gustoca

p= L/p

Poziciju X centra mase dobijemo iz uvjeta

L
M X :/ xp(x)de.
0
Posljednji je naime integral infinitezimalna verzija sume > m;x;.
Sad kona¢no mozemo zavrsiti i nas motivacijski primjer

Primjer 177 U primjeru[67] vidjeli smo da je za primjer [{8 funkcija brzine dana
s
v(t) = —0,100 =% + 3,00 5% + 35 —
S s S

za 0 <t < 30s ¢ trebalo je odrediti prosjecnu brzinu. Supstituiramo li x = g i

Y= mL/S u gornu formulu dobit cemo isti zadak u preglednijem obliku: Treba odrediti
prosjek funkcije y = f—x + 322 + 35 na [0, 30]:

30
/ (—x + 322 +35> dz = 260,

dakle je prosjecna brzina rakete iz primjera |48 T = 260m/s.

y300

Zadatak 73 Tokom jednog dana utvrdeno je da je ovisnost temperature 6 (u °C) o
vremenu t (u satima od podneva: —12h <t < 12h) dobro opisana formulom 0(t) =
0,001°Ch~*¢* — 0,280°Ch~2¢2 4 25°C. Koja je prosjecna vrijednost temperature
tog dana?
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3.6 Nepravi integrali

5 dt
/1 (t—2)2

Na prvi pogled radi se o obi¢nom odredenom integralu za koji bi formalni racun
dao f1 = 2 = —i‘i = —%. To rjesenje je krivo! Zasto? Ako je to odredeni
integral, onda bi broj —% trebao odgovarati razlici povrsina iznad i ispod t-osi koje
graf podintegralne funkcije F'(x) = = 2)2 zatvara s t-osi, izmedu vertikala t =1 i
x = t. Posebno, bududi da je iznos integrala ispao negativan, to bi znacilo da je F
izmedu t =11t = 5 veéi dio povrsine ispod, nego iznad t-osi. No, F' je oc¢igledno
svuda pozitivna?! Problem je da u gornjem integralu podintegralna funkcija nije
ogranic¢ena na intervalu na kojem integriramo, a odredeni (Riemannov) integral
je definiran samo za funkcije ograni¢ene na podrucju integriranja. Stoga gornji
integral nije odredeni integral.

Nepravi integrali su integrali koji podsje¢aju na odredene integrale jer imaju
granice integriranja, ali je funkcija na podrucju integriranja neogranicena ili je pak
podruéje integriranja neogranic¢eno. Primjeri nepravih integrala su:

/ot—l /lnxdx/ tgtdt,
+ood 5 dt +o0o
/ —Qx,/ 72,/ e~ da.
1 x o 1+t —oo

Prva tri imaju ogranic¢ena podrucja integriranja, ali su podintegralne funkcije
unutar podrudja integriranja neogranicene (imaju vertikalnu asimptotu), a druga
tri imaju neograni¢ena podrucja integriranja, ali su podintegralne funkcije na tim
podruéjima ogranic¢ene (sve tri unutar navedenih intervala poprimaju vrijednosti
isklju¢ivo izmedu 01 1).

Dakle, neprave integrale mozemo podijeliti u dvije vrste: one s neograni¢enom
podintegralnom funkcijom na ograni¢enom podrucju integriranja i one s ogranice-
nom podintegralnom funkcijom na neograni¢enom podrucju integriranja. Posljednji
tip je est u primjenama vezanim za vjerojatnost (i stoga za kvantnu teoriju).

Promotrimo integral

3.6.1 Nepravi integrali s neogranicenim podruc¢jem in-
tegracije

Ako je podrudje integriranja neograniceno, tj. ako je jedna ili obje granice integri-
ranja beskonacna, neprave integrale dobivamo kao limese odredenih s varijabilnom
granicom: Beskonacna se granica integrala zamjenjuje konac¢nom, ali varijabilnom,
¢ime integral postaje odredeni, a nakon integriranja s ta nova granica pusti da tezi
u odgovarajucu beskonacnost. Za integrale kojima je gornja granica beskonacna ta
ideja je ilustrirana slikom
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Y

Slika 3.32: Nepravi integrali s neograni¢enim podrucjem integriranja.

Definicija 19 (Nepravi integrali s neograni¢enim podrucdjem integriranja)

Integrali / F(t) dt kod kojih je a = —o0 ili b = 400 definiraju se ovako:

b
/ F(t) dt = lim/ F(t) dt
R—400 J_R

+o0
. F(t) dt = lim / F(t
a R——o00
400 C +o00o
. F(t) dt = / F(t)dt+ [ F(t) dt za bilo koji c € R.

Ako je konacni rezultat izracunavanja potrebnog(ih) limesa realan broj, kazemo da
nepravi integral konvergira, a u suprotnom da divergira.

Integrali s neogranicenim podrucjem integriranja na kojem funkcija

00 1
Int dt ilz'/ z2, sigurno ne konvergiraju.

nije ogranicena, primjerice /
—0o0

0

Primjer 178 Promotrimo integrale tipa

/OO dx
1z’
gdje je a realan broj. Primijetimo prvo da oni u slucaju a < 0 sigurno divergiraju,

jer u tom slucaju podintegralna funkcija nije ogranicena na podrucju integriranja
(vidi prethodnu napomenu).
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Za a > 0 podintegralna funkcija ima x-o0s kao desnu horizontalnu asimptotu pa
je ogranicena na intervalu [1,400). Po definiciji je

®© dg ) R dx
— = lim —
1 x® R—ooJ1 2%

Integrali flR % su odredeni integrali. Imamo dva slucaja, ovisno o tome je li a =1

ili nije. Za a =1 dobivamo

R d R d
/ —x:/ —x:lnxﬁ:lnR
1o 1@

1 stoga

[e'e] R
/ E: lim %: lim In R = +o0.
1

x R—o0 J1 T R—o0

Dakle, za a = 1 imamo divergentan nepravi integral. Za pozitivan a % 1 imamo

/R dSL'_ 3:.1—a
1 z¢  1—a

Ako jea > 1, onda je 1 —a < 0 pa je imp_oo R'~* = 0 pa je stoga

ope
) l—-a 1-—a

= lim — =

/Oodx . Rl=@ 1 1
1 2% R3cl—a 1—a a-—1

Ako je pak a > 1, onda je 1 —a > 0 pa je limp_ oo R~ = 400 i stoga je

— = lim = +4o00.

e Rsol—a 1—a

/OO dx R'—@ 1
1

Naposlijetku, za a = 0 imamo [;** dz = limg_, 1 o0o(R — 1) = +o0.

oo
x
Zakljucujemo: Integrali / — su za za a < 1 divergentni nepravi i za a > 1
1 T

konvergentni nepravi integrali.
+oo

Zadatak 74 Izraéunajte/ exp(—t) dt.
0

Za slucaj integrala tipa joos , po definiciji treba ih ,razbiti“ u nekoj tocki c,
a najcescée se bira ¢ = 0. Ukoliko je funkcija f parna (ili neparna) i ako nepravi
integral f0+°° F(t) dt konvergira, mozemo primijeniti pravila za takve funkcije iz
odredenih integrala, tj. za parnu funkeiju je tada [T2° F(t) dt =2 [("° F(t) dt, a
za neparnu [T F(t) dt = 0.
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Primjer 179 Odredimo [T°° ~42, . Po definiciji on je jednak [°__ & + [y e

—00 1+$2 o0 W 1-‘1—3}2 .
Podintegralna funkcija je parna. Odredimo f0+°° 14(:9;2' Imamo:
too dx R dx T
—— = i —— = i tg (R) = —.
L, ) T i e () = 3

Stoga je
/+°° dx ™
= —2._=n.
oo 1422 2

Uocimo korisnu ¢injenicu: Integrali tipa [° F(t) dt sigurno divergiraju ako je
F neogranicena na [a, +00), nego i kad ima desnu horizontalnu asimptotu razli¢itu
od osi apscisa. U posljednjem je slucaju naime u povrsinu koja je opisana takvim
integralom ukljucen pravokutnik beskonacne Sirine i fiksne visine, a ta povrsina ne
moze biti kona¢na. Analogno, integrali tipa ff « F(t) dt sigurno divergiraju ¢im F'
nema os apscisa za lijevu horizontalnu asimptotu.

Pomocu nepravih integrala s neograni¢enim podrucjem integriranja definiraju
se neke tzv. specijalne funkcije, medu kojima je najpoznatija gama-funkcija I'. Njen
smisao je poopcenje faktorijelalﬂ na realne brojeve:

“+oo
I(x) = / t* et dt.
0

Gama-funkcija kao prirodnu domenu ima R\ (—N). Za prirodne brojeve n je
I'(n+ 1) = n!, pa uvrstavajuéi £ = n + 1 u definiciju gama-funkcije dobivamo jednu
formulu koja olaksava izracunavanje nekih integrala koji se pojavljuju u kvantnoj
teoriji:

/+OO z"exp(—ax) dx = o (a>0) (3.6)

0 g+l ' '
S druge strane, neki nepravi integrali se ne mogu izracunati preko definicije jer
nije odrediva formula antiderivacije, no mogu se izracunati drugim matematickim
metodama. Medu njima je korisno znati jedan, koji se ¢esto pojavljuje u racunima
vezanim za vjerojatnost:
1 /=

+o0o
/ exp(—az?) dz = Vg (a > 0). (3.7)
0 a

3.6.2 Nepravi integrali neogranicenih funkcija

Za neprave integrale s neograni¢enom podintegralnom funkcijom na ogranicenom
podrudju integriranja ideja definicije je slina: malo (za ¢ > 0) se odmaknemo
prema unutrasnjosti podruéja integriranja od tocke u kojoj imamo vertikalnu
asimptotu (primjerice, ako je ona u desnom rubu pomaknemo se ulijevo, vidi sliku
, racunamo odredeni integral s tako pomaknutom granicom i zatim pomalo
smanjujemo odmak € prema 0.

40Za prirodan broj n, n faktorijela je broj n! =1-2-3-...-n. Po definiciji je 0! = 1.
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Slika 3.33: Nepravi integral neogranicene funkcije.

b
Definicija 20 (Nepravi integrali neogranicenih funkcija) Integral / F(z)dzx
a

za F koja unutar [a,b] ima vertikalnu asimptotu se definira na sljedeéi nacin:

o Ako je x = a vertikalna asimptota za F,

b b
/ F(z)dz = lim F(z)dz.
a =0+ Ja+e

o Ako je x = b vertikalna asimptota za F,

b b—e
/ F(z)dx = lim F(z)dx.
a

e—0+ Jq

o Ako je za neki ¢ € {(a,b) pravac x =c VA za f:
b c b
/ F(x)dx:/ F(x) dx—}-/ F(z)dx.

Ako je rezultat racunanja nepravog integrala realan broj, kazZemo da integral konver-
gira, u suprotnom da divergira.
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Primjer 180 Promotrimo integrale tipa

L dz

0 x®’
gdje je a realan broj. Primijetimo prvo da su to u slucaju a <0 (—a > 0) odredeni,
a ne nepravi integrali:

1d 1 1
—x:/x_“dx: , a<D0.
o z¢ 0 1—a

Za a > 0 podintegralna funkcija ima vertikalnu asimptotu u lijevom rubu podrucja
integriranja. Stoga je po definiciji fol % = limg o4 fal %. Integrali f; % sad
su odredeni integrali neprekidnih funkcija pa mozZemo koristiti Newton-Leibnizovu
formulu. Imamo dva slucaja, ovisno o tome je li a = 1 ili nije. Za a =1 dobivamo

fgl % = —In(e), a za pozitivan a # 1 je fsl % = ﬁ (1 —e'7%). Zakljucujemo:
! de limeﬁoJrﬁ(l—sl*a):{jerl—a>0}:ﬁ, O<ax<1
— =< lim. 04+ (—In(e)) = +o0, a=1
0

lim._,or ﬁ(l —el") ={jer1 —a <0} =+o00, a>1

1 dx
Dakle, integrali / — su za a <0 odredeni, za 0 < a <1 konvergentni nepravi i
0o T

za a > 1 divergentni nepravi integrali.

1
Zadatak 75 Izraéunajte/ log,, t dt.
0

Nepravi integrali ¢esti su u primjenama vezanim za vjerojatnosni ra¢un, posebice
u kvantnoj teoriji. Tu je potrebno racunanje raznih vjerojatnosti tzv. kontinuiranih
sluc¢ajnih varijabli, tj. nepredvidivih numerickih rezultata pokusa koji mogu popri-
miti sve iznose unutar nekog intervala realnih brojeva. Veé¢ smo u primjeru [124]
spomenuli da tada intuicija koju imamo iz znanja ra¢unanja vjerojatnosti dogadaja
za pokuse koji imaju samo konac¢no mnogo mogucih ishoda ne vrijedi. Ovdje ¢emo
se osvrnuti samo na osnovne ideje i principe vjerojatnosnog racuna za kontinuirane
slucajne varijable.

U vjerojatnosti razmatramo slucajne pokuse, tj. aktivnosti za koje su poznati
mogudi ishodi, ali nije moguce unaprijed predvidjeti koji ¢e se od njih dogoditi. Za
dani sluc¢ajni pokus pojedina¢ni moguéi ishodi nazivaju se elementarnim dogadajima,
a skup €2 svih elementarnih dogadaja zove se vjerojatnosni prostor. Podskupovi od
) nazivaju se (slucajnim) dogadajima. U pravilu je zgodno elementarne dogadaje
poistovjetiti s realnim brojevima. To ¢inimo tako da sluc¢ajni pokus, tj. funkcijom
X : 2 — R koja elementarnim dogadajima pridruzujemo realne brojeve. Slucajne
varijable kojima je slika interval zovu se kontinuirane slucajne varijable.

Primjer 181 Funkcija X koja slucajno (nasumicno) odabranom studentu pridru-
Zuje njegovu visinu je kontinuirana slucajna varijabla.
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Vjerojatnost je realna funkcija p koja slu¢ajnim dogadajima A C € pridruzuje
njihove vjerojatnosti p(A), pri ¢emu mora vrijediti:

1. Vjerojatnost nikojeg dogadaja ne moze biti negativna: p(A) > 0 za sve A.
2. Sigurno ¢e se desiti neki ishod iz vjerojatnosnog prostora: p(2) = 1.

3. Vjerojatnost da se dogodi neki od dogadaja koji se medusobno iskljuc¢uju
(ne se mogu istovremeno dogoditi) jednaka je zbroju njihovih vjerojatnosti:
p(A1UA U ...) = p(A1) + p(A2) + ... ako je A; N Aj = 0 za sve parove
indeksa 1, j.

Iz navedenih svojstava lako se pokaze da su vjerojatnosti dogadaja uvijek brojevi
izmedu 01 1:
0<p(4) <1

za sve A C Q. Primijetimo i da se za svaki dogadaj A (,dogodio se A”) on i njegov
suprotni dogadaj A¢ = Q\ A (,nije se dogodio A”) medusobno isklju¢uju, a u uniji
daju citav Q. Stoga je p(A) + p(A°) = p(Q) = 1, te vrijedi sljedec¢a formula za
vjerojatnost suprotnog dogadaja:

P(A%) = 1 — p(A).

U slucaju kontinuiranih slucajnih varijabli u pravilu postoji funkcija gustoce vjero-
jatnosti ¢ : R — R takva da se vjerojatnost da takva sluéajna varijabla poprimi
vrijednost najvise (manje od) b (realan broj ili +00) moze izracunati kao

b
PX <h)=p(X<b) = [ gl
— 0o
Buduéi da vjerojatnost ne moze nikad biti negativna, vidimo da kao funkcije
gustoce u obzir dolaze samo nenegativne funkcije koje i lijevo i desno imaju x-os
kao horizontalnu asimptotu. Pritom, uvijek je ¢(z) = 0 ako x nije u slici funkcije
X, tj. ako x nije pridruzen nikojem elementarnom dogadaju. Nadalje, iz p(Q2) = 1
slijedi normiranost funkcije gustoce vjerojatnosti:

/+OO e(x)de =1

—00

Vjerojatnost da slu¢ajna varijabla poprimi iznos barem a je p(X > a) =1—p(X <

a), dakle:
+oo

p(X >a)=P(X >a)= / o(z) de.

a

Takoder se lako vidi da vrijedi i

pla <X <b) = /b o(z)dz.

a
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Ukratko: Vjerojatnost da slucajna varijabla X poprimi vrijednosti izmedu a i b
(gdje je a < bia je realan broj ili —oo, a b je realan broj ili +00) jednaka je povrsini
koju s osi z zatvara njena funkcija gustoée , unutar podrucja integriranja. Stoga
je za kontinuirane slucajne varijable X vjerojatnost p(X =a) =pla < X <a)=0
za sve a € R: Za kontinuirane sluc¢ajne varijable je vjerojatnost da poprime bilo
koju pojedinacnu vrijednost uvijek 0. Posebno, iznosi ¢(x) nisu vjerojatnosti da
slu¢ajna varijable X poprimi vrijednost x

Cesto je potrebno odrediti i o¢ekivanje (o¢ekivana ili prosjecna vrijednost)
sluc¢ajne varijable X. Ono se definira s

o0
(X) :/ x @(x)dz.
—0o0

Primjer 182 OpazZanje elektrona unutar na nekoj udaljenosti do jezgre je primgjer
slucajnog pokusa, svaka konkretna udaljenost je elementarni dogadaj, a svaki raspon
udaljenosti je primjer dogadaja. Moguée udaljenosti elektrona od jezgre su od 0
navise. Stoga pokus ’promatranja’ udaljenosti elektrona do jezgre poistovjecujemo s
kontinuiranom slucajnom varijablom r koja svakoj mogucoj udaljenosti pridruzuje
njen iznos podijeljena s, npr., pm. Slika varijable r je [0, +00).

U kvantnoj teoriji se elektroni opisuju kompleksnim funkcijama v koje zovemo
valnim funkcijama odnosno orbitalama koje indirektno opisuju vjerojatnost nala-
zenja elektrona u nekom dijelu prostora. Prema Bornovoj interpretaciji, za valnu
funkciju v je funkcijalﬂ |¥|? = ¢* funkcija gustoée vjerojatnosti za nalazenje
Cestice opisane valnom funkcijom v unutar prostora u kom se nalazi.

Primjer 183 Cestica u jednodimenzionalnoj kutiji je cestica koja se moZe gibati
samo unutar segmenta [0,a]. Pripadne valne funkcije dane su (za razlicite kvantne

brojeve n € Ng) formulom
() = Asin@, 0<z<a.
a

Odgovarajuca funkcija gustoce vjerojatnosti je prema Bornovoj interpretaciji

A? 2
on(z) = A%sin? nmr_ L <1 — cos nmc) .

a 2 a

Uvjet normiranja se ovdje svodi na

/Oa on(x)dr = 1.

@ @ A2 2 A?
/ on(z)da = / — (1 — Co8 nwx) de =— -a,
0 0

2 a
dakle je A = \/g

UNo, p(x —1/2 < X <z +1/2) = ¢(z).
4284 * se kod funkcija oznacava kompleksno konjugiranje.

Imamo
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Zadatak 76 Odredite ocekivanu vrijednost (x) poloZaja cestice kvantnog broja n
u jednodimenzionalnoj kutiji [0,a] i vierojatnost P da se cestica nade u srednjoj
trecini kutije.

Za elektrone valna funkcija ovisi o tri prostorne varijable, te bi nam za racune
s odgovaraju¢om funkcijom gustoée vjerojatnosti trebao trostruki integral. No,
izracunavanjem odgovarajuceg dvostrukog integrala izvodi se radijalna gustoca
vjerojatnosti

() = { 4rr? |2, >0

0, r<0’

koja opisuje vjerojatnost da elektron bude na nekoj udaljenosti r od jezgre.

Primjer 184 Odredimo prosjecni (dakle, ocekivani) polumjer vodikove 1s-orbitale

1 T
(r), tj. valne funkcije definirane s 10,0 = 5 X <—> za v > 0. Pritom je
agm a0

ap = 52,9 (jer je 52,9 pm tzv. Bohrov rad2jus). Stoga je radijalna funkcija gustoce

4 2r
b100(r) = 427 [r00(r) 2 = —=1 exp (—) .

ag a

Stoga koristeci formulu dobivamo:

+oo 4 [T 2r 4 3! 3
= dr = — 3 T )ldr= = —— = Zqy.
(r) /0 ro(r)dr 2 Jo r° exp ( ao) r 3 @ay)? 50

Uocite: Prosjecna tj. ocekivana udaljenost elektrona od jezgre je % Bohrova radijusa,
dok je udaljenost za koju je 1/1%0’0 maksimalna (zadatak za Vas: pokaZite to) jednaka
Bohrovom radijusu. Dakle: Ocekivani rezultat ne mora biti isto Sto i rezultat
koji odgovara maksimumu funkcije gustoce. No, kako se radi o kontinuiranoj
slucajnoj varijabli, vjerojatnost da 1s elektron nademo tocno na nekoj udaljenosti
od jezgre, pa bila to i ,najvjerojatnija” udaljenost ag ili ocekivana %ao, jednaka je
0. No, primjerice, vjerojatnost da ée nas elektron biti na udaljenosti izmedu ag
i %ao jednak je povrsini ispod grafa od ¢100 @ izmedu navedenih apscisa (iznosi
[390/2 g1 o 0(r) dr = (10e — 17)/(2e3) ~ 25,3%.

ao

Primjer 185 Odredimo konstantu normiranja N > 0 2s-orbitale vodikova atoma,

tj. valne funkcija 200(r) = N (2 — T) exp <—2T) Odgovarajuca radijalna
aq a

funkcija gustoce vjerojatnosti je
22 )’ r
$2,0,0(r) = AN"7r <2 - > exp (—) ,
aq ag
a uwvjet mormiranja za nju je
+oo +oo
1= d200(r) dr= | $a00(r) dr

—0o0
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(jer je ¢2,0,0(r) =0 zar < 0). Racunanje nepravog integrala na desnoj strani gornje
. . . 23 . . . o 1 o 1
jednakosti daje 32N<aym, dakle je konstanta normiranja N = ,/m =i
Zavrsimo ovo poglavlje kratkim osvrtom na jedan termin koji se ¢esto susreée u
racunima s valnim funkcijama: ortogonalnost. Tako se ¢esto koriste razne konkretne
formulacije recenice ,Valne funkcije jedne cestice koje odgovaraju razli¢itim kvant-
nim brojevima su ortogonalne®. Radi se o specijalnom sluc¢aju ortogonalnosti dviju
funkcija integrabilnih na istom intervalu I. Naime, ako su f,g : I — R integrabilne,
pri ¢emu je I segment ili je pak jedna ili obje granice od I beskonacna i odgovarajuci
nepravi integrali konvergiraju, onda se njihov skalarni produkt definira kao

(f.g) = /I £(t) g(t) dt.

Za f i g kazemo da su ortogonalne ako im je skalarni produkt jednak nuli.

Zadatak 77 Provjerite da su valne funkcije koje odgovaraju razlicitim kvantnim
brojevima za cesticu u jednodimenzionalnoj kutiji medusobno ortogonalne.
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Poglavlje 4

Kompleksni brojevi i polarne
koordinate

4.1 Kompleksna ravnina

Imaginarni brojevi prvi put su se pojavili u 16. stolje¢u, vezano za problem rjesavanja
kubne jednadzbe. Njihova upotreba rasirila se tokom 19. stoljeca, nakon sto je
otkrivena njihova geometrijska interpretacija, sto je omogudilo i prve primjene tih
brojeva. Danas su najpoznatije primjene kompleksnih brojeva vezane za teoriju
elektriciteta i magnetizma (koju bitno pojednostavljuju) te za kvantnu teoriju.
Kao matematicka motivacija za uvodenje imaginarnih brojeva obi¢no se uzimaju
kvadratne jednadzbe s realnim koeficijentima. Poznato je da kvadratna jednadzba
az? 4+ bx + ¢ = 0 nema realnih rjesenja ako je njezina diskriminanta D = b? — 4ac
negativna. Najjednostavniji primjer takve jednadf)e jex?+1=0. Kaostosu 11i
—1 rjesenja kvadratne jednadzbe 22 — 1 = 0, definira se da su rjeSenja kvadratne
jednadzbe z? + 1 = 0 brojevi ¢ i —i. Broj i zove se imaginarna jedinicaE] ona je
dakle jedan od dva moguca (kompleksna) broja koji kvadrirani daju —1:

P? = (=) =-1.

Definicija 21 (Kompleksni brojevi) Kompleksni brojevi su brojevi oblika z =
z+yisx,y € R. Brojx = Re z se zove realnim dijelom, a brojy = Im imaginarnim
dijelom kompleksnog broja z (dakle, i realni i imaginarni dio kompleksnog broja su
realni brojevi). Skup svih kompleksnih brojeva oznacavamo s C.

Skup R je podskup od C jer svaki realni broj £ mozemo shvatiti kao kompleksni
broj x 4+ 0 - ¢. Brojeve kojima je realni dio nula zovemo ¢isto imaginarnima.

1Oznaka i za imaginarnu jedinicu potjece iz 18. st., kad ju je uveo $vicarski matematicar
Leonhard Euler.

165



166 POGLAVLJE 4. KOMPLEKSNI BROJEVII POLARNE KOORDINATE

N

Im(z)

arg(z) = ¢

8

Slika 4.1: Kompleksna ravnina, apsolutna vrijednost i argument kompleksnog
broja.

Svaki kompleksan broj z = x + y i na prirodan nazin mozemo poistovjetiti s
tockom (x,y) u pravokutnom, u pravilu Kartezijevom, koordinatnom sustavu u
ravnini (i obrnuto: svakoj tocki u koordinatnoj ravnini odgovara kompleksan broj).
Pritom uzimamo da apscise predstavljaju realne, a ordinate imaginarne dijelove
pa se koordinatne osi u ovom sluc¢aju zovu realna i imaginarna os. Na realnoj osi
se nalaze svi realni brojevi, a na imaginarnoj svi ¢isto imaginarni. Interpretaciju
tocaka koordinatne ravnine kao kompleksnih brojeva na opisan nacin nazivamo
kompleksna ravnina. Pritom, ako je z € € prikazan u kompleksnoj ravnini, njegova
udaljenost do ishodista naziva se njegovom apsulutnom vrijednoséu i oznacava s
|z|, a kut kojeg spojnica ishodista s tockom z zatvara s pozitivnim dijelom realne
osi naziva se argumentom kompleksnog broja z, oznaka arg(z) (slika 4.1f). Pritom,
nula nema jednoznacno definiran argument, tj. 0 je kompleksan broj apsolutne
vrijednosti 0 i bilo kojeg argumenta. Nadalje, u pravilu se podrazumijeva da se
uzima tzv. glavna vrijednost argumenta, tj. argz € (—m, 7.

Primjer 186 Govoriti o kompleksnim brojevima argumenta 5 je isto sto i govoriti
o cisto imaginarnim brojevima s nenegativnim imaginarnim dijelom.

Primjer 187 Za svaki kompleksan broj z # 0 je arg|z| = 0 (ili visekratnik od 27).

Ako pretpostavimo da su koordinate u kompleksnoj ravnini Kartezijeve, lako je
izvesti da za z = x + y i vrijedi

)
= 2492 ¢ ==,
ol = /2212, tgarg(z) =

Primjer 188 Dana je jednadzba |z — 5 — i| = 2. Ona opisuje kompleksne brojeve
¢ija udaljenost do kompleksnog broja 5 + i iznosi 2, tj. to je kruznica polumjera 2
sa sredistem u 5 +1 = (5,1).
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Tim(z)

Slika 4.2: Suprotni i kompleksno konjugirani broj.

Zadatak 78 Kako u kompleksnoj ravnini glasi jednadzba jedinicne kruznice, tj. kruz-
nice polumjera 1 sa sredistem u 0?

Za svaki kompleksan broj z = x + y 4 definiran je njegov suprotni broj —z =
—x — y 1 i njegov kompleksno konjugirani broj z = x — y¢. Skiciramo li z, —z i Z
u kompleksnoj ravini (slika [4.2), o¢avamo: Funkcija definirana s f(z) = —z kao
funkcija sa C u dﬂ interpretirana u kompleksnoj ravnini je rotacija oko ishodista za
ispruzeni kut, a funkcija definirana s g(z) = z kao funkcija sa C u C interpretirana
u kompleksnoj ravnini je osna simetrija (zrcaljenje) s obzirom na realnu os. Uo¢imo
daida je g(z) =z, tj. g = id* (kod kompleksnih funkcija se konjugiranje oznacava
S *).

Zadatak 79 Izracunajte —z ¢ Z za z = 3i — 2.
Uoc¢imo da za sve z € C vrijedi:
—(—2)=2, zZ==z2.

Svaka kvadratna jednadzba a 22 +bz+c = 0 je rjesiva u kompleksnim brojevima,
pri cemu za slucaj realnih koeficijenata a, b i ¢ te za D < 0 ona ima dva kompleksno
konjugirana rjesenja x12 = —% +iv-—D.

Zadatak 80 Rijesite jednadzbu 42?4+ 12z 4+ 25 = 0 u skupu C i skicirajle njezina
rjesenja u kompleksnoj ravnini.

Kompleksne brojeve lako je zbrati i oduzimati, samo se zbroje odnosno oduzmu
odgovarajuci realni i imaginarni dijelovi:

(z+yi) L@ +yi)=(@+t2)+yLy)i.

2Funkcije s kodomenom € zovu se kompleksne funkcije.
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AIm(z)

Re( z\)

Slika 4.3: Zbrajanje kompleksnih brojeva.

U kompleksnoj ravnini to odgovara zbranju odgovarajuéih radij—vektoraﬁ dan (slika
. Iz toga slijedi da funkciju f : C — C oblika

f(z) = 2+ 20,

gdje je zg fiksiran kompleksan broj, mozemo interpretirati kao translaciju komplek-
sne ravnine za radij-vektor broja zo (slika [4.4)).

Zadatak 81 Dokazite nejednakost trokuta: Za svaka dva kompleksna broja z i w
vrijedi |z + w| < |z] + |w].

Dva kompleksna broja mnozimo po pravilima za mnozenje binoma. Umjesto
formule, ilustriramo to na primjeru.

Primjer 189 PomnozZimo 241 s 5 — 2i:
(2414)-(5—2i) = 2-54i-5—2-2i—i-2 = 10— 5i—4i—2-(i)*> = 10— 9i+2 = 12— 9.
Osobito je korisna sljedec¢a formula:
z-Z=|z2% (4.1)

Uocite da iz nje slijedi da je umnozak kompleksnog broja sa svojim konjugiranim
brojem uvijek nenegativan realan broj.

3Radij-vektor tocke T je vektor kojemu je pocetak u ishodistu, a kraj je 7.
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IS

/77
Y

T

6 7 8

T

Slika 4.4: Pribrajanje kompleksnog broja zg = 2 — ¢ kao translacija ravnine
(slika izradena programomo Geogebra).

Re

7
//

Primjer 190 U kvatnoj teoriji se prema Bornovoj interpretaciji kompleksne valne
funkcije v, vidi str. funkcija ¥* Y koristi kao funkcija gustoée vjerojatnosti
za nalaZenje elektrona u prostoru. Prema formulz' ona je jednaka |1|?, dakle
realna i nenegativna, sto i jest jedan od uvjeta na funkciju gustoce vjerojatnosti.
Napomenimo ovdje da fizicari i kemicari ovdje cesto nepravilno govore o kvadratu
valne funkcije umgjesto o kvadratu njezine apsolutne vrijednosti. No, kvadrat ne-
realnog kompleksnog broja nije jednak kvadratu njegove apsolutne vrijednosti:

2422 zeC\R
DokaZite to!
Zadatak 82 DokaZite formulu[f.1]

Pogledajmo sad jednakost 2 = —1, tj. i-i = —1. Podijelimo li ju s —i, dobivamo

*’L:*
1

Stoga je dijeljenje s —¢ uvijek isto Sto i mnozenje s —i.
Primjer 191
(8i—T7):i= (8 —7)-(—i) = —8i* + 7i = 8 + Ti.
Opéenito se dijeljenje kompleksnih brojeva svodi na mnozenje djeljenika s

reciproc¢nom vrijednosti djelitelja, pri ¢emu koristimo ¢injenicu:
1 1
- = — .7
z |2

Gornja formula dobije se prosirenjem lijeve strane sa Z i koristenjem formule


https://www.geogebra.org/
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Primjer 192 Podijelimo 2 +1 s 5 — 2i:

1 5+2 1 1 8 9
: — (244)- (5420) = —(8494) = — 4 4.
5252 - ) gs g (0120 = 55 (8490 = oo

(2+41) : (5—2i) = (2+4)-

No, dok je standardni, ,Kartezijev*, oblik kompleksnog broja (rastav na realni
i imaginarni dio) optimalan za zbrajanje i oduzimanje, za mnozenje i dijeljenje
jednostavniji je nacin koristenje eksponencijalnog (ili trigonometrijskog) oblika, dok
je za potenciranje i korjenovanje kompleksnih brojeva samo potonji upotrebljiv.

4.2 Eksponencijalni zapis kompleksnog broja

Iz veze izmedu realnog i imaginarnog dijela kompleksnog broja s njegovom apso-
lutnom vrijednosti i argumentom ocito je da je kompleksni broj moguée umjesto
preko realnog i imaginarnog dijela zadati preko njegova argumenta i apsolutne
vrijednosti. Pritom, kako se vidi sa slike vrijedi Rez = = = |z| cosarg z i
Imz = y = |z| sinarg z, dakle je (uz oznaku ¢ = arg z)

z=x+yi=|z|(cosp+isingp).

Ovakav zapis kompleksnog broja poznat je kao trigonometrijski zapis kompleksnog
broja.

Primjer 193 Kompleksan broj z = Ti — 2 u trigonometrijskom zapisu ima oblik
z = /53 (- cosarctg I +sinarctg 1) jer je [2| = /(—2)2+ 72 = /53, atgp = —1
te uzevsi u obzir da je z u drugom kvadrantu kompleksne ravnine zakljucujemo da
jep=m— arctg%.

No, u 18. st. svicarski matemati¢ar Leonhard Euler je koriste¢i redove potencija
(vidi poglavlje ??) dokazao da za svaki realan broj ¢ vrijedi Eulerova formula

exp(it) = cost + i sint.

Uvrstavanje Eulerove formule u trigonometrijski zapis kompleksnog broja daje
eksponencijalni oblik kompleksnog broja:

z = |z| exp(ip).

Tako je primjerice

s

exp (2 72T> =i, exp(im)=—1, exp (—i 2) =—i, exp(2imw)=1.

Zbog Eulerove formule vidimo da je eksponencijalna funkcija na ¢isto imaginarnim
brojevima periodi¢na s temeljnim periodom 27: exp(it + 27) = exp(it). Posebno,
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Im(z)

Slika 4.5: Reciproc¢ni i konjugirani broj imaju isti argument.

eksponencijalna funkcija s bazom e moze se prosiriti od realne do kompleksne
funkcije exp : C — C:

exp(z) = exp(z +iy) := exp(z) - exp(iy) = exp(x) - (cosy + i siny).

Posebno, kompleksna eksponencijalna funkcija i dalje ima svojstva exp(w + z) =
exp(w) - exp(z) odnosno exp(w — z) = exp(w)/ exp(z).

Dok eksponencijalni zapis nije pogodan za zbrajanje i oduzimanje kompleksnih
brojeva, pomocéu njega se lako provodi konjugiranje, mnozenje i dijeljenje komplek-
snih brojeva. Ve¢ smo rekli da je konjugiranje u kompleksnoj ravnini zrcaljenje s
obzirom na realnu os, dakle ne mijenja apsolutnu vrijednost kompleksnog broja, a
mijenja predznak argumenta (odnosno argument mijenja u 27 minus argument).
Dakle, ako je z = |z] exp(i ¢), onda je

7 = || exp(—ig) = |2| exp(i (27 — 9)).

Za mnoZenje z s w = |w| exp(i0) imamo z - w = |z| exp(iy) - |w| exp(if) =
2| |w] exp(ip + i), tj.

z-w = [2|[w] exp(i(p +0)),

dakle se pri mnozenju kompleksnih brojeva apsolutne vrijednosti mnoze, a argumenti
zbrajaju.

Zadatak 83 Dokazite to pomocu trigonometrijskog zadatka i objasnite kako nave-
deno svojstvo sugerira vezu s logaritamskom odnosno eksponencijalnom funkcijom.



172POGLAVLJE 4. KOMPLEKSNI BROJEVII POLARNE KOORDINATE

Im(z)

90°

3 Re(z)

90°

Slika 4.6: Mnozenje s ¢ je rotacija kompleksne ravnine za 90° u pozitivhom
smjeru.

Za dijeljenje dobivamo
Specijalno,

dakle je argz = arg% (vidi sliku .

Specijalno, sad vidimo da je funkcija f : C — C, f(z) = 20 -z uz |29| = 1,
dakle mnozenje svih kompleksnih brojeva istim kompleksnim brojem apsolutne
vrijednosti 1, u kompleksnoj ravnini rotacija za argument ¢o od zp: f(z) =
|20 |2] exp(i(¢ + ¢o)) = |z] exp(i(¢ + @o)). Primjerice, mnozenje s i je rotacija
kompleksne ravnine oko ishodista pravi kut u pozitivnom smjeru (slika .

Zadatak 84 Za kompleksne brojeve z = 1—1i ¢ w = 5t — 2 koristeci eksponencijalni
zapis izracunajte z, %, z-w iz :w. Bez pretvaranja u Kartezijev zapis zakljucite u

kojim kvadratnima kompleksne ravnine se nalaze ta cetiri broja.

Primjer 194 Izracunajmo i'. Imamo i =exp (i §)) = exp (i (§ + 2km)) za cijele

brojeve k pa je
1" = exp <z <2 + 2k7r)> =
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b

(koristimo svojstvo ()’ = e, koje vrijedi i za kompleksnu eksponencijalnu funk-

ciju)
= exp (z -1 <72T +2k7r)> = exp <— (;T + 2k7r>> .

Vidimo da i’ poprima beskonacno mnogo razlic¢itih vrijednosti od kojih je nulta,
,osnovna“, exp(—m/2), sto je iracionalan broj pribliznog iznosa 0,20787957635.

Zadatak 85 Kako biste prirodan logaritam prosirili do kompleksne funkcije?
Oprez, to nije u potpunosti jednostavno, za detalje upucujemo primjerice na web-
stranicu Mathematics LibreTexts: The function log z (na kojoj je In oznacen s log,
kako se cesto oznacava u anglosaksonskoj literaturi).

Prije nego se posvetimo potenciranju i korjenovanju kompleksnih brojeva uoc¢imo
i da uvrstimo li u Eulerovu formulu —¢ umjesto ¢ zbog parnosti funkcije kosinus
i neparnosti funkcije sinus dobivamo exp(—it) = cost — i sint. Zbrojimo li to s
i oduzmemo od exp(it) = cost + i sint, dobivamo exp(it) + exp(—it) = 2cost i
exp(it) — exp(—it) = 2i sint, dakle

_exp(it) 4 exp(—it) ot — exp(it) — exp(—it)

, C
2 2

cost

sto je jos jedan od razloga zasto hiperbolne funkcije nose imena sli¢na trigonome-
trijskim.
Pogledajmo sto se desi ako imaginarnu jedinicu uzastopno mnozimo samu sa
sobom:
PP=-1,P=—i,it=1,P=4 =-1,...

)

Dakle, potencije broja ¢ ponavljaju se periodicki s periodom 4 i nalaze se u vrhovima
+1, +i kvadrata u kompleksnoj ravnini. Opéenito, nije tesko (matematickom
indukcijom) iz formule za mnozenje kompleksnih brojeva u eksponencijalnom
obliku dokazati da za prirodne brojeve n vrijedi de Moivreova formula

2" = |z|" exp(iny).

1

Buduéi da je 27! = |z|7! exp(—i @) de Moivreova formula vrijedi za sve cijele

brojeve n.

Zadatak 86 Za z i w iz zadatka izracunajte z* i w™°. Argumentirajte zasto
su s rastuéim n € N brojevi 2™ sve dalje, a brojevi w™" sve bliZe ishodistu.

Preostalo je jos vidjeti kako korjenovati kompleksne brojeve. Naravno, definiciju
pojma n-tog korijena zelimo zadrzati: n-ti korijen (ovdje kompleksnog) broja z je
(kompleksan) broj w takav da je w™ = z. No, zbog periodi¢nosti eksponencijalne
funkcije na ¢isto imaginarnim brojevima, ovdje nikad ne¢emo imati jedinstvenost.

Primjer 195 Bududi da je 1 = 1* = (—1)* = i* = (—i)*, u kompleksnim brojevima
broj 1 ima (bar) cetiri cetvrta korijena: £1 i +i.
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Primjer 196 Pogledajmo broj z = 8 exp(imw/4). Uocimo da se on nalazi na
kruznici polumjera 8 oko ishodista, i to u prvom kvadrantu (radij-vektor mu tvori
kut 45° s pozitivnim dijelom realne osi). Recimo da Zelimo naci sve njegove
kompleksne treée korijene, dakle sve w = |w| exp(i ) takve da je w® = z. Po de
Moivreovoj formuli je

w? = |wl® exp(3i6),

dakle mora vrijedit
8 exp(im/4) = |w|? exp(3i6).

Zbog jednoznacnosti apsolutne vrijednosti kompleksnog broja i cinjenice da je ona
uvijek nenegativan realan broj imamo |z| = |w|3, tj. apsolutna vrijednost svakog
tredeg korijena od z je |w| = {/]z], §to je jednoznacno odreden nenegativan realan
broj, u nasem slucaju 2. Dakle, svi treci korijeni od z nalaze se na kruznici k
polumjera 2 oko ishodista.

Sto je s argumentima tih korijena? Vidimo da mora vrijediti exp(in/4) =
exp(3i0). No, exp(in/2) = exp(i (mw/4 + 2km)). Stoga je 30 = T + 2km za bilo koji
cijeli broj k. Na prvi pogled bi to znacilo da imamo beskonacno mnogo iznosa 0 i
stoga beskonacno mnogo trecih korijena od z, no ako bolje pogledamo 0 = 5 + %ﬂ -k
vidimo da cemo na k nakon svakog treceg koraka dobivati istu tocku. Dakle, imamo
samo tri razlicita treca korijena od z, to su oni koje dobijemo za k=0, 1 ¢ 2:

wo =2 exp(in/12), w1 =2exp(3in/4), ws=2exp(17im/12).

Uocimo da je kut izmedu radij vektora svaka dva susjedna od njih, wg © w1 odnosno
w1 T we odnosno wa i wy jednak 27/3, dakle suwo, wy i wy vrhovi jednakostranicnog
trokuta.

Kao i u gornjem primjeru, uvijek vrijedi: Svi kompleksni n-ti korijeni broja z
nalaze se na kruznici polumjera {/[z] > 0 oko ishodista, tj. | {/z| = {/]z[. Nadalje,
svaki kompleksan broj ima tocno n razlicitih kompleksnih n-tih korijena na toj
kruznici, pri ¢emu je kut izmedu svaka dva susjedna od njih jednak %’T (dakle,
oni ¢ine vrhove pravilnog n-terokuta), a nulti od njih ima argument %gz. Dakle,
de Moivreova formula primijenjena na % umjesto n daje samo jednu, nultu, od n
potrebnih vrijednosti. Stoga je umjesto njenog zapisivanja u tom obliku bolje kao
pravilo za korjenovanje u skupu C zapamtiti:

Propozicija 15 Ako je z = |z| exp(iy), onda i {/z ima n vrijednosti {/|z| -
exp(i%—{—%r-k:) 2ak=0,1,...,n—1.

Zadatak 87 U kompleksnoj ravnini, bez eksplicitnog koristenja prethodne propozi-
cije, skicirajte sve Seste korijene od t i sve pete korijene od —100000.
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4.3 Polarne koordinate u ravnini

Dosad smo krivulje opisivali eksplicitnom jednadzbom y = f(x) ili pak parametar-
skim jednadzbama x = z(t), y = y(t). Pritom su z i y bile standardne pravokutne
koordinate u ravnini. No, u ravnini se Cesto koristi i jedan drugaciji tip koordi-
natnog sustava, a to je polarni. Polarne koordiante tocke u ravnini su isto sto i
apsolutna vrijednost i argument kompleksnog broja kojem ta tocka odgovara, samo
se drugacije nazivaju.

Polarni koordinatni sustav u ravnini odreden je jednom tockom, ishodistem O,
te jednim polupravcem o s pocetkom u O kojeg nazivamo polarna os. Polarna os
se obi¢no crta horizontalno s usmjerenjem prema desno i u slucaju prerac¢unavanja
koordinata iz Kartezijevog u polarni sustav (ili obrnuto) se poistovjeéuje s pozitivnim
dijelom osi apscisa.

Za jednoznacan opis pozicije tocke T' u polarnom koordinatnom sustavu trebaju
nam kao i u pravokutnom dvije koordinate —to je posljedica dvodimenzionalnosti
ravnine. Pritom kod polarnih koordinata nije definiran standardni redoslijed koja je
prva, a koja je druga. Prva polarna koordinata tocke je njezina polarna udaljenost
r =d(0, T)E| a druga koordinata je polarni kut ¢ = Z(0, OT), mjeren u pozitivnom
smjeru. Uoc¢imo da ako T interpretiramo kao kompleksan broj z, onda je r = |z| i
@ = arg z. Ocigledno je uvijek r > 0, dok ¢ moze biti bilo koji realan broj, no u
vecini slucajeva se gleda samo u rasponu —7m < ¢ < 7 ili 0 < ¢ < 27. Uocimo da u
polarnom koordinatnom sustavu ishodiste nema jednoznac¢no odredene koordinate:
(p,7) = (¢, 0) za svaki ¢ predstavlja O.

Uoc¢imo da u polarnom koordinatnom sustavu jednadzbe oblika r =const. pred-
stavljaju kruznice sa sredistem O: r = 2 je jednadzba koja predstavlja sve tocke na
udaljenosti 2 od ishodista, dakle kruznicu polumjera 2 sa sredistem O. Sli¢no, jed-
nadzbe ¢ =constr. predstavljaju polupravce s pocetkom O: ¢ = 90° je polupravac
okomit na polarnu os s usmjerenjem prema gore.

U pravokutnom koordinatnom sustavu cesto se radi lakseg ocitavanja pozicija
odnosno ucrtavanja toc¢aka crta mreza pravaca paralelnih s koordinatnim osima,
tj. pravaca zadanih jednadzbama oblika x =const., y =const. Tome u polarnim
koordinatama odgovara mreza kruznica sa sredistem O i polupravaca s pocetkom
O, kao na slici Zelimo li u polarnom sustavu ucrtati npr. tocku s koordinatama
(p,7) = (90°,2), naéi ¢emo kruznicu polumjera 2 oko ishodista i na njoj tocku koja
se nalazi na polupravcu koji ima kut 90° prema polarnoj osi.

Veza izmedu polarnih i Kartezijevih koordinata u ravnini, uz pretpostavku
zajednickog ishodista i preklapanja polarne osi s pozitivnim dijelom osi apscisa,
dana je formulama;:

T =TCosp, y=rsinep,

r=y/z?+y? tgp = %

1S d(A, B) se oznacava udaljenost tocaka A i B.

odnosno




176 POGLAVLJE 4. KOMPLEKSNI BROJEVII POLARNE KOORDINATE
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Slika 4.7: Polarni koordinatni sustav u ravnini.

Primijetimo da zbog svojstava funkcije tangens jedan kvocijent £ odreduje dva
moguca polarna kuta ¢ unutar jednog kruga (arctg? i 180° — arctg¥), pa ovisno o
predznaku od x odabiremo pravi.

Primjer 197 Tocka (z,y) = (=2,1) ima r = /(=2)2 +12 = /5. Pritom je
tgp = —3 pa je p = —26,57° ili p = 180° — (—26,57°) = 226,57°. Uzevsi u obzir
da je ta tocka u drugom kvadrantu pravokutnog koordinatnog sustava, zakljucujemo
da je ispravna vrijednost polarnog kuta 226,57°.

Primjer 198 Ako je r = 1 i ¢ = 270° imamo tocku na jedinicnoj kruznici i
polupravcu okomitom na polarnu os usmjerenja prema dolje. Dakle, u Kartezijevom
koordinatnom sustavu ona ima koordinate (0, —1).

Zadavanje krivulja u polarnim koordinatama je vrlo slicno zadavanju krivulja
eksplicitnom jednadzbom y = f(x). Zapravo, buduéi da je pojam grafa funkcije
definiran neovisno o tome hoée li se i u kakvom koordinatnom sustavu crtati taj
graf, mozemo reéi da je zadavanje krivulje u polarnom koordinatnom sustavu
jednadzbom r = f(¢) samo drugaciji nacin prikaza grafa realne funkcije f jedne
varijable. Kao $to se u slucaju y = f(x) crta krivulja koja se sastoji od toc¢aka
(z, f(x)), tako se ovdje crta krivulja koja se sastoji od toc¢aka (¢, f(¢)). Ipak, jedna
je bitna razlika od situacije u pravokutnom koordinatnom sustavu: Buduéi da r ne
moze biti negativan, ovdje graf crtamo samo za one ¢ za koje dobijemo r > 0, tj. u
slucaju da raspon ¢ nije eksplicitno zadan, krivulja sadrzi samo one tocke koje se
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nalaze na polupravcima s pocetkom O i ¢ € {¢ € Dy : f(p) > 0}E| Uoc¢imo i da
kao Sto graf od f prikazan kao krivulja y = f(x) u pravokutnom koordinatnom
sustavu sijeCe svaku vertikalu najvise jednom, tako graf od f prikazan kao krivulja
r = f(¢) u polarnom koordinatnom sustavu sijece svaki polupravac s pocetkom O
najvise jednom (zbog jednoznac¢nosti pridruzivanja u funkcijama).

Primjer 199 Zadana je konstantna funkcija koja svim mezavisnim vartjablama
pridruzuje iznos w. U pravokutnom koordinatnom sustavu njezin graf ima jednadzbu
y = 7 1 radi se o pravcu paralelnom s osi apscisa. U polarnom koordinatnom sustavu
graf iste funkcije ima jednadzbu r = m i radi se o kruznici polumjera w sa sredistem

0.

Primjer 200 Zadana je linearna funkcija koja sve nezavisne varijable mnozi s
pozitivnim brojem a. U pravokutnom koordinatnom sustavu mjezin graf je pravac
y = ax koji prolazi kroz O i prvi i treci kvadrant. U polarnom koordinatnom sustavu
odgovarajuca jednadzba grafa poprima oblik r = ap. Prvo, zbogr > 0 ia > 0
zakljucujemo da tocke odgovarajuce krivulje imamo samo za ¢ > 0, tj. ,prirodna“
domena se ovdje ,smanjila“ na [0,4+00). Pritom, r = ay znaci da je udaljenost
tocke od O svuda proporcionalna polarnom kutu, tj. traZena krivulja moZe se opisati
putanja tocke koja se od O jednoliko giba po o, ako pritom o jednoliko rotira oko O.
Ta krivulja naziva se Arhimedova spirala, po starogrckom matematicaru i fizicaru
Arhimedu iz Sirakuze (3. st. pr. Kr.) koji ju je prvi opisaoﬁ

Zadatak 88 Skicirajte nekoliko tocaka hiperbolne spirale zadane jednadzbom r = é.
Mozete li naslutiti njen oblik?

Zelimo li skicirati krivulju jednadzbe r = f(¢) u polarnim koordinatama, uz
ogranicenje na one ¢ za koje je f nenegativna, korisno je obratiti i paznju na
eventualnu periodi¢nost, parnost i(li) ogranicenost funkcije f. Ako je f periodi¢na
s (ne nuzno temeljnim) periodom koji je visekratnik od 27, krivulja r = f(p) je
zatvorena. Ako je f periodi¢na s temeljnim periodom 27”, gdje je n prirodan broj,
onda je krivulja ne samo zatvorena, nego posjeduje o rotacijsku simetriju reda n
oko Om Ako je f parna funkcija, krivulja = f(¢) je simetri¢na s obzirom na
polarnu os. Ako je za sve ¢ iznos 0 < m < f(¢) < M, onda se krivulja r = f(y)
nalazi unutar prstena odredenog kruznicama polumjera m i M (sa srediStem u

ishodistu).

5Mnogi graficki programi umjesto toga podrazumijevaju da se za one ¢ za koje je
f(p) < 0 ucrtava tocka s r = — f(¢) s polarnim kutom ¢ =+ 7.

6No, Arhimed jo$ nije znao koristiti nikakav koordinatni sustav. Kartezijeve koordinate
uveo je Réné Descartes 1637., a polarne koordinate su sredinom 17. st. konceptualno uveli
G. de Saint-Vincent i B. Cavalieri neovisno jedan od drugom, a prvi ih je koristio 1671. sir
Isaac Newton.

"Rotacijska simetrija reda n je rotacijska simetrija s kutem 27“
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Slika 4.8: Bernoullijeva lemniskata.

Primjer 201 Odredimo oblik Bernoullijeve lemniskate
r = ay/cos(2¢p)

gdje je a > 0. Prvo uwocimo da je f(p) = a+/cos(2¢) parna, dakle ée krivulja
posjedovati horizontalnu os simetrije. Nadalje, ta funkcija je periodicna s temeljnim
periodom m = 27” Stoga je krivulja zatvorena i posjeduje rotacijsku simetriju reda
2 oko ishodista, te je dovoljno analizirati njezin izgled unutar raspona o sirine T,
recimo od —% do 5. U kombinaciji s uocenom osnom simetrijom zakljucujemo da
je dovoljno opisati oblik krivulje za 0 < ¢ < 7, a ostatak se moZe nacrtati koristeci
navedene simetrije.

Za 0 <o < 5 je0 < 2p <7 paje—1<cos(2p) < 1. Da bismo to mogli
korjenovati treba biti cos(2p) > 0, dakle od 0 < ¢ < T nam preostaje samo
0 < ¢ < 7. Dalje je po definiciji funkcije drugog korijena i zbog pozitivnosti
a iznos r sigurno nenegativan, dakle tocke krivulje (unutar ,prvog kvadranta®)
imamo samo za 0 < ¢ < %. Za takve ¢ je r padajuca i pada od r = f(0) = a do
r = f(n/4) =0, odnosno sve tocke lemniskate za 0 < ¢ < T nalaze se unutar kruga
polumjera a sa sredistem 0. Zbog tog sto f pada zakljucujemo i da kako crtamo
tocke od (p,r) = (0,a) do (45°,0) = O, svaka sljedeca bit ée bliza ishodistu, pa
moZemo ucrtati jos jednu ili dvije, primjerice (p,r) = (30°, %) Ucrtavanjem tih
tocaka te koristeci spomenute simetrije lemniskate mozZemo zakljuciti da je izgled
Bernoullijeve lemniskate takav kako je prikazano slikom[{.8

Zadatak 89 Skicirajte sljedece tri krivulje zadanih jednadZbama w polarnim koor-
dinatama:
r =1+ cosy,

r = —=sinp,

Jr
V10

r= T(SCOSQ(,O —1).

Takoder, skicirajte i krivulju r = |f(¢)| za bar jednu od njih te graf odgovarajuce
funkcije f u pravokutnom koordinatnom sustavu.
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Ako deriviramo funkciju 7 = f(p) po ¢, to je obi¢no deriviranje funkcije jedne
varijable. Primjerice, za r = a ¢ je r’ = 3—; = a. Bududi da je pojam koeficijenta
smjera pravca vezan iskljuc¢ivo za pravokutni koordinatni sustav, u polarnom
koordinatnom sustavu g—;@o) nema interpretaciju koeficijenta smjera tangente.
No, ako kao kod preracunavanja koordinata iz Kartezijevog u polarni koordinatni
sustavi u obrnuto pretpostavimo da istovremeno promatramo i Kartezijevi i polarni
koordinatni sustav (uz poklapanje polarne osi s pozitivnim dijelom osi apscisa),
u tocki (¢o,ro) krivulje r = ¢ mozemo odrediti koeficijent smjera tangente u

odgovaraju¢em Kartezijevom koordinatnom sustavu, koriste¢i lancano pravilo:

d .
k= o (o) = s _ (o) sin(po) + rocos(po) . cos(pn) _ o+ r'(wo)tg 0.
(%Z (o) cos(po) — rosin(wo) cos(po)  '(v0) — TotE Yo

Koristeéi vezu polarnih i Kartezijevih koordinata, vidimo da je tada jednadzba
tangente na krivulju r = f(¢) u tocki (ro, po) dana s

o + 1’ (¢0)tg vo
(o) — Totg Yo

Yy — rosin g = - (z —rocosgp).

Zadatak 90 Odredite jednadzbu tangente na krivulju r = ¢ sin @ u tocki (e, r9) =
(5,%)-
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Poglavlje 5

Uvod u linearnu algebru

5.1 Geometrijski vektori

Linearna algebra je matematicka disciplina koja se bavi vektorima i vektorskim
prostorima. Vektori se ¢esto definiraju kao matematicki objekti koji imaju iznos,
smjer i orijentaciju. Takva definicija nije toénaﬂ no ona opisuje bitna svojstva onih
vektora koji se nazivaju geometrijskim (ili euklidskim) vektorima. U kontekstu
vektorskih prostora spominju se i skalari, odnosno brojevi s kojima mozemo mnoziti
vektore. Ako kao skalare koristimo realne brojeve, govorimo o realnim vektorskim
prostorima. Svi vektorski prostori u ovom poglavlju su realni.

Mnoge fizikalne veli¢ine se (uz odabir mjerne jedinice) mogu jednoznacéno opisati
brojevima: masa, gustoéa, duljina, povrsina, volumen, energija, rad, ... Takve
veliCine zovu se skalarnim veli¢inama. Vektorske veliCine su one fizikalne veliCine za
koje nije dovoljan samo broj s mjernom jedinicom da ih opiSe: brzina, ubrzanje, sila,
dipolni moment, ... Kao §to su realni brojevi (pomnozeni s mjernim jedinicama)
modeli skalarnih fizikalnih veli¢ina, tako su geometrijski vektori modeli vektorskih
fizikalnih veli¢ina.

Prvi korak u definiciji geometrijskih vektora je definicija orijentirane duzine:
Orijentirana duzina AB je duzina AB za koju je definirano koja od dvije rubne

'Pravilna definicija glasi: Vektor je element vektorskog prostora. Sto je opéeniti
vektorski prostor saznat é¢emo kasnije, u poglavlju

B
AB
A

Slika 5.1: Orijentirana duzina zﬁ .

181
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AR "B

Slika 5.2: Dvije orijentirane duzine koje predstavljaju isti vektor u prostoru
V2 odnosno V3.

tocke joj je pocetak (A), a koja kraj (B), vidi sliku Ako se fiksira jedna
tocka O u ravnini ili prostoru (ishodiste), orijentirane duzine O? se zovu radij-
vektorima tocaka 7' u ravnini odnosno prostoru. Skup svih radij-vektora u ravnini
odnosno prostoru oznacava se s V2(0) odnosno s V3(0). Ako se pak ne Zelimo
ograniciti samo na radij-vektore, onda sve orijentirane duzine koje se mogu dobiti
translacijom jedne te iste orijentirane duzine nazivamo ekvivalentnima u smislu da

—
predstavljaju isti vektor. Pritom A’B’ je translatirana AB madi da je ABB'A’ je
paralelogram (vidi sliku . U ovom slucaju pojedini vektor je klasa ekvivalentnih
orijentiranih duzina, a svaka od njih je njegov reprezentant. Jednostavnosti radi
¢emo i vektor i njegove reprezentante oznacavati jednako, s ¥. Na slici su A

i A’B’ reprezentanti istog vektora @ te bilo koju od te dvije orijentirane duzine
mozemo oznaciti s . Skup svih tako definiranih vektora u ravnini odnosno prostoru
oznacavamo s V2 odnosno V3. Dok u V?(0) i V3(O) svaki vektor ima samo
jedan reprezentant, u V2 i V2 svaki vektor ima beskona¢no mnogo reprezentanata.
Elementi skupova V2(0), V2, V3(0) i V3 nazivaju se geometrijskim vektorima.
U svakom od tih skupova istaknut je jedan vektor, nulvektor, tj. vektor ﬁ ¢ijem
se reprezentantu pocetak i kraj podudaraju. Nulvektor se vizualno reprezentira
tockom.

Buduéi da ¢emo u ovom poglavlju razmatrati samo geometrijske vektore, u
nastavku ovog poglavlja ¢emo ih nazivati jednostavno vektorima. Ako vektori pred-
stavljaju fizikalne veli¢ine ¢ija dimenzija nije duljina, primjerice sile, podrazumijeva
se da su u prikazima tih veli¢ina kao orijentiranih duzina njihove duljine razmjerne
iznosima odgovarajucih fizikalnih veli¢ina.

Primjer 202 Ako dvije orijentirane duzine prikazuju sile iznosa 1N i 2N, orijen-
tirana duzina kojom prikazujemo drugu silu je dvaput dulja od orijentirane duZine
kojom prikazujemo pruu.

Kako ¢emo specificirati o kojem to¢no vektoru govorimo? Kao i za sve drugo,
trebamo navesti njegova karakteristicna svojstva. Prvo je naravno odabir prikladnog
od skupova V2(0) ili V2 (ako Zelimo razmatrati samo vektore u ravnini) ili pak
V3(0) ili V3 (ako Zelimo razmatrati vektore u prostoru). Nakon toga trebamo
opisati o kojem konkretnom vektoru govorimo. Kao i brojevi, tako i vektori imaju
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C

| —
Slika 5.3: Vektori OA i O? su istog smjera i iste orijentacije, a vektori OA i
O? su istog smjera i suprotne orijentacije.

svoje iznose, kojeg Cesto nazivamo i duljinama. Ako je v = Ag, iznos vektora v, u
oznaci |9] ili v, je duljina duzine AB. Nulvektor je jedini vektor iznosa nula:

=0« 0] =0.

Za slucaj da ¢ predstavlja vektorsku veli¢inu mjerne jedinice {» zbog gore navedene
proporcionalnosti podrazumijeva se da se u tom slucaju za dobivanje stvarnog
iznosa vektora duljina duZine AB skalira s {/m. U matematic¢ko-apstraktnim
situacijama podrazumijeva se ) = 1 pa se kao iznosi vektora navode ,,¢isti“ brojevi.
U potonjem sluc¢aju povremeno se koristi izraz jedini¢ni vektor za vektor iznosa
1. Uocimo da opcenito jedini¢nim vektorom mozemo smatrati bilo koji vektor
fiksiranog ,,jedini¢nog® iznosa, primjerice sve vektore koji predstavljaju sile iznosa
1N cak i ako ih crtamo kao vektore duljine 5 cm.

Dok je kod odabira brojeva bilo dovoljno navesti skup, primjerice @, u kom
se nalaze i konkretan iznos, primjerice za vektore nije dovoljno navesti samo
iznos.

_1
17

Primjer 203 U V2(0) vektori duljine 5cm su svi vektori kojima je pocetak O, a
kraj na jedinicnoj kruznici oko O, dakle ih ima beskonacno mnogo.

Da bismo jednoznacno opisali vektor moramo uz skup u kom se nalazi i njegov
iznos navesti jos dva svojstva: njegov smjer i njegovu orijentaciju. Smjer sluzi
usporedivanju bilo koja dva vektora, dok orijentacija omogucuje razlikovanje (dvaju)
vektora istog smjera. Za vektore ¢iji reprezentanti leze na paralelnim pravcima
kazemo da imaju isti smjer, odnosno da su kolinearni. Za dva kolinearna vektora s
reprezentantima OA i OB s istim pocetkom O kazemo da imaju istu orijentaciju
ako su tocke A i B s iste strane tocke O, a ako je O izmedu A i B kazemo da imaju
suprotnu orijentaciju (vidi sliku E| Za nulvektor se po definiciji uzima da ima
sve smjerove i orijentacije, tj. da svaki vektor @ ima isti smjer i orijentaciju kao 0.
Za svaki vektor ¥ se s —U oznacava vektor istog iznosa i smjera kao v, ali suprotne
orijentacije (suprotni vektor vektora o).

2Ponekad se u literaturi umjesto izraza smjer i orijentacija koriste izrazi pravac, za ono
sto ovdje zovemo smjerom, i smjer, za ono Sto ovdje zovemo orijentacijom.
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Odnos dva vektora ukljucuje i njihov kut: Kut izmedu dva (nenul)-vektora se
definira kao manji od dva kuta koja zatvaraju njihovi reprezentanti sa zajednickim
pocetkom. Specijalno, kut izmedu dva vektora poprima iznose u segmentu [0, 7] =
[0,180°]. Uocimo da je kut izmedu dva kolinearna vektora ili 0 (ako su iste
orijentacije) ili 180° (ako su suprotne orijentacije). Za nulvektor uzimamo da ima
sve kutove prema drugim vektorima, tj. kao Z(0, %) mozemo uzeti bilo koji kut iz
navedenog segmenta.

Pomod¢u geometrijskih vektora se uz mnoge fizikalne probleme mogu rjesavati
i problemi odredivanja razmaka (duljina duzina), kutova dvaju pravaca, povr-
Sina mnogokuta ili pak volumena poliedara iz poznavanja koordinata tocaka koje
odreduju vrhove promatranog objekta. Pomoc¢u geometrijskih vektora i njihovih
koordinata se takoder opisuju kristalne strukture, a i razne simetrijske operacije.
No, sto su to kooordinate? Da bismo na to pitanje mogli odgovoriti, trebaju nam
dvije algebarske operacije s vektorima uz koje skupovi geometrijskih vektora V2,
V2(0), V3, V3(0) postaju vektorski prostori.

5.1.1 MnozZenje vektora skalarom i zbrajanje vektora

Da bismo govorili o vektorskom prostoru, nije dovoljno opisati njegove elemente:
Vektorski prostori su skupovi objekata, vektora, koje mozemo zbrajati medusobno
te mnoziti skalarima tako da pritom ostajemo u istom skupu (vidi poglavlje .
U kontekstu geometrijskih vektora, tj. elemenata nekog od skupova V2, V2(0), V3,
V3(0), skalari su iskljuéivo realni brojevi.

Definicija 22 (MnoZenje geometrijskog vektora skalarom) Neka je ¥ ge-
ometrijski vektor i x skalar. UmnoZak x ¥ definira se kao geometrijski vektor
kolinearan s U koji ima iznos

|z 0] = || |7]

i kojemu je orijentacija ista kao od U ako je x > 0, a inace suprotna.

Uocimo da iz definicije slijedi da nulvektor pomnozen bilo kojim skalarom i
bilo koji vektor pomnozen s nulom daje nulvektor:

z0=007=0,

[es}

a mnozenje s 1 ne mijenja vektor:

=1

10 =

Takoder, uzastopno mnozenje s dva skalara moze se provesti na dva nacina:
ryv=ux(yv) = (zy).
Vrijedi i da se isti vektor moze izluc¢ivati iz zbroja njegovih umnozaka s dva skalara:

xU+yv=(r+y).
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Cetiri posljednje formule vrijede za sve skalare = i y i sve vektore #. Uo¢imo da
bi da u njima nemamo oznake vektora to bile formule koje znamo kao svojstva
mnozenja realnih brojeva: Mnozenje vektora skalarom ima svojstva analogna
mnozenju brojeva.

Za svaki nenul-vektor mnozenjem s prikladnim skalarom mozemo dobiti jedini¢ni
vektor istog smjera i orijentacije: Ako je @ # 0, jedini¢ni vektor istog smjera i
orijentacije kao @ je

L.
at = ~a.
a

Zadatak 91 Pokazite da je a; = 1.

Pomnozimo li prethodnu jednakost s proizvoljnim skalarom x mozemo zakljuciti
da vrijedi:

Propozicija 16 Za svaki vektor @ # 0 i svaki realan broj x formulom

a. (5.1)

U=

SRS

opisan je vektor kolinearan s @ koji ima iznos |x| i ovisno o predznaku od x istu ili
suprotnu orijentaciju od a.

Zadatak 92 Nacrtajte jednu orijentiranu duZinu xﬁ koja predstavlja brzinu iznosa
3m/s i na istoj slici orijentiranu duzinu AC' koja predstavlja brzinu iznosa 12m/s
koja djeluje u istom smjeru, ali sa suprotnom orijentacijom. Formulom iskaZite
odnos orijentiranih duzina AB i AC.

Propozicija 17 (Algebarska karakterizacija kolinearnosti) Geometrijski vek-
tori ¥ i W su kolinearni ako i samo ako postoji (jedinstven) skalar x takav da je
Uv=zw.

Dokaz. Ako postoji skalar & kao u iskazu teorema, onda su po definiciji mnoZenja
vektora skalarom ¢ i w sigurno kolinearni. Takoder, ako je jedan od ta dva vektora
nulvektor, onda su oni sigurno kolinearni jer je nulvektor istog smjera kao i svaki
drugi vektor (a za z moZemo uzeti 0). Dakle, uzmimo da su @, # 0 kolinearni.
Stavimo x = + (s + ako su iste, a s — ako su suprotne orijentacije). Tada je
prema prethodnoj propoziciji x @ vektor koji ima isti smjer kao o (i ¥), ima iznos
v (dakle je to ili ¥ ili —%) i orijentaciju istu kao ¥ (dakle je to ¥). O

Iz ove pak propozicije slijedi da uz fiksiranje jednog nenul-vektora @ sve s njim
kolinearne vektore ¥ mozemo jednoznacno opisati s po jednim skalarom z (takvim
da je zd = ¥). Kazemo da je x koordinata vektora ¥ s obzirom na bazu {a}.
Dakle, dok smo ograniceni na vektore jednog smjera, za njihov potpun opis dovoljni
su (ako fiksiramo jedan od njih koji nije nulvektor) samo realni brojevi. To je
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Slika 5.4: Definicija zbroja v+ .

razlog zaSto se vektorski prostori V1(O) odnosno V! vektora na jednom pravcu
poistovje¢uju sa skupom R.

Naravno, u nasa éetiri skupa V2, V2(0), V3 i V3(O) nisu svi vektori kolinearni.
Da bismo za njih mogli definirati koordinate potrebna nam je druga od spomenutih
algebarskih operacija s vektorima, zbrajanje geometrijskih vektora koje se defi-
nira pomod¢u pravila paralelograma. Popularno receno, zbroj vektora predstavlja
dijagonalu njima odredenog paralelograma. Precizna definicija je sljedeca:

Definicija 23 (Zbrajanje geometrijskih vektora) Ako su ¥ ¢ @ dva geome-
trijska vektora i OA i OB njihovi reprezentanti sa zajednickim pocetkom, onda
se zbroj U+ W definira ovako (vidi sliku .' Dopunimo AOB do paralelograma
AOBC. Tada je O? reprezentant vektora v + .

Uocimo da u slucaju da su ¢ i w kolinearni u gornjoj definiciji imamo paralelo-
gram koji je degeneriran u duzinu. Ako su v = OA i @ = OB kolinearni i istog
smjera, onda je ¥ + @ = OC, gdje je duljina duzine OC jednaka v + w, a ako su
v=0A1d = O? kolinearni i suprotnog smjera, onda je v+ w = (ﬁ, gdje je
duljina duzine OC jednaka |v — w|, a orijentacija je jednaka orijentaciji duljeg od
vektora ¥ i w. Zbroj vektora s nulvektorom ga ne mijenja,

T+0=0+7=7,

a zbroj vektora s njemu suprotnim je uvijek nulvektor:
7+ (—7) = (=0) + 7 = 0.
Iz definicije je ocito da pri zbrajanju vektora njihov poredak nije bitan,
U4 W =W+ v,
te da pri uzastopnom zbrajanju vise vektora njih mozemo proizvoljno grupirati,

—

0+ T+ = (G +7) + @ = i+ (5 + D).
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Takoder, nije tesko uvjeriti se da iz zbroja dvaju vektora pomnozenih istih skalarom
mozemo izluciti taj skalar:

U+ xd =z (U+ o).

Posljednjih pet formula vrijede za sve vektore i, U i w i sve skalare x. Uocimo
da su do na oznake vektora to ista svojstva koja ima i zbrajanje brojeva, posebno
vidimo da nulvektor u algebri vektora ima ulogu broja nule u algebri brojeva.
U kombinaciji s ve¢ istaknutim svojstvima mnozenja vektora skalarom mozemo
zakljuciti: Zbrajanje vektora medusobno i mnozenje vektora skalarima imaju
svojstva analogna zbrajanju i mnozenju brojeva, samo kod mnozenja razlikujemo
ulogu faktora. Kad skupove V2, V2(0), V3, V3(0) gledamo u kombinaciji s ovako
definiranim zbrajanjem vektora i mnozenjem vektora skalarima, kazemo da su oni
(realni) vektorski prostori.

Moze se pokazati da se uw V? i V3 vektori mogu zbrajati koristeci
pravilo trokuta: Zbroj vektora 7, ?, ?, ...se moze dobiti tako da odaberemo
prei@tavm’ka od b s pocvgtkom u kraju od 7, predstavnika od 7 s pocetkom u kraju
od b, itd Zbroj d+b+7+... je onda vektor odreden orijentiranom duZinom
¢iji pocetak se podudara s pocetkom od 7, a kraj s krajem zadnjeg od zbrajanih
vektora.

Oduzimanje geometrijskih vektora je definirano kao pribrajanje suprotnog
vektora:

—

§— @ =T+ (—0).

Zadatak 93 Na slici ucrtajte vektor W — U.

Primjer 204 Jedna od primjena zbrajanja vektora i mnozZenja vektora skalarima
je odredivanje centra mase sustava od n materijalnih cestica s masama mq, ...,
my,. Ako su relativne pozicije tih cdestica s obzirom na odabrano ishodiste opisane
radij-vektorima 11, ..., vy, pozicija centra mase dana je radij-vektorom

L1 &
=1
gdje je M =31, m; ukupna masa svih cestica.

Primjer 205 Sustav od n naboja iznosa q;, i = 1,...,n na pozicijama s radij-
vektorima 7; definira dipolni moment

n
f= Zqzﬁ
i=1

Uocimo da dipolni moment (osim u slucaju da je zbroj Q = >_1 q; svih naboja 0)
ovist o odabiru ishodista: Pomaknemo li ishodiste za vektor R, dipolni moment ce
se promijeniti za —Q R.
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Slika 5.5: T=2d +yb = [z,y).

5.1.2 Baza i koordinate u V2, V2(0), V3, V3(0)

Pogledajmo sliku na kojoj uzimamo da su vektori a i b fiksirani (i po potrebi
translatirani tako da imaju zajednicki pocetak O), a ¥ je bilo koji drugi vektor u
njihovoj ravnini (dakle varijabilan). Za taj vektor ¥ takoder odabiremo reprezen-
tanta OC' s pocetkom u O. Ako nacrtamo paralelogram OA’'CB’ kojem je jedna
dijagonala duzina OC, a stranice OA’ i OB’ leZe na pravcima vektora @ i 5 dobili
smo dva vektora OA’ i OB’ smjera istog kao @ odnﬂo b. Prem _;)ropozmlp
postoje jedinstveni skalari z odnosno y takvi da je OA"=zadiOB' =yb. Stoga
jev=zd+ yb Dakle, uz fiksiranje @ i b svi vektori @ njihove ravnine mogu se
jednoznacno opisati parom skalara x i y.

Definicija 24 (Baza i koordinate u V2 odnosno V2(0)) Ako sud ib dva fik-
sirana nekolinearna vektora iz V2 odnosno V2(O), uredeni par (@,b) nazivamo bazom
vektorskog prostora V? odnosno V2(0). Baza prostora V? odnosno V?(O) zadaje
se parametrima a i b (iznosi vektora baze) i v = £(@,b) (kut izmedu vektora baze)

Ako je dana baza (@,b) za V2 odnosno V2(O), svi vektori iz V2 odnosno
V2(0) mogu se jednoznacno opisati uredenim parom dvaju skalara koje nazivamo
koordinatama tih vektora: U = [z,y| po definiciji znaci da je U = x a+yb (usp. sliku

E3).

Zadatak 94 Zasto u definiciji baze za V2 odnosno V*(O) trazimo nekolinearnost
vektora baze? Moze li nulvektor biti element baze?

Bududi da je @ = 1@ + 0b, vektor @ u bazi (@, b) uvijek ima koordinate [1,0] i
analogno vektor b u bazi (@,b) uvijek ima koordinate [0, 1]. No, koordinate vektora
u ravnini ovise o odabiru baze.

3Uo¢ite: Sigurno je 0 < v < 180°.
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Slika 5.6: Koordinate vektora ovise o odabiru baze.

Primjer 206 Pogledajmo sliku . Ako vektor T (crveno) opisujemo u bazi (@, b)
(¢rno), vidimo ¥ = @+ b, dakle su mu koordinate [1,1]. Ako pak isti vektor ¥
opisujemo u bazi (6’,5’) (plavo), vidimo U = —2d’ + 3b, dakle su mu u toj bazi
koordinate [—2, 3].

U trodimenzionalnom slu¢aju nam treba pojam (ne)komplanarnosti: Tri vektora
u V3 odnosno V3(0) nazivamo komplanarnim ako su paralelni istoj ravnini, odnosno
ako bi uz odabir reprezentanata sa zajednickim pocetkom sva tri reprezentanta bila
u istoj ravnini.

Definicija 25 (Baza i koordinate u V3 odnosno V3(0)) Ako su @, b, & tri
fiksirana nekomplanarna vektora u V3 odnosno V3(0), kazemo da je uredena trojka
(@,b,8) baza vektorskog prostora V3 odnosno V3(O). Baza prostora V3 odnosno
V3(0) zadaje se parametrima a, b, ¢ (iznosi vektora baze) i oo = £(b,7), B = £(@, )
iy = £(@,b) (kutovi izmedu po dva od njih).

Ako je zadana baza (d, 5, ¢) prostora V3 odnosno V3(O), svi vektori tog prostora
mogu se jednoznacno opisati s uredgnom trojkom skalara (koordinatama vektora):

U= [x,y,2] znaci da je " =xd+yb+ zC.
Zadatak 95 Koji su rasponi mogucih iznosa za o, 8 iv? Zasto?

Zadatak 96 Zasto smo za bazu od V3 odnosno V3(O) trazili da ju sacinjavaju
nekomplanarni vektori? Mogu li dva od njih biti kolinearni? Koje su koordinate od
d, b, ¢ s obzirom na bazu (d,b,c)?

Uoé¢imo: Baza za V? odnosno V2(0) sastoji se od dva, a baza od V3 odnosno
V3(0) od tri vektora. Kazemo: V2 i V2(O) su dvodimenzionalni vektorski prostori,
a V3 i V3(0) su trodimenzionalni vektorski prostori.

Primijetimo da se u definicijama baza ne trazi niti medusobna okomitost njihovih
vektora niti da imaju istu ili jediniénu duljinu. Jedini zahtjevi su nekolinearnost (za
dvodimenzionalni sluc¢aj) odnosno nekomplanarnost (za trodimenzionalni slucaj).
Baze omogucuju opis svih vektora danog vektorskog prostora pomodéu njihovih
koordinata, no koordinate nisu definirane bez pozivanja na odredenu bazu.
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Primjer 207 Ako netko govori o vektoru v = [2,—1,3| u prostoru, ali nije spe-
cificirao na koju bazu se te koordinate odnose, to moze biti bilo koji vektor. Ako
znamo da se radi o koordinatnom zapisu obzirom na bazu (d, 5, ), onda znamo da
je ¥ = 2@ — b+ 3.

Opéenite baze posebno su vazne u kristalografiji. Pritom se one odabiru tako da
se prvo u skladu s odredenim konvencijama odabere jedini¢na ¢elija (paralelepiped
¢ije translatirane kopije ¢ine ¢itavu kristalnu strukturu), te se baza odabire tako
da njeni vektori razapinju jedini¢nu celiju i tako odabrana baza, koja sluzi tome da
se s kooordinatama s obzirom na nju opisuju pozicije atoma, iona, ...u kristalnoj
strukturi, naziva se kristalografska baza. Vrhovi svih kopija jedini¢ne Celije tada
tvore tzv. (primitivnu) kristalnu resetku. Ovisno o parametrima kristalografske
baze (tzv. kristalografski parametri) danu kristalnu strukturu moze se svrstati u
jedan od sedam kristalnih sustava.

Primjer 208 Triklinski kristalni sustav sastoji se od svih kristala cija se jedinicna
celija moze opisati kao paralelepiped s bridovima razlicitih duljina (a # b # ¢ # a)
koji tvore medusobno razlicite kuteve (o #  # v # «), koji su svi razliciti od
pravog kuta.

No, za koristenje baze nije bitno je li ona odabrana prema nekim, recimo krista-
lografskim, konvencijama ili je potpuno proizvoljna. Stoga se, iako kristalografski
motivirani, pojmovi jedini¢ne Celije i reSetke definiraju opéenito.

Definicija 26 (Jedini¢na éelija) Ako je fiksirana baza prostora V2(0), V2, V3(0)
ili V3, paralelogram odnosno paralelelepiped kojeg razapinju njeni vektori naziva se
jedinicnom celijom.

Takoder, ako smo odabrali bazu kako bismo koordinatizirali vektore, uz odabir
ishodista O imamo i koordinatni sustav s obzirom na kojeg tocke imaju koordinate.

Definicija 27 (Koordinatni sustav i koordinate to¢aka) Ako je odabrana tocka
O, ishodiste, u ravnini ili prostoru te baza B za V?(O) odnosno V3(O), uredeni
par (O, B) naziva se koordinatnim sustavom. Koordinate tocke T u koordinatnom
sustavu (O, B) definiraju se kao koordinate njezinog radij-vektora s obzirom na bazu

B. Koordinate tocaka uobicajeno je pisati u okruglim zagradama.

Primjer 209 Uocite da prema prethodnim definicijama tocke jedinicne celije odre-
dene nekom bazom od V*(O) odnosno V3(O) imaju koordinate izmedu 0 i 1, odnosno
jedinicna Celija u koordinatnom sustavu (O, B) je skup {(z,y) : 0 < z,y <1} od-
nosno {(z,y,2) : 0 < z,y,z < 1}.

Sad moLlemo definirati opAti pojam reletke:
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Slika 5.7: Primjer resetke i jedini¢nih ¢elija u ravnini.

Definicija 28 (Resetka) Za odabrani koordinatni sustav u ravnini ili prostoru,
resetka je skup svih tocaka koje u tom koordinatnom sustavu imaju cjelobrojne
koordinate.

Primjer 210 Na slici[5.7 crne tocke predstavijaju jedan primjer reSetke u ravnini
s obzirom na koordinatni sustav odreden vektorima @ i b (ishodiste je u njihovom
zajednickom pocetku). Uocite da se ista resetka dobije ako dulji vektor b zamijenimo
vektorom b — a@. To je razlog zasto je uobicajena konvencija za baze u ravnini da se
uzima 90° < v < 180° 7 a < b. Sivo odnosno crveno istaknute su jedinicne celije s
obzirom na baze (a,b) i (a,b — @).

Pretpostavimo da je fiksirana baza (a,b) za V2 ili V2(0). Tada se zbrajanje i
oduzimanje vektora i mnozenje vektora skalarom moze koordinatno zapisati s

[z, y] £ 2,y ] =[x+, y £y,

alz,y] = [ax, ayl.

Analogno, ako je fiksirana baza (@, b, &) za V3 ili V3(0), zbrajanje i oduzimanje
vektora i mnozenje vektora skalarom moze koordinatno zapisati s

[z, y, 2] £ [y, =[x x2',y £y, 2 £ 7],

alx,y, z] = lax, ay, az].

Zadatak 97 Izvedite gornje formule.

Zadatak 98 Objasnite zasto se kolinearnost dvaju vektora zadanih svojim koordi-
natama u istoj bazi prepoznaje po proporcionalnosti njihovih koordinata.
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Primjer 211 Dane su tocke A = (1,-2,3) i B = (—1,6,0) u prostoru, pri cemu
se njihove koordinate odnose %isti koordinatni sustav. Po definiciji, njihovi
radij-vektori imaju koordinate OA = [1,—-2,3] i OB = [—1,6,0]. Prema definiciji
zbrajanja vektora slijedi da je O—1>4 + 1@ = 1@, dakle je AB = O? — 0—121 =
[—2,8, —3].

Kao sto smo vidjeli, u definiciji baze ne zahtijevaju se nikakvi posebni iznosi
parametara baze. Ako su vektori baze medusobno okomiti (dakle, ako je v = 90°
odnosno a = = v = 90°), govorimo o ortogonalnoj bazi. Ako su vektori
ortogonalne baze jedini¢ni, govorimo o ortonormiranoj bazi. Vektore ortonormiranih
baza obi¢no oznaavamo s i, fi k.

Primjer 212 Za kristal kaZemo da pripada kubicnom sustavu ako se jedinicna
éelija za njegovu strukturu moZe odabrati kao kocka. U tom slucaju kristalografska
baza je ocigledno ortogonalna: o = g =~ = 90°. Nadalje, duljine vektora baze su
jednake: a = b= c. Ta duljina naravno nije 1, nego nesto poput a = 320,3 pm. No,
ako uzmemo da je a jedinicna duljina, onda kristalografsku bazu mozZemo smatrati
ortonormiranom, samo bilo koje izracunate duljine moramo mmnoZiti s a, povrsine s
a?, a volumene s a® da bismo dobili tocne iznose.

U praksi zelimo iz poznatih koordinata vektora saznati koliko su dugi, pod
kojim se kutovima nalaze, kakve povrsine i volumene odreduju, tj. zelimo algebarski
zakljucivati o geometrijskim svojstvima i odnosima vektora. Algebarske operacije
koje to omogucéuju su skalarni, vektorski i mjesoviti produkt vektora.

5.2 Klasicna algebra vektora

5.2.1 Skalarni produkt geometrijskih vektora
U ovom odjeljku vidjet ¢emo kako primjerice rijesiti zadatak:

Zadatak 99 Odredite duljinu vektora U = [1,—2,3] i njegov kut s vektorom w =
1,1,1].

Dakle, vidjet ¢emo kako iz koordinata odredivati duljine i kutove. Naravno, pritom
se pretpostavlja da znamo na koju se bazu odnose koordinate, tj. da su poznati
parametri baze. Racunska operacija koja nam omogucéuje odredivanje duljina i
kutova je skalarni produkt vektora. On se doduse definira polazeéi od pretpostavke
da znamo duljine i kut medu dvama vektorima, ali se temeljem svojih svojstava u
praksi koristi upravo obrnuto, da saznamo duljine i kut.

Definicija 29 (Skalarni produkt) Ako su U i @ dva geometrijska vektora ¢iji
kut je @, njihov skalarni produkt je broj (skalar)

U+ W = vw cos p.
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Skalarni produkt ima svojstva analogna svojstvima mnozenja brojeva medu-
sobno:

U-T+u-w=1u-(V+d), (zv) -d=x(V- D)
za, sve skalare x i sve vektore i, ¥, W iz istog od prostora V2, V2(0), V3 odnosno
V3(0).

Zadatak 100 Dokazite nejednakost Cauchy-Schwarz-Bunjakovskog: |U- W] < vw
za svaka dva vektora U i w. Kad vrijedi jednakost?

S obzirom na to da iznosi v i w ne mogu biti negativni, te da je kut medu vektorima
unutar segmenta [0, ], iz svojstava funkcije kosinus zakljuéujemo:

Propozicija 18 Skalarni produkt ¥ - W je pozitivan, nula odnosno negativan toéno
ako je kut medu vektorima U i W Siljast, pravi odnosno tupi.

Nadalje, po definiciji je 7 - ¥ = vv cos0 = v?, dakle vrijedi:
v=4VU 7. (5.2)

Takoder, iz definicije vidimo da je:

paRT

vw

cosp = (5.3)
Dakle, ako znamo iz koordinata izrac¢unavati skalarne produkte, onda po formuli
(5.2) znamo racunati i njihove duljine kao i duljine vektora u nazivniku formule
(5.3). Bududi da je kosinus na segmentu [0, 7] injektivan, slijedi da tada mozemo
izracunati i kut ¢:

KT

VT T VE @

Kako izrac¢unati skalarni produkt dvaju vektora zadanih koordinatama u istoj
bazi poznatih parametara? Neka su svojim koordinatama u bazi B = (d, g) odnosno
B = (a@,b,7) zadana dva vektora ¥ = [z,y] i @ = [2/,y/] odnosno @ = [z,y,2] i
@ =[x,y 2]. Po definiciji koordinata je ¥ = zd@ + yb(+2¢) i @ = 2/ + y'b(+2'¢).
Koristeéi svojstva skalarnog produkta ra¢unamo (u zagradama su izdvojeni ¢lanovi
koji se pojavljuju samo u trodimenzinalnom slucaju):

VW = (27 + y7(+z?)) (o + y’7(+z’?)) =

@ = arccos

=x2'a® +yy' V¥ + (zy + 2" y)abeosy

(+z (w42 2accos B+ (zy + 72 y)abcosa) .
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Dakle, ako znamo parametre baze, iz koordinata mozemo izraCunati skalarni
produkt bilo koja dva vektora zadana svojim koordinatama u toj bazi. Uoc¢imo da
ako je baza ortogonalna ((ov = § =)y = 90°), vrijedi

VW =z a®+yy b (+27 A),
a ako je jos i ortonormirana, dobivamo
VW =xd +yy(+27).

Primjer 213 U nekoj ortogonalnoj bazi ciji su vektori redom duljina a = 1m,
b=2m ic=3m, vektori [-4,1,0] ¢ [1,1,0] su medusobno okomiti: [—4,1,0] -
[1,1,0] = —4-1m? +1-4m? 4+ 0-9m? = 0. Da je pak baza bila ortonormirana,
vektori s koordinatama [—4,1,0] i [1,1,0] ne bi bili okomiti, nego pod tupim kutem:
[4,1,0]-[1,1,0) = —4-1+1-1+0-0=—3 < 0.

Zadatak 101 Koji kut v trebaju zatvarati vektori @ i b baze prostora V2 ako znate
da je a =b i da su vektori koji obzirom na tu bazu imaju koordinate [—2,1] i [0, 3]
medusobno okomiti?

U kombinaciji s formulom (5.2)), iz gornjih formula zaklju¢ujemo da se iznos
vektora ¥ iz njegovih koordinata rac¢una po pravilu

v =1/22a? + y2b%? + 2x yabcosy(+22c? + 2z zaccos B+ 2y zbccos ).

Ako je baza ortogonalna, formula se pojednostavljuje na

v= \/x2a2 + y2b?(+22c?),

a ako je jos i ortonormirana, dobivamo

v =/z%a + y?(+2?).

Primijetimo i da buduéi da je za svake dvije tocke njihova udaljenost d(A, B)
jednaka duljini vektora AB (ili BA) sada znamo izracunati udaljenost dviju tocaka
danih svojim koordinatama u proizvoljnom koordinatnom sustavu.

Zadatak 102 Izvedite formulu za d(A,B) ako jea =b=c# 1 ia =~ =90°
3 = 60°.

Primjer 214 Za kristale kubicnog sustava kristalografsku bazu moZemo smatrati
ortonormiranom, pri cemu duljinu brida a jedinicne celije uzmemo kao jedinicnu.
Neka je a = 320,3pm i neka se dva atoma te strukture na pozicijama A = (%, 0 1)

’3
i1 B= (%, %, 0). Udaljenost ta dva atoma iznosi:

11 1 1 11 1 1 1 1 14
WA B =|AB| == 2ol 2ol =2t = /2 b b vid
(4,B) = |4B| ‘[3’2’0} [2’0’3” H 6’2’ 3” 367179 6



5.2. KLASICNA ALGEBRA VEKTORA 195

Bududéi da nam je jedinicna duljina bila a, udaljenost izmedu tih atoma je \/Tﬁ .
320,3 pm = 199,7 pm.
Ako bi se u istoj kristalnoj strukturi nalazio jos jedan atom na poloZaju C' =

(%, %, %) te ako su atomi vezani tako da je C vezan s A i B, kut veze p = LZACB

racunamo kao:

3.2 1 1 7
\/L+L+i.\/i+i+i 533 19950 ’
100 T 25 T 225 225 T 100 T 25

dakle je p = 108°25’.

Zadatak 103 Kako biste zadatak iz gornjeg primjera rijesili da se radilo o kristalu
rompskog sustava s parametrima kristalografske baze a = 300pm, b = 500 pm,
c=800pm, a = =~=090°?

Zadatak 104 Za neku triklinsku kristalnu strukturu parametri kristalografske baze
st a =100pm, b =200 pm, ¢ = 150 pm, o = 65°, § = 85°, v = 70°. Dva atoma te

1 2). Kolika je udaljenost medu

strukture nalaze se na pozicijama (%, 0, %) ) ((), I3

tim atomima?

Osim za racunanja duljina i kutova, skalarni produkt moze se iskoristiti i za
odredivanje ortogonalne projekcije jednog vektora na drugi. Recimo da zelimo
odrediti ortogonalnu projekciju _x_fgktora W= @ na vektor v = O—1>4 i neka je ta
ortogonalna projekcija vektor OB’ (vidi sliku spojnica BB’ je u oba slucaja
okomita na vektor ¥). Bududi da je ta ortogonalna projekcija ocito kolinearna s
o, znamo (po propozicijama (16| i da je OB = © ¥ za neki skalar z (pozitivan
ako je kao na slici kut ¢ siljast, 0 ako je pravi, negativan ako je tupi). Iz
pravokutnog trokuta OBB’ dobivamo x = |z| = w cos ¢ za §iljast ¢ odnosno u
tupokutnom slucaju x = —|z| = —w cos(m — ¢) = w cos ¢ pa mnozenje s v daje
xv=vw cosp =T -w. Dakle:

Propozicija 19 Ortogonalna projekcija vektora W na vektor ¥ je vektor %17

V-

Znosa )

Primjer 215 Rad izvrsen djelovanjem sile F pri pomaku za vektor cfpod kutem ¢
u odnosu na vektor sile je W = F - d = F dcos p.
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<y

Slika 5.8: Ortogonalna projekcija jednog vektora na drugi.

1z skole je dobro poznata i formula za ra¢unanje povrsine paralelograma kojemu
su poznate duljine v i w njegovih stranica i kut ¢ izmedu njih: P = vwsin p.
Dakle, ako znamo koordinate dvaju vektora ¥ i W, povrsinu paralelograma kojeg
oni odreduju (paralelogram OAC B na slici mozemo dobiti tako da im pomodéu
skalarnog produkta (kako je opisano u odjeljku izracunamo iznose i kut. To
znaci da znamo izracunati i povrsine svih mnogokuta, jer se oni mogu rastaviti na
trokute, a povrsina svakog trokuta je pola povrsine odgovarajuéeg trokuta.

Zadatak 105 Koordinatni sustav odreden je ishodistem 0 i bazom s parametrima
a=b=c=1cm ia =L =~="75° [zracunajte povrsinu trokuta ABC ako je

A=0,B=(1,2,3) iC = (—1,-5,0).

Uoc¢imo da smo u svim primjerima primjene skalarnog produkta morali iz
parametara baze izracunavati njihove skalarne produkte. Stoga je u slucajevima
da trebamo racunati kutove, duljine i(li) povrsine iz koordinata ¢esto zgodno na
pocetku ispisati tzv. metricki tenzor dane baze B, tj. tablicu (formalno: matricu)
skalarnih produkata vektora baze:

—

| @ b ¢
= 2 . .
a a abcgbfy accos 3 ' (5.4)
b | abcos~y b bccosa
C|laccosf beceosa c?

Zadatak 106 Ispisite metricke tenzore za sve baze u zadacima i primjerima ovog
odjeljka.

5.2.2 Vektorski produkt vektora

U trodimenzionalnim razmatranjima cesto je potrebno opisati i vektor koji je
istovremeno okomit na dva zadana vektora (to u dvodimenzionalnom slu¢aju nema
smisla, dakle se ovaj odjeljak odnosi samo na prostore V3 i V3(0)). Ako su vektori
Ui W kolinearni, smjerova okomitih na njih ima beskona¢no mnogo (svi leze u jednoj
ravnini), ali ako vektori ¥ i @ nisu kolinearni, onda postoji samo jedan smjer koji
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je istovremeno okomit na oba vektora. Ako znamo jedan vektor u tog smjera, lako
skaliranjem dobijemo proizvoljno dug i proizvoljno orijentiran vektor tog smjera
(propozicije [16] i . Algebarska operacija koja iz ¥/ i @ koja racuna jedan 4 | U, @
je vektorski produkt.

Definicija 30 (Vektorski produkt) Vektorski produkt dvaju vektora ¥ i@ u V3
ili V3(O) je vektor T x W koji je okomit na oba vektora, iznosa jednakog povrsini
paralelograma razapetog s U 1 W, a orijentiran je tako da ¥, W, U X W postuju pravilo
desne ruke[d

Uoc¢imo da je mjerna jedinica za iznos vektorskog produkta kvadrat mjerne
jedinice za iznose vektora koje mnozimo, tj. vektorski produkt nema istu fizikalnu
dimenziju kao ti vektori. Ukoliko bas zelimo da ima, onda iznos vektorskog produkta
trebamo dijeliti s mjernom jedinicom. Primjerice, ako mnozimo vektore ¢iji iznosi
su dani u cm, vektorski produkt ¢e imati iznos u cm?, a ako zelimo da ima isti iznos
kao oni, taj iznos treba podijeliti s cm. Vektorski produkt se koristi u definicijama
mnogih fizikalnih veli¢ina.

Primjer 216 Moment sile definiran je kao vektorski produkt radijvektora i sile:
Y ? . v . .

M =7 x , a kutni moment mase m oko tocke je | = 7 x ?, gdje je ? =mv
linearni momoment.

Uocimo da je po definiciji |7 x @] povrsina paralelograma odredenog vektorima
U1, tj. |U x W] = vwsing, dakle kad vidimo kako iz koordinata izra¢unati
vektorski produkt dvaju vektora imat ¢emo alternativni nac¢in racunanja povrsina
paralelograma (i opcenitijih mnogokuta) u prostoru. Uoc¢imo i da ako su ¢ i &
kolinearni povrsina navedenog paralelograma je 0 pa vrijedi:

Propozicija 20 Vektorski produkt kolinearnih vektora je nulvektor.

Primjer 217 Ako je @ = —e ¥, onda je T x @ = 0 jer su po definiciji mnoZenja
vektora skalarom vektori U ¢ W kolinearni.

Primijetimo i da ako ' i @ nisu kolinearni (nisu baza ravnine), onda je (¥, @, ¥ X
W) uvijek baza prostora i obrnuto, ako je navedena trojka baza prostora, onda ¥ i
W nisu istog smjera.

Karakteristi¢na svojstva vektorskog produkta su

UX (W+u)=0xwW+0xu, (@U4+d)xu=0xu+u X,

4Ako dlan desne ruke drzimo tako da na njemu lezi ¥ te ako kad dlan preko kuta ¢ kojeg
zatvaraju ta dva vektora— podsjetamo da je to manji od dva mogucéa kuta— zakrecemo
prema vektoru w, onda palac pokazuje orijentaciju od v’ x .
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te ortogonalnost
i antikomutativnost

Primijetimo da je antikomutativnost ocigledna iz definicije vektorskog produkta, a
ortogonalnost slijedi jer je ¥ X @ okomit na ¥ i @ pa im je skalarni produkt 0.

Vrijedii @ x 0 =0 x @ =0 (jer je 0 kolinearan sa svakim vektorom), ¥ x & = 0
(jer je svaki vektor kolinearan samom sebi) te

S a2

|7 x | = v*w? — (T - 0)?,

(X @) x @ = (T @) — (@ - @)7 (5.5)

(posljednja formula poznata je i kao Lagrangeova formula).

Dok je rac¢unanje skalarnog produkta iz koordinata bilo jednostavno neovisno
o tipu baze, za vektorski produkt to u slucaju baze koja nije ortonormirana nije
direktno izvedivo, jer bi analog metrickog tenzora za vektorski produkt sadrzavao
medusobne vektorske produkte vektora baze. Dok je @ x @ = bxb=cxé=01
bxd=—-axb axc=—Exaiéxb=—bxb, vektore @x b, x @ibx ¢ (zasad)
znamo opisati rije¢ima, ali ne i izra¢unati. Tu nam pomaze uvodenje tzv. reciprocne
baze. To je jedna dodatna baza B* koja se gleda u paru s izvornom bazom B, a i
neovisno o izracunavanju vektorskih produkata iz koordinata ima veliku samostalnu
vaznost, osobito u kristalografiji. Kad koristimo recipro¢nu bazu, polaznu bazu B
nazivamo direktnom bazom.

Definicija 31 (Recipro¢na (dualna) baza) Neka je dana direkina baza B =
(d,b,¢). Pripadna reciprocéna ili dualna baza definirana je s

I I 1. 7
X ¢ b"'==Cxd, & ==dxb,

“ Vv %

1-
_’*:—b
V

gdje je s 'V oznacen volumen jedinicne celije odredene vektorima direktne baze.
Kad se koordinate odnose na reciprocnu bazu, to isticemo zvjezdicom: [h,k,l]* :=
ha*+ kb +1c".

Prostor koordinatiziran direktnom bazom naziva se direktnim prostorom, a ako
je koordinatiziran recipro¢nom bazom, recipro¢nim prostorom.

Propozicija 21 Vektori a*, 5*, c* imaju sljedeca svojstva:

—b . b=¢-d=1,

ST

a-
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Dok ¢éemo gornje formule za produkte istoimenih vektora direktne i reciproc¢ne
baze dokazati kad uvedemo mjeSoviti produkt (odjeljak , za raznoimene
vektore iz direktne i recipro¢ne baze su po definiciji reciproc¢ne baze odnosno
vektorskog produkta medusobno okomiti, pa su im skalarni produkti 0. Koristeéi te
formule dobivamo da vrijedi sljedeé¢a jednostavna formula za skalarni produkt dvaju
vektora od kojih je jedan zadan koordinatama u direktnoj, a drugi u reciprocnoj
bazi:

[z,y,2] - [h,k,|]" =xh+yk+ 2zl (5.6)

Naime, po definiciji koordinata imamo [z,y,2] = @+ yb+ 21 [h,k,1]* =
hd*+k ?* +17¢*. Ako ih skalarno pomnozimo, koristeéi distributivnost skalarnog
produkta i gornju propoziciju, dobivamo formulu .

Primijetimo da ako je direktna baza ortogonalna, onda je i pripadna reciprocna
baza ortogonalna. Ako je direktna baza JOS i ortonormlrana onda Je V=1i
oc¢igledno po deﬁmcm vektorskog produkta 7 X j = k: j x k = z kxi= ], pa
zakljuCujemo da je i* =i, j* = j, k* = k tj. ortonormirana baza je sama sebi
reciprocna.

Uzmimo sad dva vektora iz V3 ili V(0) zadana koordinatama danim obzirom na
jednu (direktnu) bazu: ¢ = [z,y, 2] i @ = [/, v/, 2/]. Koristeéi svojstva vektorskog
produkta te definicije koordinata i recipro¢ne baze dobivamo:

-

. a b
Txw=V(yz —zy)a@ +V(zad -z W +V(izy —ya)et =V | z z
w/ y/ Z/

Tako smo dobili formulu za ra¢unanje vektorskog produkta iz koordinata. Kao $to
vidimo, iz koordinata dvaju vektora u direktnoj bazi dobivamo koordinate njihova
vektorskog produkta u recipro¢noj, a ne u polaznoj direktnoj bazi.

Bududi da je (;*,j*,g*) = (Z, 7, E), za slucaj ortonormirane baze
gornja formula poprima oblik

J
Y

IS I

8 <

[z, y,2] x [2,¢/,2] =V

~
~
~

8
I\

Y

Zadatak 107 Izracunajte vektorski produkt vektora v = [5,4,3] i @ = [—1,0, —2]
1 rezultat izrazite koordinatno i u reciprocnoj i u direktnoj bazi, ako znate da su
parametri direktne baze a = 5cm, b =10cm, ¢ = 12cm, a = § =y = 90°.

5.2.3 Mjesoviti produkt vektora

U trodimenzionalnom prostoru mogu nas uz duljine, kuteve i povrsine zanimati i
volumeni. Znamo da je volumen piramide jednak treé¢ini volumena prizme s istom
bazom i visinom. Nadalje, svako uglato tijelo se moze triangulirati, tj. rastaviti na
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tetraedre (trostrane piramide). Stoga, ako znamo iz koordinata vrhova izrac¢unati
volumen paralelepipeda, znamo izracunati volumen svakog uglatog tijela. Operacija
kojom dobivamo volumen paralelepipeda razapetog s tri vektora u, ' i W je, do na
predznak, mjesoviti produkt tih vektora.

Definicija 32 (MjeSoviti produkt) Mjesoviti produkt triju vektora @, U i W u
prostoru definiran je kao skalar @ - U X W. Njegova apsolutna vrijednost jednaka je
volumenu paralelepipeda razapetog s U, U ¢ W.

Uocite da u gornjoj definiciji nisu potrebne zagrade za naznacavanje redoslijeda,
jer (@ - 7U) x @ nema smisla (bio bi to vektorski produkt skalara i vektora). Zbog
veze s volumenom vidimo da ako je mjesoviti produkt vektora #, ¢’ i w jednak 0, oni
su komplanarni, dakle ne ¢ine bazu prostora. Ako je @ - ¥ x @ > 0, vektori u, Ui @
¢ine tzv. desnu bazu prosotra, a u suprotnom tzv. lijevu bazu. U svim standardnim
situacijama podrazumijevaju se desne baze. Specijalno, kristalografska baza je
uvijek desna. Takoder, kad god u paru s danom direktnom bazom koristimo i
recipro¢nu, podrazumijeva se da je direktna baza desna.

Osnovno svojstvo mjesovitog produkta je njegova ciklicka invarijantnost:

—

U-TXW=T-WXU=1wW-UX 0.
b

jedinic¢ne ¢elije

V=ada-bxe
Sad mozemo dovrsiti dokaz propozicije Ako rac¢unamo, primjerice, b* - 5, iz
ciklicke invarijantnosti mjesovitog produkta dobijemo:

L. . 1
Frob— —ixd b= ——a
14 a-bx¢é

—

cd-bxc=1.

Zadatak 108 Dokazite da je reciprocna baza stvarno baza, da je volumen V*
njome odredene jedinicne Celije jednak 1/V i da je reciprocna baza reciprocne baze
polazna direktna baza. Uputa: Za dokaz da je V* = % koristite Lagrangeovu

formulu (5.5).
Neka susad @ = [2,y,2], ¥ = [¢/,y/, 2] i @ = [2",y", 2"] vektori s koordina-
tama danim s obzirom na istu direktnu bazu. Rac¢unamo:

U-TxW =" -V(yz —y2)d* + (za' — y’a:)_b>* + (zy —2'y) @) =
=V(zd + y? +20) - ((y2 —y'2)a* + (22 — y’m)?* + (zy —2'y)T*) =

— V (:L_(y/z// _ y//zl) + y(z/x// _ Z”:L',) + Z(ﬂjly” _ xl/y/)) ,
tj. dobili smo opc¢u formulu za ra¢unanje mjeSovitog produkta iz koordinata koju
kraée zapisujemo u obliku

r oy =z
U-UxW=V|z y 72
x// y// Z//

Primijetimo da je u slucaju ortonormirana baze V = 1.
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5.3 Analiticka geometrija prostora

U analitickoj geometriji euklidskeE] ravnine se pomoé¢u koordinata (uredenih pa-
rova realnih brojeva) proucavaju tocke i jednodimenzionalni geometrijski objekti
u ravnini: pravci, krivulje drugog reda i razne druge krivulje. U trodimenzional-
nom euklidskom prostoru se uz tocke i krivulje razmatraju i dvodimenzionalni
geometrijski objekti— plohe. Najvaznija vrsta ploha u prostoru su ravnine.

Da bismo se mogli baviti analitickom geometrijom prostora, potrebno je prvo
odabrati koordinatni sustav. Kako je re¢eno u prethodnom poglavlju, koordinatni
sustav se sastoji od jedne odabrane tocke prostora (ishodiste O) i (desne) baze pros-
tora V3(0), dakle uredene trojke B = (@, b, &) nekomplanarnih vektora. Ako je kao
baza odabrana (desna) ortonormirana baza govorimo o Kartezijevom koordinatnom
sustavu. Zbog ortonormiranosti baze koja ga odreduje, mnogi rac¢uni koji se odnose
na objekte opisane u Kartezijevom koordinatnom sustavu su jednostavniji nego u
opc¢em slucaju.

U prethodnom odjeljku smo definirali i koordinate tocaka prostora te pojam
resetke. Pritom, prva koordinata se zove apscisa, druga je ordinata, a treca
aplikata. U prethodnom odjeljku vidjeli smo i kako se racunaju udaljenosti dviju
tocaka. Poloviste duzine TT’, za T = (x,y,2) i T' = (2/,y',2'), ima koordinate

/ / / .o . . . .
(”Tx, %, %) Ta formula vrijedi za sve tipove koordinatnih sustava.

Zadatak 109 Skicirajte resetku u ravnini ako je a = lcm, b = 2cm ¢ v = 45°.
Koliko iznosi udaljenost ishodista do sredista jedinicne celije?

Koordinatne osi su brojevni pravci kroz ishodiste kojima se smjerovi redom
podudaraju sa smjerovima vektora baze koordinatnog sustava. Uobicajeno je tri
koordinatne osi zvati redom z-0s, y-0s i z-os (os apscisa, os ordinata i os aplikata).
Na skicama, os ordinata se u pravilu crta horizontalno, orijentiran prema desno.
Koordinatne ravnine su ravnine odredene s po dvije koordinatne osi te govorimo o
(x,y)-ravnini, (y, z)-ravnini i (z, z)-ravnini.

Objekti u prostoru opisuju se s jednom ili vise jednadzbi s tri nepoznanice koje
predstavljaju koordinate to¢aka pojedinog objekta. Buduéi da je prostor V3(O)
trodimenzionalan, jedna jednadzba s tri nepoznanice ,oduzima“ jedan stupanj
slobode (dimenzija je u biti isto Sto i broj stupnjeva slobode) te predstavlja dvodi-
menzionalni objekt (plohu) u prostoru, dok dvije (neproporcionalne) jednadzbe s tri
nepoznanice ,,oduzimaju“ dva stupnja slobode te gledane kao sustav predstavljaju
jednodimenzionalni objekt (krivulju) u prostoru. Opcenito, presjek objekata u
prostoru pomod¢u analiticke geometrije odredujemo rjesavanjem sustava jednadzbi
tih objekata, a rjesenja tog sustava su koordinate tocaka presjeka. U ovom poglavlju
bavit ¢emo se samo objektima u prostoru koji se opisuju linearnim jednadzbama, a
to su pravci i ravnine.

5Tzraz euklidski znaci da se udaljenosti mjere na uobi¢ajeni naéin.
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5.3.1 Ravnine u prostoru

Pravac u koordinatnoj ravnini moze se opisati jednadzbom oblika ax + by =cu
kojoj a i b nisu istovremeno 0, tj. jednom linearnom jednadzbom s dvije nepoznanice
koja povezuje koordinate tocaka pravca. Analog takvog pristupa u prostoru, tj.
jedna linearna jednadzba oblika

Az +By+Cz=D (5.7)

koja povezuje tri prostorne koordinate je (opca) jednadzba ravnine. Pritom koefici-
jenti A, B i C ne smiju sva tri biti jednaka 0. Sve jednadzbe koje se iz jednadzbe
ravnine mogu dobiti njenim mnozenjem brojem razli¢itim od nule predstavljaju
istu ravninu (jer se time ne mijenja skup rjesenja takve jednadzbe). Tocka je u
ravnini to¢no ako zadovoljava njenu jednadzbu.

Zadatak 110 Objasnite zasto jednadzba x + 2y = 3 u ravnini predstavlja pravac,
ali u prostoru predstavlja ravninu.

Najjednostavnije ravnine su koordinatne ravnine. Tocke u (z,y)-ravnini imaju
aplikatu jednaku nuli te je jednadzba (z,y)-ravnine

z=0,
tj. 0z + Oy + 1z = 0. Analogno je jednadzba (y, z)-ravnine
z =0,

a jednadzba (z, z)-ravnine je
y=0.

Primjer 218 Jednadzbom x+y—2z = 5 zadana je jedna ravnina. Ishodiste (0,0,0)
ne lezi u njoj jer 0+0—2-0 # 5, a tocka (1,8,2) leZi u njoj jer je 1 +8 —2-2 = 5.

Vidimo: Ravnina sadrzi ishodiste to¢no ako je koeficijent D (slobodni ¢lan
njezine jednadzbe) jednak 0. Opéenito, iznos koeficijenta D povezan je s udaljenoséu
ravnine do ishodita: Sto je |D| vedi, to je ishodiste dalje od ravnine.

Koeficijenti A, B i C' govore nam o nagibu ravnine prema koordinatnim osima.
Ako je A =0, onda jednadzba ima oblik By + C' z = D. U tom sluc¢aju nije mogudée
jednoznac¢no odrediti sjeciSte ravnine s z-osi jer bi ono imalo koordinate (z,0,0)
te bi trebalo rijesiti ,,jednadzbu“ 0 = D, koja je istinita (ili neistinita) numericka
jednakosti, tj. ili vrijedi za sve x € R (ravnina sadrzi z-os) ili ni za jedan (ravnina
je paralelna s x-osi i ne sadrzi ju). Analogno zakljucujemo:

Propozicija 22 Ravnina jednadzbe je paralelna s osi apsica/ordinata/aplikata
tocno ako je koeficijent A odnosno B odnosno C' jednak 0.
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Dokazimo sad sljede¢u vaznu i korisnu ¢injenicu:

Teorem 16 Skup svih tocaka prostora (x,y, z) za koje je skalarni produkt njihova
radij-vektora s danim vektorom @i = [A, B, C]* konstantan je ravnina s jednadzbom
i ona je okomita na smjer vektora .

Dokaz. Po formuli je [z,y,2] - [A,B,C]* = Ax + By + C z. Dakle, skup svih
toCaka za koji je taj produkt konstantan (jednak nekom D) zadovoljava jednadzbu
oblika . Neka je Tp = (x0, Yo, z0) neka fiksna, a T' = (z,y, z) varijabilna tocka
koja zadovoljava tu jednadzbu. Tada je TyT" = [z — x0,y — Yo, 2 — 20]. Ako skalarno
pomnozimo taj vektor s 7 dobit ¢emo, za svaku T, iznos 0 (provjerite!). Dakle,
jednadzba Ax + By + C z = D opisuje geometrijski objekt koji se sastoji od svih
tocaka prostora za koje je vektor Ty okomit na fiksni vektor 7, a to je ravnina u
prostoru (kroz tocku Ty s vektorom normale 77). g

Bududi da je ortonormirana baza sama sebi recipro¢na, u Kartezijevom koordi-
natnom sustavu, trojka [A, B, C] iz jednadzbe odreduje vektor normale na
smjer ravnine, no opéenito je vektor normale jednak [A, B, C]*.

Ravnine mozemo indirektno zadati na vise nacina. Jedan nacin zadavanja
ravnine je normalom 7 = [A, B, C]* i jednom tockom Ty = (o, o, 20) u toj ravnini.
U tom slucaju jednadzba ravnine je

A(x —x9) + B(y — yo) + C(z — 29) = 0.

Primjer 219 Jednadzba ravnine kojoj je [2,3,4]* vektor normale i koja sadrzi
tocku (1,1,1) je2(x — 1) +3(y — 1) +4(2 — 1) =0, tj. 22 + 3y + 42 = 9.

Ravninu mozemo zadati i jednom toc¢kom Ty = (g, yo, 20) te s dva njoj paralelna
vektora ¥ = [vq,v9,v3] 1 W = [w1,ws,ws]. U tom sluc¢aju prvo odredimo vektor
normale 77 = ¢ X & (primijetimo da ¢e mu koordinate automatski biti u recipro¢noj
bazi, vidi odjeljak tj. dobit ¢emo potrebne A, B i C) i zatim primijenimo
gornju formulu.

Ravnina se moze zadati i trima (nekolinearnim) tockama T; = (x;, i, 2i),
1 =1,2,3. Jednadzbu ravnine tada dobijemo bilo rjeSavanjem sustava koji dobijemo
ako u Az + By + Cz = D redom uvrstimo koordinate tih triju tocaka, ili pak tako
da slucaj svedemo na prethodni uz v = m, w="T1T3 1Ty =T,. Moze se koristiti
i formula

rT—T1 Y—Yy =z2—2

ro—x1 Y2—y1 22—z |=0.

L3 —T1 Y3 — Y1 23— 21
Dvije ravnine su paralelne (istog smjera) ako su im vektori normala kolinearni, a
kolinearni vektori zadani koordinatama u istoj (ovdje recipro¢noj) bazi se prepoznaju
po proporcionalnosti koordinata. Dakle, ravnine s jednadzbama Ax+ By+Cz+D =
0i Az + B'y+ C'z+ D' =0 su paralelne tocno ako vrijedi:

A:A=B:B =C:C.
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Primjer 220 Ravnine 2o +y — 2z =41 —x — 4+ 5 = —2 su paralelne.

U kristalografiji su od zanimanja su samo odredene, tzv. mrezne ravnine. Mrezne
ravnine su ravnine koje prolaze kroz tri nekolinearne (i stoga beskona¢no mnogo)
tocaka resetke i ne prolaze ishodistem. Buduéi da mrezne ravnine prolaze kroz tocke
resetke, a njihove su koordinate cjelobrojne, slijedi da je Za mreznu ravninu uvijek
mogucée odabrati opéu jednadzbu u kojoj su koeficijenti A, B, C, D cijeli brojevi
(i D # 0). Sve mrezne ravnine paralelne s (istog smjera kao) Az + By + Cz = D
se dijele u dvije skupine (s jedne i druge strane ishodiéta)lﬂi stoga pri skaliranju
jednadzbe dozvoljavamo samo mnozenje i dijeljenje s prirodnim brojevima.

Zadatak 111 Nadite jednadzbu mrezne ravnine koja sadrzi tocke (0, —1,5), (=5, —4,1)
i (10,5,0) rjesavajuci prikladni sustav od tri linearne jednadzbe s tri nepoznanice.
Temeljem uocenog postupka argumentirajte zasto jednadzZbu mrezne ravnine uvijek
moZemo odabrati tako da su u mjoj svi koeficijenti cjelobrojni.

Zbog nacina rasta kristalaﬂ medusobno paralelne mrezne ravnine smatraju se
ekvivalentnim, tj. iznos D u jednadzbi ravnine je irelevantan, odnosno od svih oblika
Ax+ By+ Cz = D s cjelobrojnim A, B, C'i D uvijek mozemo kao reprezentativan
za dani smjer odabrati jedan u kojem su A, B i C' maksimalno skraceni (relativno
prosti), a D je bilo koji prirodan broj. U takvom slucaju koristimo oznake h, k il
na mjestu A, B i C i nazivamo ih Millerovim indeksima.

Definicija 33 (Millerovi indeksi) Ako je Ax+By+Cz = D proizvoljna mrezna
ravnina ¢ hx + ky + lz = D njoj paralelna ravnina dobivena maksimalnim skra-
éivanjem A, B i C, bez dijeljenja negativnim brojevima, onda se brojevi h, k i1
nazivaju Millerovim indeksima promatranog smjera mreznih ravnina i govorimo o
ravninama smjera (hkl). Pritom se eventualni negativni Millerovi indeksi umgjesto
u obliku —n pisu kao m.

Primjer 221 Millerovi indeksi smjera ravnine 10x — 15y + 5z = 27 su (231).

S obzirom na veé poznato, vidimo: Ako je neki Millerov indeks 0, ravnina je
paralelna odgovarajuéoj koordinatnoj osi. Nadalje, ravnine smjera (hkl) imaju
vektor normale s koordinatama [h, k, []*.

Zadatak 112 Kakve ravnine opisuju Millerovi indeksi (110)? A (010)?

Opéenito, kut dviju ravnina se definira kao kut izmedu njihovih normala.
Dakle, opéenito bi za odredivanje kuta medu ravninama trebalo na nacin opisan

6Razlikujemo ih jer nije svaki kristal centralno simetrican.
"Konkretan makroskopski kristal je poliedar omeden plohama (stranama poliedra) ¢ije
ravnine pripadaju pojedinom skupu medusobno ekvivalentnih mreznih ravnina.
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na str. m (uzevsi u obzir da se koordinate vektora normala odnose na reciprocnu
bazu) izrac¢unati

%
-
cos p = )
%
|||

Uocimo da je opéenito gore potrebno racunati skalarni produkt dvaju vektora iz
recipro¢nog prostora. To se radi na isti nacin kao u direktnom prostoru, ali je
prije toga potrebno odrediti parametre recipro¢ne baze (vidi nize). Posebno, dvije
ravnine su medusobno okomite ako su im vektori normala okomiti, tj. ako im je
skalarni produkt 0. Za slucaj Kartezijevog koordinatnog sustava uvjet okomitosti
ravnina se pojednostavljuje na formulu

AA+BB +CC' =0.

Primjer 222 Odabran je Kartezijev koordinatni sustav. Nadimo ravninu okomitu
na ravnine t+y+2z =11 x —y+ z = 2 koja prolazi ishodistem. Kako znamo jednu
tocku, (0,0,0), radi se o ravnini s jednadzbom oblika Ax + By + Cz = 0. Da bismo
odredili koordinate vektora normale, iskoristimo uvjete okomitosti: 1A+1B+1C =0
(okomitost na t+y+2z=1) i 1A—1B+1C = 0 (okomitost na v —y+z = 2). Tako
smo dobili sustav A+ B+ C =0, A— B+ C =0. Zbrajanjem jednadzbi sustava
i zatim dijeljenjem s dva vidimo da mora vrijediti C = —A. Iz prve jednadzbe je
onda A+ B — A =0 tj. B=0. Dakle, vektori normale imaju koordinate oblika
[A,0,—A] s proizvoljnim A # 0. Odaberimo jedan takav vektor, recimo s A = 1.
Imamo vektor normale [1,0,—1] te je traZena jednadzba ravnine x — z = 0.

Zadatak 113 Izracunajte kut izmedu ravnina x —y —z =0 ¢ x — y-ravnine z = 0,
uz uvjet da je odabrani koordinatni sustav Kartezijev.

Ponekad je zgodno ravninu opisati parametarskim jednadzbama. Parametarske
jednadzbe ravnine u prostoru imaju oblik

r=wx9+v1t+ wis,

y:y0+vgt+w28,
z=2z2y9+v3t+wss,
t,s € R.

Pritom je (xo, Yo, 20) neka fiksna tocka u ravnini, a ¥ = [v1, v, v3] i W = [w1, wa, ws]
su dva nekolinearna vektora paralelna ravnini. Za svaki par vrijednosti slobodnih
parametara t i s dobivamo po jednu tocku (z,y,z) u ravnini. Primijetite da je
ravnina dvodimenzionalni objekt —zato u njenim parametarskim jednadzbama
imamo dva slobodna parametra.
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Primjer 223 Odredimo parametarske jednadzbe ravnine zadane opéom jednadzbom
2 =5y + 2 =2.

Izrazimo li primjerice z = 2 — 2x 4+ by ¢ uzmemo da sux =1t iy = s slobodni
parametri, dobijemo traZeni parametarski oblik

r=t, y=s, z=2-2t+5s, t,seR.
Zadatak 114 Kako iz parametarskog oblika dobijemo opéu jednadzZbu ravnine?

Cesée od parametarskog oblika jednadzbe ravnine, ali samo za ravnine koje
ne sadrze ishodiste, koristi jedan specijalni slucaj opée jednadzbe ravnine. To je
segmentni oblik jednadzbe ravnine

x z
iV (5.8)
m n P

Prednost tog oblika je da se iz koeficijenata direktno vide odsjecci ravnine na

koordinatnim osima: to su upravo brojevi m, n i p. Njihove duljine (udaljenosti

ishodista do probodista ravnine s pojedinom kordinatnom osi) su |m|a, |n|bi |p|c

(zasto?).

Primjer 224 Segmentni oblik jednadzbe ravnine zadane s 2x — 5y + 3z = 60 dobije
se dijeljenjem sa 60 (odnosno, opéenito dijeljenjem s D ):

x Y z

SR AT

30 + —12 + 20
Odsjecci te ravnine na koordinatnim osima su redom 30, —12 ¢ 20. Ako je baza
zadana s a = 1m, b =2m ic =4m, a = f = v = 90°, probodista ravnine s
koordinatim osima su tada od ishodista udaljena od ishodista 30 - 1m, 12-2m 1
20 - 4m.

Segmentni oblik jednadzbe se u matematici ne koristi ako je ravnina paralelna
nekoj od koordinatnih osi, no uz modifikaciju da u tom slucaju kao iznos odgo-
varajuéeg odsjecka piSemo oo koristit ¢emo ga i za te slucajeve zbog primjena
u kristalografiji. Naime, kao alternativa Millerovom indeksima za opis smjerova
mreznih ravnina koriste se i Weissovi parametri, koji su prirodno povezani sa
segmetnim oblikom jednadzbe mrezne ravnine. Jedna od ravnina smjera (hkl) je
hz+ky+1z=wv, gdje je v najmanji (pozitivni) zajednicki visekratnik od h, k i [.
Dijeljenjem s v dobivamo segmentni oblik jednadzbe te ravnine, £ + £ 4 % =1.
Ako je neki od Millerovih indeksa bio 0, kao iznos odgovarajuéeg odsjecka pisemo
oo te taj indeks ignoriramo pri odredivanju v. Uzevsi u obzir da su %, % i % takoder
koordinate nekog vektora normale te ravnine, mozemo i m, n, p koristiti za opis
danog smjera:
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Definicija 34 (Weissovi parametri) Ako je & + £ + % = 1 segmentni oblik
jednadzbe one mrezne ravnine promatranog smjera za koji su m, n i p maksimalno
skraceni cijeli brojevi, onda razmjer ma : n'b : pc nazivamo Weissovim parametrima
tog smjera. Ako je smjer ravnine paralelan nekoj od koordinatnih osi, odgovarajuci
Weissov parametar je co.

Primjer 225 Ravnine smjera opisanog Millerovim indeksima (320) su paralelne s
ost aplikata. Njihove jednadzbe su oblika 3x — 2y = D s prirodnim brojevima D.
Ako uzmemo D = 1, dobili smo onu mreznu ravninu tog smjera koja je najbliza
ishodistu: 3x — 2y = 1. Njeni odsjecci na osima su % ) —%, dakle ta ravnina
posjeduje probodista s osima koja nisu tocke resetke. Ako bismo pak uzeli ravninu
3x — 2y =6 (6 je najmanji zajednicki visekratnik od 3 i 2), njeni odsjecci na osima
su 2 1 —3, tj. tocke resetke. Ako dozvolimo prosirenje koristenja segmentnog oblika
koristenjem simbola oo na slucaj paralelnosti s nekom osi (ovdje z-0si) dobijemo
segmentni oblik jednadzbe te ravnine, 5 + % + £ =1 njeni Weissovi parametri su
2a : 3b : ooc.

Iz primjera vidimo i: Od svih mreznih ravnina smjera (hkl), ravnina hz + ky +
[z = 1 je najbliza ishodistu, ali njena probodista s koordinatnim osima ne moraju
biti tocke resetke. Ako pak trebamo jednadzbu mrezne ravnine tog smjera najblizu
ishodistu koja osi sijece isklju¢ivo u tockama resetke, onda je to hx + ky + lz = v.

Primjer 226 Promotrimo ravninu s jednadzbom = + % + 55 = 1. Njeni odsjecci
na kristalografskim osima su 15, 10, 20. Weissovi parametri njenog smjera su stoga
3a : 2b: 4c. Millerovi indeksi njenog smjera su (463).

5.3.2 Pravci u prostoru

Pravac u prostoru odreden je svojim smjerom (tj. bilo kojim njemu paralelnim
vektorom smjera) i jednom tockom. Alternativno, pravac mozemo zadati kao presjek
dvije neparalelne ravnine. U prvom slucaju, pravac se opisuje parametarskim
jednadzbama ili tzv. kanonskim oblikom jednadzbe pravca. U drugom slucaju
pravac se zadaje sustavom od dvije opée jednadzbe ravnina.

Parametarske jednadzbe pravca s vektorom smjera T = [u, v, w] koji prolazi
tockom Ty = (x0, Yo, 20) su oblika

T =x9+ ut,

y:y0+vt7
z2=2zy+wt,
teR.

Za svaki iznos parametra ¢ dobivamo po jednu tocku tog pravca. Jedan parametar
je dovoljan jer je pravac jednodimenzionalan objekt (no upravo zato za opis pravac
u trodimenzionalnom prostoru trebamo vise od jedne jednadzbe). Uocimo:



208 POGLAVLJE 5. UVOD U LINEARNU ALGEBRU

Propozicija 23 Pravac je paralelan nekoj od koordinatnih osi tocno ako je jedina
koordinata od § koja nije jednaka nuli ona koja odgovara toj osi.

Primjerice, pravci s vektorom smjera [0, —3, 0] su paralelni s y-osi.
Zadatak 115 Zapisite parametarske jednadzbe z-osi.

Zadatak 116 Kako cete iz parametarskih jednadzbi pravca zakljuciti je li pravac
paralelan nekoj koordinatnoj ravnini?

Opcenito, krivulje u prostoru zadaju se parametarski jednadzbama
oblika

.I‘Zf(t), y:g(t)7 Z:h<t), tel,

a plohe u prostoru zadane suju se parametarskim jednadzZbama oblika
r=f(t,s), y=g(t,s), z=h(ts), telsel
gdje su I i I' intervali realnih brojeva.

Umjesto tockom i vektorom smjera, pravac moze biti zadan i s dvije tocke. U
tom slucaju mu je vektor smjera vektor koji spaja te dvije tocke, a jednu od njih
uzmemo kao (zg, Yo, 20). Skradeni zapis parametarskih jednadzbi pravca, koji bismo
dobili tako da iz svake od tri jednadzbe izrazimo parametar ¢ i onda ih izjednac¢imo
zove se kanonski oblik jednadzbi pravca u prostoru:

r—x0 Y—Y 22— 20

a b c

Radi se o preglednom obliku jednadzbi pravca, no kad god je potrebno rjesavati
neke probleme vezane za pravac, potrebno je prvo taj oblik prevesti u parametarski
oblik. Takoder, kako je taj oblik samo skraceni zapis parametarskog oblika, moguée
je da neki od a, b i ¢ budu nula jer izraze u formuli ne treba shvacéati kao stvarno
dijeljenje brojeva.

Pravac moze biti zadan i kao presjek dvije (neparalelne) ravnine, tj. sustavom

Ax+ By+ Cz =D,
Ar+By+C'z2=D".

Iz tog oblika parametarski oblik mozemo dobiti rjeSavanjem sustava te dvije
jednadzbe. Ako je pravac presjek dvije ravnine, njegov vektor smjera je okomit na
normale tih ravnina, uzevsi u obzir da je recipro¢na baza reciproc¢ne baze direktna
baza, vidimo da vektor smjera pravca zadanog gornjim sustavom mozemo dobiti
kao

a
§=[A,B,C]*x [A',B',C']*=| A

X @ o
QAo

S
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Zadatak 117 Odredite parametarski i kanonski oblik jednadzbi pravca zadanog
kao presjek ravnina x +y+z =11 2x —y = 5.

Dva pravca u prostoru mogu se podudarati, biti razli¢iti i paralelni, sjeci se
ili biti mimoilazni (mimosmjerni), tj. ne biti paralelni i ne sjeci se. Dva razlic¢ita
pravca koja se sijeku ili su paralelni odreduju jednu ravninu. Dva pravca imaju isti
smjer (podudaraju se ili su paralelni) toéno ako su im vektori smjera § = [u, v, w] i
§ = [/, v, w'] paralelni. Dakle, uvjet paralelnosti pravaca je

Sijeku li se dva pravca (Sto je slucaj i kod podudarnih) ili ne (razli¢iti paralelni ili
mimoilazni) zakljuéujemo rjesavajuéi sustav koji se sastoji od njihovih parametarskih
jednadzbi.

Primjer 227 Provjerimo sijeku li se pravci

g_y+1_z—3
o 2 2

Prvi pravac ima parametarske jednadzbe
r=0,y=2t—1, 2z =3+ 2t,

a drugt
r=14+s,y=858+2, 2=5+3.

Slobodne parametre smo im razlicito oznacili jer se radi o dva razlicita pravea pa
dok jedan parametar opisuje ,korake setnje” po jednom, drugi to opisuje za drugt,
a ti ,koraci” ne moraju biti isti. Sjeciste je tocka (z,y,z) koja je na oba pravca,
dakle treba izjednaciti odgovarajuce koordinate ¢ rijesiti sustav:

0=14+s=s=—1,

2A—-1=s+2=1t=1,
3+2t=5+3=5=2.

Kako vidimo, za ova dva pravca nije mogucée naci tocku koja je na oba jer je sustav
kontradiktoran te se pravci ne sijeku. No, primijetimo da oni nisu paralelni: Vektor
smjera prvog je [0,2,2] i taj nije paralelan vektoru smjera drugog, [1,1,1].

Da smo iz dvije jednadzZbe uspjeli odrediti s i t koji zadovoljavaju ¢ trecu,
uvrstavanje vrijednosti od t u parametarske jednadzbe prvog (ili vrijednosti parametra
s u jednadzbe drugog) pravca dalo bi koordinate sjecista tih pravaca. Tako je,
primjerice, sjeciste pravca % = y%l = 253 s pravcem ’”Tfl = # = % tocka
(0,1,5) — provjerite to sami!
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Dva pravca su okomita ako imaju okomite vektore smjera, tj. uvjet okomitosti
pravaca je
5.8 =0.
Taj skalarni produkt opéenito ra¢unamo na nacin opisan na str. [I93] a ako je
koordinatni sustav Kartezijev uvjet se svodi na uu’ + vv’ + ww’ = 0. Opdéenito se

pak kut izmedu pravaca definira kao kut izmedu njihovih vektora smjera.

Primjer 228 Potrebno je naci pravac (pravce) koji prolazi kroz ishodiste, okomit
je na x-0s i sa z-osi zatvara kut od 45°, ako su parametri koordinatnog sustava
a=5cm,b=3cm,c=4cm, a=L=~v=90°

Buduéi da pravac treba prolaziti kroz ishodiste, prvo znamo da su mu parame-
tarske jednadzbe oblika x = ut, y = vt i z = wt. Njegov vektor smjera [u,v,w] prvo
mora bitt okomit na x-o0s, tj. na prvi vektor baze. Dakle, imamo uvjet

0= [u,v,w] - @ = (ud@+ vb+ w?) - @ = ua® + vab + wac.
Zbog o = = =90° { cinjenice da je a # 0 dobijemo u = 0.
Sad dakle znamo da je vektor smjera naseg pravca oblika [0,v,w] = vb+ wc i
trazimo takav vektor koji s ¢ zatvara kut od 45°. Imamo stoga posljednji uvjet

(vb + wé) - &= |[0, v, w]| - ¢ - cos45°.

Na lijevoj strani, zbog okomitosti b i € preostaje we?. Iznos |[0,v,w]| = |vb + wé]

jednak je \/(v5+ wc) - (Ug+ wé) = Vu2b? + w?c? te se gornja jednakost svodi na

we = VPR e L
Pokratimo ¢ (zasto to smijemo?) i kvadriramo te dobijemo

w?c? = (v + w?e?) fracl2,
odnosno w?c? = v2b%. Uvrtimo b i c i dobijemo 16w? = 9v?, dakle je w = :i:%v.
Dakle, vektor smjera je ili tipa [0, v, %v] ili tipa [0, v, —%v], pa imamo dva rieSenja

(npr. za v = 4): Pravac s jednadzbama x = 0, y = 4t i z = 3t ili pravac s
jednadzbama x =0, y = 4t © z = —3t.

Pravac s vektorom smjera § = [u, v, w] je okomit na ravninu s vektorom normale
i = [A, B, C|* ako su ti vektori paralelni, a pravac je paralelan ravnini ako mu je
vektor smjera okomit na njezin vektor normale. Stoga je uvjet okomitosti pravca
na ravninu da je § x 7@ = 0, §to opéenito nije lako izra¢unati jer su koordinate §
dane u osnovnoj, a od 7 u recipro¢noj bazi (kako se to radi vidjet éemo u sljedeéem
odjeljku). No, u Kartezijevom koordinatnom sustavu se uvjet pojednostavljuje
na proporcionalnost koordinata ta dva vektora. S druge strane, uvjet paralelnosti
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Slika 5.9: Medumrezni razmak jednak je udaljenosti ishodista do prve mrezne
ravnine danog smjera.

pravca s ravninom je §- 7 = 0. Zbog formule ([5.6)), uvjet paralelnosti pravca i
ravnine iskazan je neovisno o tipu koordinatnog sustava iskazan formulom

uA+vB +wC = 0.

Ako pravac nije paralelan ravnini, on ju sijec¢e u jednoj tocki koja se zove probodiste
pravca i ravnine. Odredivanje probodista pravca i ravnine svodi se na rjesavanje
sustava koji se sastoji od jednadzbe(i) pravca i jednadzbe(i) ravnine. Takoder, kut
izmedu pravca i ravnine se definira kao kut izmedu vektora smjera pravca i njegove
ortogonalne projekcije na ravninu.

Zadatak 118 Odredite probodiste pravca 5 = y% = z+2 i ravnine 2x+3y+4z = 1.

MreZne ravnine odabranog smjera (hkl) pojavljuju se u jednakim razmacima:
razmak ravnine hx + ky + 1z =11iravnine hx + ky + [z = 2 jednak je razmaku
ravnine hx+ky+1lz =2iravnine hz+ky+1z = 31it.d. Oznacimo s dp; razmak
dviju susjednih ravnina smjera (hkl) (tzv. medumrezni razmak), tj. udaljenost
ravinine hx +ky + 1z =n do ravnine hx + ky + [z = n + 1 za bilo koji prirodan
broj n. Lako je uvidjeti da je on jednak udaljenosti ishodista O do njemu najblize
ravnine tog smjera (usp. sliku za dvodimenzionalni analog), dakle do ravnine
hx+ky+lz=1.

Pogledajmo vezu medumreznih razmaka s remprocnom bazom. Neka je h
visina Jedlnlcne ¢elije odredene direktnom bazom ( a, b 7) npr. ako paralelogram
odreden s @i b gledamo kao osnovicu. Stoga je V = absiny - h. S druge strane,
toj osnovici paralelna ploha na jedini¢noj ¢eliji lezi u ravnini smjera (001) najblizoj
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ishodisto pa je h = dgg1. Dakle:

llﬁ ?’ _ absin -y _ 1
|4 V doo1
No,
1 - absin~y
*=|l—axbl =
& ‘Va v
dakle je ujedno i
C* dg()l =1.

Analogno dobivamo i druge dvije veze izmedu iznosa vektora reciproc¢ne baze i
medumreznih razmaka:

Teorem 17

L1 V. .1 V. . 1V
007 4 ~ besina’ 0T br LT e T Gbsingy

acsin

atle vidimo i da su jedinice ,,duljine” u reciproénom prostoru su reciproc¢ne
Odatle vid d d »duljine” t
jedinicama u direktnom prostoru, sto je jedan od razloga naziva reciproéni prostor.

Primjer 229 Neki mineral kristalizira u heksagonskom kristalnom sustavu (a =b,

¢, o =05=90° ~v=120°). uduci da * mora biti okomzt na @ i b a takav je i

sam ¢, zakljucujemo da su za heksagonske kristale @i istog smjera. Vektori
a*id kaoi b* i b su razlicitih smjerova (ali svi leze u z’stoj ravning). Volumen

= |a*| = besina = asilm,

jedinicne Celije je V. = abcsin~y. Stoga je ﬁ abcsmv
dakle digg = a@. Analogno se dobije dyig = b@ i dpo1 = c.

Formule iz prethodnog teorema su specijalni slucajevi opcenitijeg teorema, poz-
natog kao fundamentalni (temeljni) zakon reciprocne resetke, kojeg éemo dokazati

u odjeljku [7-I}
Teorem 18 Ako je s Nyk oznacen iznos vektora i = [h, k,l|*, onda je

dpiNpgr = 1.

Korolar 1 Ako je direktna baza ortogonalna (o = =~ = 90°), vrijedi sljedeca
formula za medumrezni razmak:

1 h? K2
T =atmtg (5.9)
i b
Dokaz nije tezak. Prema fundamentalnom zakonu recipro¢ne resetke imamo:
1

dhkln2

— NEy = \/(ha + kB +1¢%) - (ha* + kb + 16*).

Buduéi da veé¢ znamo da je reciprocna baza ortogonalne baze i sama ortogonalna
(a* = pB* = v* = 90°), posljednji izraz jednak je /h2(a*)2 + k2(b*)2 + 12(c*)2.
Nadalje, buduéi da e baza ortogonalna imamo V = abc pa iz teorema [I7] dobijemo
da je to jednako 2 =t b2 + 02, sto smo i htjeli dokazati. O
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Primjer 230 Neki kristal rompskog sustava ima parametre baze a = 0,82nm,
b=094nm i c=0,75nm, a = 8 = v = 90°. Duljina radij-vektora tocke koja u

VI, . V% _ 1 _ /1 4 _ -1
reciprocnoj resetki ima koordinate (1,0,2)* je Nyy5 = T = Va +5=29nm"".

Generalizacija dokaza fundamentalnog zakona recipro¢ne resSetke na slucajeve
kad vektor normale ima proizvoljne koordinate, a ne samo cjelobrojne, dovodi
do opée formule za udaljenost tocke do ravnine (koja se definira kao udaljenost
tocke do njezine ortogonalne projekcije na ravninu, tj. probodista pravca okomitog
na ravninu koji prolazi kroz toc¢ku s ravninom): Udaljenost tocke T'(zo, yo, 20) do
ravnine II s jednadzbom Ax + By +Cz+ D =0 je

_ |Azg + Byo + Cz — D|

A(T. 1) =

Ako je koordinatni sustav Kartezijev, formula se pojednostavljuje na
A B -D
d(T,H):| xo + Byo + Cz \
VAZ+ B2+ (C?

Zadatak 119 Ako je koordinatni sustav Kartezijev, odredite udaljenost tocke
(1,2,3) do ravnine 3z —my =e akojea=8,b=+10,c=em, a =3 =~ = 90°.

Primjer 231 Za neki kristal rompskog sustava (a« = =~v=90°, a #b# c# a)

utvrdeno je da razmak susjednih (111) ravnina iznosi dijn = 654 pm. Ako je

a = 820 pm, odredite razmak izmedu susjednih (211) ravnina! Iz d% = (;% + b% + c%
211

i fln = a% + b% + c% oduzimanjem dobijemo é = fln + a—gg pa je de11 ~ 383 pm.

Primjer 232 Neka je tetragonska kristalografska baza zadana parametrima a =

b=4820 A, c=6,288 A, a =3 =~ =90°. Tad medumresni razmak ravnina

smjera (211) dobivamo iz
14,11
d3,, a® a? c*’
Uvrstavanje zadanih podataka daje dop = 2,039 A.

Za kraj, izvedimo formule za parametre recipro¢ne baze za proizvoljnu direktnu
bazu, tj. za zadane a, b, ¢, a, 5, v i VE| Iznosi vektora reciprocne baze se onda
mogu dobiti iz teorema

1 bcsi

at = V\/bQCQ—(bccosoc)Q: ci;na, (5.10)

acsin 3
bt o= 5.11
V ? ( )

absiny
= . 5.12
‘ a (512)

8V se uvijek moze izra¢unati iz parametara baze. Opéu formulu izvest éemo u odjeljku
a za Matematiku 1 zadaci koji ukljucuju racunanje V' uvijek ¢e imati bar dva od kutova
a, B, v jednake pravom kutu.
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Za kutove, postupak je sljededi:

b* - & V2 1 o
= = —(€xa)-(axb).
cosa b*c* a2besin Bsiny V2 (6xa)-(axb)

Koristeéi Lagrangeovu formulu (5.5 imamo:

cos 3 cosy — cos

* = 5.13
cos e sin B sin 7y ( )
i analogno

cos f* = cosa.cosy.— COSB, (5.14)

sin v sin 7y
cos* coS a‘cos 6.— cosy (5.15)

sin o sin 3
Zadatak 120 Izracunajte iznos vektora ¥ = [—1,2, —5]* ako je a = b = 10cm,

c=5cm, a = =90° v=30°.



Poglavlje 6

Sustavi linearnih jednadzbi

6.1 Linearne jednadzbe

S linearnim jednadzbama s jednom nepoznanicom susreAfemo se veé¢ u osnovno-
skolskom obrazovanju. Za ponavljanje tog gradiva dajemo jedan zadatak.

Zadatak 121 Zbog inflacije, cijena kruha je u posljednjih pet godina porasla za
58 %. Ako je mali bijeli kruh prije pet godina kostao 6,50 kuna te ako znamo da je
pri zamjeni kuna u eure fiksni tecaj konverzije bio 7,53450 kuna za 1 euro, kolika
je cijena malog bijelog kruha danas?

Definicija 35 (Linearna jednadzba s jednom nepoznanicom) Linearna jed-
nadzba s jednom mepoznanicom x je jednadzZba koja se mozZe zapisati u obliku

ax =2>,
gdje su a © b zadani brojevi. Rjesenje takve jednadzbe je svaki broj cije uvrstavanje

u jednadzbu na mjesto nepoznanice x daje istinitu numericku jednakost.

Primjer 233 Jednadzba 8x — 3 - (x — 4) = —2x — 6 je linearna jer ju moZemo
svesti na oblik ax = b:
8r —3-(x—4)=—2z —6,

8r —3x + 12 = —2x — 6,
Tr = —18.

Lo . . . 18
Rjesenje te jednadzbe je —=.

Rjesenje linearne jednadzbe ax = b je nultocka afine funkcije f(z) = ax —b
(vidi odjeljak [2.4.1)), tj. sjeciSte grafa te funkcije s osi apscisa. Moguca su tri slucaja:

o Jednadzba ima jedinstveno rjesenje (ako a # 0): Pravac y = ax — b sijece os
apscisa u nultocki ¢ = g, koja je rjesenje nase jednadzbe.

215
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o Jednadzba nema rjesenja (ako a =01 b # 0): Pravac y = ax — b je paralelan
s osi apscisa i razli¢it od nje.

o Jednadzba ima beskona¢no mnogo rjesenja (akoa = b = 0): Pravacy = axz—b
se podudara s osi apscisa pa je svaki realan broj = rjesenje jednadzbe.

Dakle, rjesenja linearne jednadzbe s jednom nepoznanicom mozemo interpre-
tirati kao tocke na brojevnom pravcu, tj. kao 0-dimenzionalne objekte na 1-
dimenzionalnom objektu.

Primjer 234 Jednadzbe
8r —3(x —4) = —2z — 6,
8x — 3(x —4) = 5x — 6,
8xr —3(xr —4) =5x+ 12

su redom primgjeri za tri navedena slucaja. Grafovi odgovarajucih afinih funkcija za
koje te jednadzbe predstavijaju trazenje nultocki prikazani su slikom [6.1]

Y y=7Tr+18
24+

. y =18
12
6A

-3 =2 -1 1 2 3 x

— 1 1 | | | 1 —
/ —64

Slika 6.1: Linearne jednadzbe s jednom nepoznanicom mogu imati jedinstveno
rjeSenje (crveni graf), nemati rjeSenja (plavi graf) ili imati beskonano mnogo
rjeSenja (zeleni graf).

U ovom poglavlju primarno nas zanimaju linearne jednadzbe s vise od jedne
nepoznanice.

Definicija 36 (Linearna jednadzba s dvije nepoznanice) Linearna jednadzba
s dvije nepoznanice x ©y je jednadzba koja se moze zapisati u obliku

ax+by=c,

gdje su a, b i ¢ zadani brojevi. Broj c zove se slobodnim clanom, a a i b su koeficijenti
jednadzbe. Rjesenje takve jednadzbe je svaki uredeni par brojeva cije uvrstavanje u
jednadzbu na mjesto brojeva x iy daje istinitu numericku jednakost.
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Slika 6.2: Pravac 2z — 5y = 3.

Primjer 235 Jednadzba 2z — by = 3 je linearna jednadzba s dvije nepoznanice.
Uredeni par (4,1) je jedno njeno rjesenje, dok par (1,4) nije riesenje te jednadzbe.
Vazno je o rjesenju govoriti kao uredenom paru, ne samo jer su nam za rjesenje
potrebna dva broja (par), nego i jer je bitno koji je prvi, a koji je drugi.

Geometrijski, linearnu jednadzbu s dvije nepoznanice (zapravo, skup njenih
rjeSenja) mozemo interpretirati kao pravac u ravnini (tj. kao njegovu implicitnu
jednadibu)ﬂ Pravac se sastoji od beskona¢no mnogo tocaka te tako vidimo da svaka
linearna jednadzba s dvije nepoznanice ima beskona¢no mnogo rjesenja (parova
brojeva koji ju zadovoljavaju, tj. koordinata tocaka na pravcu koji ju predstavlja).

Primjer 236 Jednadzbi 2x — 5y = 3 odgovara pravac kojem je to implicitna
jednadzba, tj. pravac kroz tocke (O, —%) ) (%,0) (vidi sliku
i svaka druga tocka tog praveca, primjerice (9,3), je rjesenje te jednadzbe.

. Uz te dvije tocke

Definicija 37 (Linearna jednadzba s tri nepoznanice) Linearna jednadzba
s tri nepoznanice x, y, z je jednadzba koja se moZe zapisati u obliku

ax+by+cz=d

gdje su a, b, c © d zadani brojevi. Broj d zove se slobodnim clanom, a a, b i c su
koeficijenti jednadzbe. Rjesenje takve jednadzbe je svaka uredena trojka brojeva cije
uvrstavanje u jednadzZbu na mjesto nepoznanica x, y ¢ z daje istinitu numericku
jednakost.

'Ako je a = 0, pravac ax + by = c je paralelan s z-osi, ako je b = 0 paralelan je s y-osi.
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Slika 6.3: Ravnina 2z — 5y + z = 3 (slika izradena programom Geogebra).

Primjer 237 Jednadzba 2x — 5y + z = 3 je linearna jednadzba s tri nepoznanice.
Trojka (4,1,0) je jedno njeno rjesenje, a trojka (1,2,1) nije rjesenje te jednadzbe.

Geometrijski, skup rjesenja linearne jednadzbe s tri nepoznanice mozemo inter-
pretirati kao ravninu u prostoru (vidi odjeljak odnosno sliku . Posebno,
svaka linearna jednadzba s tri nepoznanice ima beskona¢no mnogo rjesenja.

Prethodne definicije mozemo generalizirati:

Definicija 38 (Linearna jednadzba s n nepoznanica) Linearna jednadzba s
n nepoznanica Ti, To, ..., Ty je jednadzba koja se moze zapisati u obliku

a1r1 +asxo + ... +apr, =0

gdje su ay, as, ..., an, b zadani brojevi. Broj b zove se slobodnim clanom, a
ai,as, ..., 6, su koeficijenti jednadzbe. Rjesenje takve jednadzbe je svaka uredena
n-torka brojeva cije uvrstavanje u jednadzbu na mjesto napoznanica daje istinitu
numericku jednakost.

Primjer 238 Jednadzba 2x1 + x9 — baxg — dxy + x5 = 0 je linearna jednadzba s
pet nepoznanica x1, T2, T3, x4 i 5. Uredene petorke (1,1,1,0,2) i (0,0,0,0,0) su
dva od njenih beskonacno mnogo riesenja, a petorka (1,2,1,2,1) nije rjesenje te
jednadzbe.
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Zadatak 122 Koliko najvise nepoznanica moZe imati linearna jednadzba koja ima
jedinstveno rjesenje?

Mozemo ukratko reéi da je linearna jednadzba jednadzba kojom iskazujemo
da zbroj nepoznanica pomnozenih s nekim konkretnim brojevima (koeficijentima)
ima zadanu vrijednost (jednaku slobodnom ¢lanu). Uoc¢imo da nije ispravno reéi
da je slobodni ¢lan ,onaj broj desno od jednakosti u jednadzbi”. Naime, iako
je u sredenom obliku uobi¢ajeno slobodni ¢lan pisati desno od znaka jednakosti,
bolje je naglasiti njegov smisao: To je konstantni ¢lan jednadzbe, tj. konstantni
¢lan koji nije pomnozen ni s kojom nepoznanicom. Linearna jednadzba naziva se
homogenom ako joj je slobodni ¢lan jednak nuli.

6.2 Swustavi linearnih jednadzbi

Primjer 239 Vektor § u bazi B = (d, 5,5) prostora V3 ima koordinate [—1,0,5].
Vektori i, ¥, W definirani su s 4 = a — l_;, T=0b— ¢, W= 2¢— a. Dokazimo da je
(@, U, ) takoder baza prostora V3 i odredimo koordinate vektora 5 u toj bazi.

Iz zadanoga vidimo da je @ = [1,—1,0], ¥ =[0,1,—1] i = [—1, 0, 2] pa je njihov
mjesoviti produkt (vidi str. jednak V # 0, dakle se radi o bazi B' = (i, v,w).

U njoj ée vektor § imati koordinate [x,y, 2], tj.
[—1,0,5] = § = v u+y v+zd = [z, —z,0]+[0,y, —y]+[—=2,0,2z] = [z—z,y—x, 22—y,

dakle traZene koordinate dobijemo kao zajednicko rjesenje sljedecih triju linearnih
jednadzbi:
r—z=-1, y—xz=0, 2z—y=>5>.

Ukoliko kao u primjeru 239 trazimo zajednicka rjesenja vise jednadzbi, govorimo
o sustavima jednadzbi. Jednadzbe u sustavima ne moraju biti linearne, ali se samo
s takvim sustavima bavimo u ovom poglavlju.

Definicija 39 (Sustav linearnih jednadzbi) Sustav linearnih jednadzbi je skup
od konacno mnogo linearnih jednadzbi s istim nepoznanicama za koje traZimo zajed-
nicko rjesenje. Rjesenje sustava je svaka uredena n-torka brojeva koja zadovoljava
sve jednadzbe sustava. Ako sustav ima m jednadzbi s n nepoznanica, zovemo ga
m X n-sustavom. Sustavi linearnih jednadzbi u kojima su sve jednadzbe homogene
nazivaju se homogenim sustavima, a ostali se zovu nehomogenim.

Primjer 240 Sustav u primjeru[239 je primjer nehomogenog 3x 3-sustava linearnih
jednadzbi.

Primjer 241 Primjer (homogenog) 2 x 3-sustava je sustav

r+y+2=0,
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—2z+y=0.

Jedno njegovo rjesenje je npr. trojka (0,0,0) jer zadovoljava obje jednadzbe, a trojka
(1,—1,0) nije rjesenje sustava jer zadovoljava samo prvu jednadzbu.

Lako je, kao u prethodnom primjeru, zakljuciti:

Propozicija 24 Homogeni sustavi linearnih jednadzbi uwvijek imaju bar jedno rje-
Senje (tzv. trivijalno riesenje u kojem sve mepoznanice imaju vrijednost nula).

Sustavi linearnih jednadzbi pojavljuju se u raznolikim kontekstima.

Vazna primjena sustava linearnih jednadzbi je prera¢unavanje koordinata vek-
tora iz jedne baze u drugu. Kao u primjeru vrijedi i opéenito: Ako neki vektor
7 € V3 ima poznate koordinate [,y, 2] s obzirom na jednu bazu B = (7, ?, 7),
a zelimo odrediti njegove koordinate u nekoj drugoj bazi B = (d”, 7’, "), gdje
su poznate koordinate vektora nove baze obzirom na staru (7’ = [a1,a2,as],
T = [b1,bo,b3] i €@ = [e1, ¢a, c3]), onda nove koordinate [2/, 3/, 2'] od 7 dobivamo
kao rjesenje 3 x 3-sustava

/ / /
ax +by +az =z,

asx + by + 22 =y,

a3’ + b3y +c32 = 2.
Zadatak 123 Kako biste postavili sustav za preracunavanje koordinata u V??
Sustavi linearnih jednadzbi ¢esto se pojavljuju i u stehiometriji.

Primjer 242 U vodi je otopljeno 0,6190 g smjese natrijeva klorida i kalijeva klorida
te je dodan srebrov nitrat. Istalozilo je 1,3211 gsrebrova klorida. Treba odredits
masene udjele natrijeva i kalijeva klorida u polaznoj smjesi.

Molarna masa NaCl je 58,45 gmol ™!, molarna masa KCI je 74,56 gmol ™!, a
molarna masa AgCl je 143,34 gmol~!. Neka je & masa NaCl u smjesi, a y masa
KCl u smjesi. Iz uvjeta zadatka proizlazi da je (x,y) rjesenje sustava od dvije
linearne jednadzbe s dvije nepoznanice:

r+y=0,6190g

14334 143,34
58.45 ¢ 7456

y=13211g.

Zadatak 124 Postavite sustav linearnih jednadzbi za sljedeci problem: Neka
smjesa se sastoji od tri sastojka, od kojih svaki sadrzi dusik i sumpor. Anali-
tickim metodama je utvrdeno da je maseni udio dusika u smjesi 4,38%, a sumpora
1,06%. Nadalje, utvrdeno je da je maseni udio dusika u prvom sastojku 8,20%,
maseni udio sumpora u drugom sastojku 2,40%, a treci sastojak smjese sadrzi 2,80%
dusika i 1,00% sumpora. Odredite masene udjele sastojaka u smjesi.
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Izjednacavanje kemijskih jednadzbi takoder se moze interpretirati kao rjesava-
nje sustava linearnih jednadzbi. Kemijske jednadzbe se zapisuju u obliku R — P
(reaktananti — produkti). Uz svaki reaktant i produkt zapisuje se broj zvan stehi-
ometrijski koeficijent. Primjerice, jednadzba CH4(g) +202(g) — CO2(g) +2H20(g)
nam, medu ostalim, kaze da pri gorenju metana za svaki 1 mol metana i 2 mola
kisika nastaju po 1 mol ugljikova dioksida i 2 mola vode. Po dogovoru, u racunima
(osobito u fizikalnoj kemiji), stehiometrijski koeficijenti reaktanata uzimaju se s
negativnim, a stehiometrijski koeficijenti produkata s pozitivnim predznakom. Tako
su u navedenom primjeru stehiometrijski koeficijenti metana, kisika, ugljikovog
dioksida i vode redom —1, —2, 1 i 2. Ukoliko samo znamo reaktante i produkte,
jednadzba reakcije nije izjednacena dok ne odredimo stehiometrijske koeficijente
svih reaktanata i produkata. Pritom mora vrijediti da za svaku vrstu atoma ili
iona broj jedinki s lijeve strane jednadzbe mora biti jednak broju jedinki s desne
strane.

Primjer 243 Recimo da promatramo gorenje etanola C2H50H (1), dakle reakciju
etanola s kisikom. Poznato je da u toj reakciji nastaju ugljikov dioksid i voda
(vodena para). Potrebno je stoga odrediti stehiometrijske koeficijente u jednadzbi

CoH50H (1) + O2(g) — CO2(g) + H20 (g).

Za svaki od elemenata E € {C,H,0} u reakciji postavlja se po jedna linearna
jednadzba u kojoj se odgovarajuéi nepoznati stehiometrijski koeficijent x; mnozi s
brojem E-ova u odgovarajuéem reaktantu/produktu:

C: 2x14+z23=0
H: 6x1+2x4=0 .
O: z1+4+2x2+2x3+24=0

Prva jednadzba izrazZava da je ukupna promgjena broja atoma ugljika u reakciji
jednaka nuli — nisu niti nestali niti nastali novi atomi ugljika. Pritom je 2x1 < 0
jer x1 opisuje broj jedinki etanola koje ulaze u reakciju i u njoj se trose pa je x1 < 0,
dok je x3 > 0 jer opisuje koliko jedinku ugljikova dioksida je nastalo uw reakciji.
Slicno druga 1 treca jednadzba izraZavaju da se broj atoma vodika odnosno kisika ne
mijenja.

Kao u prethodom primjeru lako je uociti da je problem izjednacavanja kemijskih
jednadzbi uvijek ekvivalentan homogenom sustav linearnih jednadzbi u kojem su
nepoznanice stehiometrijski koeficijenti, a koeficijenti brojevi jedinki promatranih
vrsta (atoma ili iona). Broj jednadzbi sustava jednak je broju elemenata odnosno
iona koji se pojavljuju u reakciji. Broj nepoznanica jednak je broju sudionika
reakcije. Za takve sustave znamo da imaju bar trivijano rjesenje: Svaku zamisljenu
reakciju je mogudée uravnoteziti na trivijalan nacin, tako da nijednog sudionika
nema ©. Obicno je pri izjednacavanju kemijskih jednadzbi cilj odrediti to¢no jedno
netrivijalno rjesenje s cjelobrojnim iznosima nepoznanica, i to obi¢no ono koje
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~ N

N

Slika 6.4: 2 x 2-sustavi s jedinstvenim rjesenjem(lijevo), s beskona¢no mnogo
rjeSenja (sredina) i bez rjeSenja (desno).

ima svojstvo da su x;-ovi relativno prosti (tj. po apsolutnoj vrijednosti najmanji
mogudi).

Primjer 244 Sustav za izjednacavanje reakcije gorenja etanola (primjer ima
beskonacno mnogo rjesenja (x1,xe,x3,x4), a to su sve cetvorke za koje je x1 = —%t,
Ty = —t, x3 = %t, g =t, t € R. Da bi svi x; bili cijeli brojevi i x3,x4 > 0,
potrebno je da je t € N wvisekratnik od 3. Najmanji takav je t = 3 koji daje rjesenje
x1=—1, 29 = =3, x3 =2, x4 = 3. Izjednacena jednadzba je stoga

CoH50H (1) + 304(g) — 2C05(g) 4+ 3H0 (g).

Vratimo se na matematiku sustava linearnih jednadzbi. Kao sto smo rekli,
jedna linearna jednadzba s 2 nepoznanice predstavlja pravac u ravnini, dakle dvije
takve jednadzbe predstavljaju dva pravca u ravnini, tri jednadzbe s 2 nepoznanice
predstavljaju tri pravca u ravnini itd. RjeSavanjem sustava trazimo zajednicka
rjesenja jednadzbi, dakle u slu¢aju sustava linearnih jednadzbi s 2 nepoznanice
trazimo zajednicke tocke svih tih pravaca. Iz geometrije ravnine jasno je da imamo
tri mogucnosti:

o Svi pravei se sijeku u jednoj tocki—sustav ima jedinstveno rjesenje (uredeni
par koordinata te tocke).

o Svi pravci se podudaraju—sustav ima beskonacno rjesenja (sve tocke tog
jednog pravca su rjesenja).

e U svim ostalim sluc¢ajevima sustav nema rjesenja.

Navedene tri situacije su za 2 x 2-sustave ilustrirane slikom S druge strane,
jedna linearna jednadzba s 3 nepoznanice predstavlja ravninu u prostoru, dakle n
takvih jednadzbi predstavlja n ravnina. Kako trazimo zajednicka rjesenja jednadzbi,
slijedi da u sluéaju sustava linearnih jednadzbi s 3 nepoznanice trazimo zajednicke
tocke ravnina u prostoru. Ako imamo dvije ravnine, rjesenja ili nema (ako su
paralelne i razli¢ite) ili ih ima beskonac¢no (ako se podudaraju ili sijeku duz jednog
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pravca). Ako imamo bar tri ravnine, moguce je i da se te ravnine sijeku u jednoj
jedinoj tocki pa sustav ima samo jedno rjesenje. No opet, kao u slucaju sustava s 2
nepoznanice, lako iz geometrije zakljuéimo da ¢im imamo vise od jedne zajednicke
tocke ravnina, mora ih biti beskona¢no mnogo.

Ovo sto smo ovdje geometrijski argumentirali za sustave linearnih jednadzbi s
2 ili 3 nepoznanice vrijedi i opcenito (a u odjeljku ¢emo to i dokazati):

Teorem 19 (Teorem o broju rjesenja sustava linearnih jednadzbi) Svaki
sustav linearnih jednadzbi ili nema rjesenja ili ima jedinstveno rjesenje ili ima
beskonacno mnogo rjesenja.

Ostaje jos vidjeti kako racunski nadi rjesenja sustava linearnih jednadzbi.

6.3 Metoda supstitucije

Metoda supstitucije moze se koristiti i za rjeSavanje drugacijih sustava jednadzbi, a
ne samo sustava linearnih jednadzbi. Ona se sastoji u tome da iz jedne jednadzbe
izrazimo jednu od nepoznanica i uvrstimo dobiveni izraz na mjesto te nepoznanice
u svim ostalim jednadzbama. Time smo smanjili broj jednadzbi i broj nepoznanica
za po jedan. Nastavljamo s daljnjim supstitucijama sve dok ne dodemo do samo
jedne jednadzbe (ili pak kontradikcije). Metoda je vrlo zgodna za male sustave,
ali za sustave s vise od 3 nepoznanice postaje nepregledna te su prikladnije druge
metode.

Primjer 245 Rijesimo sustav
Ty =7,

6752 + 300y = 2850

metodom supstitucije. Iz prve jednadzbe je y = 7 — x pa uvrstavanjem u drugu
jednadzbu dobivamo redom

675x + 300(7 — x) = 2850, 375x =750, x=2.

Buduci da je sustav imao dvije nepoznanice, rjesenje mora biti ureden par. Drugi
dio para odredimo iz formule supstitucije tj.

y=7—x=7—-2=25.
Dakle, rjesenje sustava je uredeni par (2,5).

Primjer 246 Rijesimo sustav iz primjera metodom supstitucije. Iz prve
jednadzbe je y = 0,6190g — x pa wvrstavanje v drugu jednadzbu daje

2,452z + 1,922(0,6190g — z) = 1,3211 ¢
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iz cega dobijemo

x=0,2479¢g
te

y=0,3711g.

Buduci da su bili traZeni masent udjeli, dobivamo

0,2479
w(NaCl) = Feres = 0.4005 = 40,05 %

0,3711

KCl) =
w(KCl) 0,6190

= 0,5995 = 59,95 %.

Primjer 247 Sustav
T+ 2y =—4,

2z +4y =0

rjesavamo metodom supstitucije. Iz prve jednadzbe je x = —4 — 2y Sto daje
2(—4—-2y)+4y =0,

tj. —8 = 0. Slijedi da sustav nema rjesenja.
Primjer 248 Sustav

4dr 4 2y = 6,

—8x — 4y = —12
rjesavamo metodom supstitucije. Iz prve jednadzbe je y = 3 — 2x Sto daje
—8r —4(3 — 2x) = —12

tj. —12 = —12. Ta jednakost sigurno vrijedi, dakle je druga jednadzba bila suvisna.
Preostaje nam samo jednadzba y = 3 — 2z, dakle sustav ima beskonacno mnogo
rjesenja i ona su svi uredeni parovi oblika (x,3 — 2x) s proizvoljnim x € R.

Zadatak 125 Metodom supstitucije rijesite sustav iz primjera |239.

6.4 Gauflova metoda eliminacija

GauBova metoda eliminacija sastoji se u postepenom ponistavanju (eliminiranju)
vecine koeficijenata sustava linearnih jednadzbi koriste¢i odredene operacije zvane
elementarnim transformacijama. Bududéi da se nepoznanice tokom rjesavanja sus-
tava ne mijenjaju, sam postupak mozemo uciniti preglednijim ako ga izvodimo
tabli¢no, tj. tako da pisemo samo tablicu koeficijenata i slobodnih ¢lanova, a pam-
timo koji koeficijenti idu uz koje nepoznanice. Takve tablice zvat ¢emo matricama
sustava linearnih jednadzbi. Uvodimo sljedece oznake:
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e Broj jednadzbi u sustavu oznacavamo s m, a broj nepoznanica s n.

« Koeficijent uz nepoznanicu x; u i-toj po redu jednadzbi oznacavamo s a;;.

e Slobodni ¢lan u i-toj po redu jednadzbi oznacavamo s b;.

Definicija 40 (Matrica sustava linearnih jednadzbi) Matrica sustava

ailry, +aipxs  +aizxrs 4+ +aipnxr, = b1
a21x1  +agre +azrs +---  +awr, = b
az1ry  +azers  +azzrs +--- +aspr, = b3
Am1T1  +amaT2 +amszrs +-- +amnTn = bm
je tablica oblikﬂ

a1 a2 a13 ain | b1

a1 a2 a3 a2y | ba

az1 ag2 ass asn | b3

aAml Am2 am3 Amn bm

Primijetimo:

o Retci matrice sustava odgovaraju pojedinim jednadzbama.

o Stupci matrice sustava (osim zadnjeg) odgovaraju nepoznanicama.

e Zadnji stupac matrice sustava odgovara slobodnim ¢lanovima.

e Okomita crta odvaja stupac slobodnih ¢lanova od ostalih i predstavlja niz

znakova jednakosti.

e Ako je sustav tipa m X n, njegova matrica ima m redaka i n + 1 stupac.

Primjer 249 Matrica

1 -1 212
0 1 =31
8§ —24 100
2 1 17

predstavlja sustav s 4 jednadzbe i 3 nepoznanice:

1 —I9 +2x3 = 2,
) —3.’L‘3 = 1,

8r1 —24xo +10x3 = 0,
2z +x9 +xr3 = 7.

2Formalno, matrica sustava je samo dio ovako definirane matrice lijevo od okomite crte,
a matrica koju ovdje nazivamo matricom sustava pravilno se zove prosirenom matricom
sustava.
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Cilj Gauflove metode eliminacija je sustav, odnosno njegovu matricu, svesti na
oblik iz kojeg je lako ocitati rjeSenje. Buduéi da je najlakse ocitati rjesenje sustava
oblika

z1 = Xy,
z2 = Xo,
Tn = Xp
kojemu odgovara matrica sustava
100 --- 0|Xy
010 -+ 0|Xe
000 --- 1|X,

zakljuCujemo da nam je u GauBovoj metodi eliminacija cilj dobiti matricu sto
sli¢niju posljednjoj (u dijelu lijevo od okomite crte na dijagonali , tj. pozicijama
kojima su jednaki redni broj retka i stupca, zelimo dobiti jedinice, a iznad i ispod
dijagonale nule), a da pritom naravno odgovarajuéi sustav ima ista rjesenja kao
polazni. Ocigledno pritom ne mozemo primjenjivati sasvim proizvoljne operacije.
Dozvoljene operacije koje se smiju primijeniti u Gauflovoj metodi eleminacija zovu
se elementarne transformacije po retcima:

Definicija 41 (Elementarne transformacije po retcima) Postoje tri elemen-
tarne transformacije po retcima:

o Zamjena dva retka (¢lan po clan), tj. dozvoljeno je mijenjati poredak jednadzbi,
sto ocito ne mijenja rjeSenja sustava.

o MnoZenje proizvoljnog retka brojem koji nije nula (mnoZenje svih ¢lanova
retka tim brojem), tj. dozvoljeno je bilo koju jednadzbu pomnoziti bilo kojim
nenul-brojem

o Pribrajanje jednog retka drugom (clan po clan), tj. dozvoljeno je bilo koju
jednadzbu pribrojiti bilo kojoj drugojﬁ

Tim operacijama se doduse mijenja matrica sustava, ali ne mijenjamo skup
rjesenja. Izmedu uzastopnih matrica koje dobivamo u Gaulovoj metodi eliminacija
pisemo znak ~ (i govorimo o ekvivalentnim matricama sustava). Uoc¢imo i da druga

3Ako su neka dva broja jednaka (L = D), onda su jednaki i njihovi umnosci s nekim
tre¢im brojem (La = Da), dakle se ni ovom operacijom ne mijenjaju rjeSenja sustava.

4Ako su dvaput po dva broja jednaka (L; = D; i Ly = D), onda su jednaki i njihovi
zbrojevi (L1 + Ly = Dy + D3), pa ni ova operacija ne mijenja rjeSenja sustava.
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elementarna transformacija dozvoljava i dijeljenje retka, tj. jednadzbe, bilo kojim
brojem « # 0, jer je to isto Sto i mnozenje brojem 5 = é # 0, te da kombinacija
druge i treCe elementarne transformacije dozvoljava oduzimanje jednog retka od
drugog (jer je to isto kao i mnozZenje jednog retka s —1, pribrajanje drugom, te
dijeljenj prvospomenutog retka s —1). Stovise, isti argument s proizvoljnim nenul-
brojem umjesto s —1 povlac¢i da mozemo bilo kojem retku pribroji proizvoljni
visekratnik bilo kojeg drugog retka.

Primjer 250 Neka je dana sljedeca matrica sustava:

1 -1 2|2
0 1 -3|1
8§ =24 1010
2 1 117

Mogli bismo primgjerice prvo zamijeniti treci i cetvrti redak: Prva elementarna
transformacija izvedena kao zamjena treceg i cetvrtog retka matrice sustava moze
izgledati primjerice ovako:

1 -1 22 1 -1 2|2

0 1 =31 0 1 =31

8§ —24 10|0 2 1 17

2 1 17 8 =24 10|0

Sad bismo mogli zadnji redak podijeliti s 2:

1 -1 2|2 1 -1 2|2
0 1 =-3]|1 0 1 -3]|1
2 1 17 2 1 117
8 —24 10(0 ) % 4 -12 5|0

U posljednjoj matrici moZemo primjerice drugi redak pribrojiti prvom:

1 -1 212 +drugi redak 1 0 —-11]3
0 1 -3]|1 0 1 =31
2 1 117 2 1 1|7
4 —-12 5|0 4 —-12 5|0
Primjer 251 Umjesto u tri koraka:
0 -1 2| 2 0o -1 2|2
1 1 1]-1 |~ -3 -3 —-3|3 |~
3 =12 5| 0 3 =12 5|0
0o -1 2|2 0 -1 2| 2
~ -3 -3 3|3 |~]1 1 1|-1
0 —-15 2|3 0 —-15 2| 3
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istu stvar mozZemo objediniti u jedan korak:

0o -1 2| 2 0 -1 2| 2
1 1 1]-1 |~11 1 1]-1
3 =12 5| 0 0 —-15 2| 3

U Gauflovoj metodi eliminacija sustav s jedinstvenim rjesenjem prepoznat ¢emo
po tome Sto ¢emo matricu sustava elementarnim transformacijama uspjeti svesti
na oblik

100 -+ 0|Xy

10 -+ 0| Xy
001 .-+ 0] X3
000 --- 1]|]X,
o000 - 0
000 -- 0|0

Nulreteci (retci u kojima su samo nule) ne moraju postojati. Oni odgovaraju
suvisnim jednadzbama, tj. jednakostima 0 = 0, te ih u ,ru¢nom” rjesavanju
sustava briSemo. U navedenom slucaju rjesenje polaznog sustava je n-torka
(.CCl,xz, ve ,xn) = (Xl,XQ, ey Xn)

Cramerov sustav je sustav s jedinstvenim rjesenjem koji je tipa
n X n (dakle, ima onoliko jednadzbi koliko ima nepoznanica).

Primjer 252 Elementarnim transformacijama se sustav

1 -1 212
0 1 =-3]|1
8 —24 10|0
2 1 1|7
moZe svesti na oblik
1 0 03
0 1 0f1
00 1]0
0 0 00
te taj sustav ima samo jedno rjesenje: (3,1,0) tj. x1 =3, x2 =1, 3 = 0.

Primijetimo da sustavi koji imaju manje jednadzbi nego nepoznanica ne mogu
imati jedinstveno rjeSenje —ili ga uopcée nemaju ili ih je beskonacno mnogo.

Sustave bez rjesenja uvijek prepoznajemo po tome sto se u nekom trenutku
rjeSavanja pojavi kontradiktorna jednadzba, tj. jednakost oblika & = 0 gdje je &
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broj razli¢it od nule. U Gauflovoj metodi eliminacija to je vidljivo tako Sto se u
nekom trenutku postupka kao neki od redaka matrice sustava dobije redak oblika

(00 ... 0fa)
s & # 0. Taj redak odgovara kontradiktornoj jednadzbi
0x1 +0x9 +---+ 0z, = WM.

Homogeni sustavi uvijek imaju bar trivijalno rjesenje (0,...,0) te je ova situacija
nemoguca za homogene sustave.

Primjer 253 Ako na matricu sustava

10 =3 2 1]0
0 2 -1 3 1|1
2 2 -7 7 3|5

primijenimo elementarne transformacije (prvi redak pomnozimo s 2 i zatim pruvi i
drugi oduzmemo od treceg), dobit éemo

20 -6 4 2|0
0 2 -1 3 1|1
00 0O0O0|4

te sustav nema rjesenja.

U svim ostalim sluéajevima imat ¢emo beskona¢no mnogo rjesenja. Najéesce
¢emo u takvim slucajevima elementarnim transformacijama matricu sustava uspjeti
svesti na oblik

100 -+ 09 -+ QOlXy
1 e 09 s QX
oo0o1 - 0Q ... QOlX;
000 - 10 ... QX (6.1)
oo0oo0 -~ 040 -~ 0]0
oo0o0 - 040 --- 0]0
Pritom su sa © i Xy,..., X} oznaceni bilo kakvi brojevi. Broj k (broj jedinica

na dijagonali koji nam je na kraju preostao) je manji od broja nepoznanica n (tj.
imamo bar jedan stupac sa O — takve stupce zvat ¢emo ,umetnutim” stupcima).
Naravno, k£ ne moze biti veéi od broja jednadzbi polaznog sustava niti od broja
nepoznanica. I ovdje nulretci ne moraju postojati (odnosno mogu se brisati tijekom
srucnog” racuna). U ovom slucaju rjesenje ocitavamo na sljedeéi nacin: Nepoz-
nanicama koje odgovaraju umetnutim stupcima pridruzujemo razlicite slobodne
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parametre — te varijable mogu poprimati proizvoljne vrijednosti. Vrijednosti nepoz-
nanica koje odgovaraju stupcima lijevo od umetnutih (prvih & nepoznanica) ovise
o tim parametrima, a tu ovisnost zapisujemo tako da konacnu matricu ponovno
prevedemo natrag u oblik jednadzbi.

Primjer 254 Sustav
1 -1 2 0]2
0 1 -3 2|1
2 1 =5 6|7

se elementarnim transformacijama moZe svesti na oblik

10 -1 2|3 Lo -1 203
01 =3 201 |~ 7 o5
00 000

Treéi i cetvrti stupac su ,,umetnuti” pa vrijednosti xs i x4 mogu biti proizvoljne.
Pisemo: x3 =t € R, x4 = s € R. Zavrsna matrica odgovara sustavu

x1 — T3+ 224 = 3,

To —3xg+4xy =1

te je rjesenje sustava
r1=34+t—2s8,29=14+3t—2s,z3=t R, x4 =s € R.

Takoder, moze se dogoditi da kod sustava s beskona¢no mnogo rjesenja jedan
od stupaca koji gore u matrici (6.1)) na dijagonali imaju broj 1 bude nulstupac. U
tom slucaju odgovarajuéa nepoznanica ima proizvoljan iznos (u svim jednadzbama
je pomnozena s 0) pa je jednaka zasebnom slobodnom parametru. Opdéenito,
ako u nekom trenutku primjene elemenarnih transformacija dobijemo stupac u
kojemu su samo nule (a da to nije zadnji stupac slobodnih ¢lanova), sustav sigurno
nema jedinstveno rjesenje (no mogu biti bez rjeSenja), ali u tom slucaju postupak
nastavljamo kao da tog stupca nema.

Tako je provodenje elementarnih transformacija po retcima nacelno dozvoljeno
u bilo kojem redoslijedu, postoji algoritam koji daje redoslijed koji je za veéinu
sustava najefikasniji. Taj algoritam zove seE| GauBova metoda eliminacija. Nadalje,
iako time mijenjamo broj jednadzbi sustava, ali ne i njegova rjesenja, dozvolit ¢emo
brisanje nulredaka iz matrice sustava. Algoritam Gauflove metode eliminacija je
sljedeéi (na pocetku je i = 1):

50vdje opisani algoritam zapravo se zove Gauf-Jordanova metoda eliminacija. Razlika
izmedu Gauflove i Gaufl-Jordanove metode je u tome sto se u pravoj Gauflovoj metodi
ponistavaju samo elementi ispod dijagonale, dok se u Gaufl-Jordanovoj metodi ponistavaju
elementi ispod i iznad dijagonale matrice sustava.
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. Uzmi sljedeéi po redu (i-ti) stupac. Ako je to nulstupac, poveéaj i za 1 pa

gledaj odgovarajuéi stupac. Ako bi trebalo uzeti stupac slobodnih ¢lanova,
STOP — gotovo je.

. Ako je na dijagonalnoj poziciji (i,7) nula, zamjenom i-tog retka s nekim

retkom ispod njega dovedi broj razli¢it od nule na tu poziciju. Ako to ne
mozes posti¢i, STOP — gotovo je.

. Pomo¢u broja na poziciji (i,7) (pivotni element) ponisti ostatak stupca:

Svakom retku u kojem iznad/ispod pivotnog elementa nije 0, pribroji odgo-
varajuéi visekratnik i-tog retka.

. Ukoliko si dobio kontradiktornu jednadzbu, STOP — sustav nema rjesenja.

Ukoliko si dobio nulredak, moze$ ga pobrisati iz matrice sustava.

Povecaj ¢ za 1 i vrati se na prvi korak.

Ukoliko je postupak stao iz razloga navedenih u prva dva koraka, sve retke u kojima
je na poziciji (i,4) broj razli¢it od 1 podijelimo tim brojem i na kraju ocitamo
rjesenje.

Zadatak 126 Rijesite sustav iz primjera Gauffovom metodom eliminacija.
Moze li se kod sustava za preracunavanje koordinata iz jedne baze u drugu dobiti
sustav s beskonacno mnogo ili bez rjesenja i $to nam to govori?
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Poglavlje 7

Vektorski prostori, linearni
operatori i matrice

7.1 Vektorski prostori

U dosadasnjem gradicu susreli smo zbrajanje i mnozenje razli¢itih objekata:
e zbrajanje i mnozenje realnih odnosno kompleksnih brojeva,

e zbrajanje realnih funkcija sa zajednickom domenom i mnozenje realnih funk-
cija brojevima,

e zbrajanje geometrijskih vektora i mnozenje geometrijskih vektora skalarima.

Vidjeli smo i znamo: zbroj dva realna odnosno kompleksna broja je realan odnosno
kompleksan broj, zbroj dvije realne funkcije sa zajednickom domenom D je realna
funkcija s domenom D, a zbroj dva geometrijska vektora u ravnini odnosno pros-
toru je geometrijski vektor u ravnini odnosno prostoru. U svim tim slucajevima
zbrajanje ima uobicajena svojstva. Takoder, sva spomenuta mnozenja imaju svoj-
stva uobicajena za mnozenje. U prva dva slucaja umnozak je istovrsan objektima
koje mnozimo. No, u podsljednjem od tri spomenuta sluéaja ne mnozimo dva
istovrsna objekta, nego geometrijski vektor i rezultat mnozenja je geometrijski
vektor. Uoc¢imo i da smo kod mnozenja kompleksnih brojeva mogli odluciti mnoziti
ih samo s realnim brojevima, a rezultat bi i dalje bio kompleksan broj.

Mozemo reéi: Ako je s V oznacen bilo koji od skupova R, C, V2, V3, V2(0),
V3(0) ili RP (skup svih realnih funkcija s domenom D), zbroj po dva elementa
iz V je element istog skupa V', a takoder je i umnozak bilo kojeg elementa iz V' s
realnim brojem ponovno element skupa V. Pritom za sve u,v,w € V i sve realne

233
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brojeve « i B vrijedi

v+tweV av eV

v+w=w-+v l-v=v

(v+w)+u=v+(w+u) (af)v=a(pv) (7.1)
v+0=04+v=uvw v+ (—v)=(—v)+v=0

alv+w) = av+ aw (a+ B)v =av + Pw

(pri ¢emu je 0 ovisno o konkretnom V' broj nula, nul-funkecija ili nulvektor). Opéenito
definiramo:

Definicija 42 (Realni vektorski prostor) Ako je V neprazan skup takav da su
definirane dvije operacije + i - (zbrajanje vektora i mnoZenje vektora skalarom) za
koje vrijede svojstva , pri cemu je 0 jedan element iz V' (nulvektor), kaZemo
da je V' realan vektorski prostor, a njegovi elementi nazivaju se vektori.

Primjer 255 Skupovi V2, V3, V2(0) i V3(O) su primjeri realnih vektorskih
prostora.

Ukoliko bismo umjesto mnozenja s realnim brojevima u gornjoj definiciji koristili
mnozenje s kompleksnim brojevima, dobili bismo definiciju kompleksnog vektorskog
prostora.

Dakle, vektori se opéenito definiraju kao elementi vektorskih prostora. Vektorski
prostori su skupovi ¢ije elemente znamo medusobno zbrajati i mnoziti ili s realnim
ili s kompleksnim brojevima ostajué¢i unutar promatranog skupa. Brojevi s kojima
mnozimo vektore nazivaju se skalari. Uoc¢imo da s izuzetkom vektorskih prostora
geometrijskih vektora u drugim vektorskim prostorima vektori nisu opisani iznosom,
smjerom i orijentacijom. Zato se kao oznake vektora, izuzev geometrijskih, koriste
mala slova latinske abecede (u, v, w, ...) bez strelica, a kao oznake skalara se
onda radi lakseg razlikovanja koriste slova grcke abecede.

Primjer 256 Uzmimo V = C. Zbroj dva kompleksna broja je kompleksan broj.
Ako kao skalare gledamo kompleksne brojeve, ocito je da vrijede definicijska svoj-
stva te je tako skup C postaje primjer kompleksnog vektorskog prostora. Ako pak
kompleksne brojeve odlucimo mnoZziti samo realnim brojevima, C postaje primjer
realnog vektorskog prostora.

Ako nije izri¢ito drugadije receno, svuda dalje éemo podrazumijevati da su
vektorski prostori realni, dakle da su skalari realni brojevi.

Zadatak 127 Dokazite da u svakom wvektorskom prostoru V wvrijedi 0 -v = 0 ¢
—v=(-1)-v za sveveV.
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Uoc¢imo da je u svakom vektorskom prostoru moguée i oduzimati vektore, ako
definiramo
v—w:=0v+ (—w).
Uz vektorske prostore geometrijskih vektora posebno vazni primjeri realnih
vektorskih prostora su skupovi R™, koji se sastoje od svih uredenih n-torki realnih
brojevaﬂ ako zbrajanje i mnozenje skalarom definiramo s

($1,$2,...7xn) + (y17y27"‘7yn) = ($1 +y17x2+y27“'7xn+yn)7
a (1,22, ..,Ty) = (Qx1, T2, ..., aTy).

Primjer 257 Promotrimo skup RY. Njegovi elementi su uredene cetvorke (z,vy, 2, w),
gdje su .y, z,w realni brojevi. Primjer zbrajanja u vektorskom prostoru R* je
(1,2,3,4) + (0,7, e,—1) = (1,2 + 7,3 + €,3), a primjer mnozZenja skalarom je
4-(0,1,—1,2) = (0,4,—4,8).

Primjer 258 Sa C(I) oznacava se skup svih neprekidnih funkcija f: I — R, gdje
je I neki interval. Zbrajanje dviju funkcija iz C(I) i mnoZenje skalarom, tj. realnim
brojem, definirano je kao i za bilo koje realne funkcije s istom domenom:

(f +9)(=) = f(z) + g(z),
(a- f)(@) =a- f(z).

Kao sto znamo, zbroj dvije meprekidne funkcije je meprekidna funkcija, a nije
tesko vidjeti ni da je umnoZak neprekidne funkcije sa skalarom takoder neprekidna
funkcija. Dakle, ako su f,g € C(I) i « € R, onda je f + g,af € C(I), odnosno
C(I) je vektorski prostor.

Konkretno, neka je I = R, tj. gledamo vektorski prostor C(R). Primjeri vektora
u tom prostoru su funkcije sin i exp. Funkcija In nije primjer vektora u tom prostoru
jer joj domena nije R (In wopcée nije element promatranog skupa), a funkcija sgn
nije element vektorskog prostora C(R) jer nije neprekidna.

Zadatak 128 Objasnite zasto je skup svih derivabilnih realnih funkcija s dome-
nom (—1,1) wvektorski prostor. Je li funkcija apsolutne vrijednosti vektor u tom
vektorskom prostoru? A funkcija log?

Po definiciji svaki vektorski prostor sadrzi nulvektor. Vektorski prostor koji
sadrzi samo nulvektor, dakle skup {0} gledan kao vektorski prostor, zove se trivijalni
prostor. Ako vektorski prostor nije trivijalan, onda on sadrzi bar jedan vektor
v # 0. Ako taj v mnozimo redom sa svim (realnim ili kompleksnim, veé prema
tome je li prostor realan ili kompleksan) skalarima, dobivat ¢emo razlic¢ite vektore.
Naime, ako bi bilo av = v, onda je prema svojstvima (. — B)v =0. Bududi
da v # 0 to znadi da mora biti « = 8. Buduéi da skalara ima beskona¢ no mnogo
razli¢itih, zakljucujemo:

! Ako je A skup i n prirodan broj, onda A™ oznac¢ava skup svih uredenih n-torki elemenata
iz A.
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Propozicija 25 Svaki netrivijalan vektorski prostor sadrzi beskonacno mnogo
vektora.

Kao sto smo istaknuli, prostori geometrijskih vektora primjer su (realnih)
vektorskih prostora. U poglavlju Vidjeli smo da ako su @ i b baza za V2 ili
V2(0), onda se svaki vektor iz V2 moze zapisati kao #@ + yb za jedinstveno
odredene (realne) skalare x i y. Analogno s tri vektora baze vrijedi za prostore V3
i V3(0). Izrazi poput x @+ y b opcéenito se nazivaju linearnim kombinacijama.

Definicija 43 (Linearna kombinacija) Linearna kombinacija jednog ili vise
vektora iz danog vektorskog prostora je zbroj tih wvektora pommnoZenih s nekim
skalarima (sto je ponovno vektor promatranog vektorskog prostora).

Jednoclane linearne kombinacije su jednostavno skalarni visekratnici nekog
vektora v, tj. vektori awv.

Primjer 259 Linearne kombinacije vektora (1,2,3,4) i (0,1,0,1) iz R* su oblika
a-(1,2,3,4)+p-(0,1,0,1) = (o, 2x + B, 3, 4 + ).

Primjer 260 Polinomi se mogu definirati kao linearne kombinacije monoma (u
prostoru RR), ako sad pod monomom pravilno matematicki podrazumijevamo funk-
cije oblika f(x) = x™ s prirodnim brojem nE|

Primjer 261 Kompleksne brojeve moZemo definirati kao linearne kombinacije
brojeva 1 @i s realnim skalarima.

Uz odredena dodefiniranja, koja necemo ovdje razradivati, za opera-
cije koje se provode pri izjednacavanju redoks-reakcija preko polujednadzbi oksidacije
i redukcije moze se reéi da se racunaju odredene linearne kombinacije polujednadzbi
oksidacije i redukcije.

Slicno, Hessov zakon mozZemo formulirati i ovako: Ako se neka reakcija moZe
zapisati kao linearna kombinacija drugih reakcija, onda je reakcijski gradijent bilo
koje ekstenzivne veli¢ine stanja (primjerice, reakcijska entalpija) jednak linearnoj
kombinaciji reakcijskih gradijenata te iste velicine pojedinih reakcija, i to s istim
koeficijentima: Ako je reakciju R moguce zapisati kao Y, o CR;, onda je A,Y =
i 0N Y (primjerice, Y = H ).

Primjer 262 Linearna jednadzZba s n mepoznanica moze se sad definirati kao
jednadzba u kojoj zahtijevamo da linearna kombinacija danih koeficijenata ima
zadani iznos (u vektorskom prostoru R).

2U prvom dijelu skripte smo radi jednostavnosti pod monomima podrazumijevali ovakve
funkcije pomnozene proizvoljnom konstantom.
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Posebno vazni primjeri vektorskih prostora pojavljuju se vezano uz sustave
linearnih jednadzbi.

Primjer 263 Promotrimo homogeni sustav
r+y+z2=0,
5r —y+ 22 =0.

Njegova rjesenja su uredene trojke koje zadovoljavaju obje jednadzbe, dakle je skup
rjesenja tog sustava podskup H skupa R3.

Rjesavanjem sustava vidimo da je H skup svih uredenih trojki oblika (x,y,z) =
(t,t,—2t) za t € R. Zbroj dva rjesenja (t,t, —2t) i (t',t',—2t") ima oblik (t,t,—2t) +
(' t, =2ty = (t+t,t+t,-2(t+1)), dakle je i zbroj dva rjesenja rjesenje istog
sustava. Slicno je za (t,t,—2t) € H takoder i o(t,t,—2t) = (at,at, —2(at)) € H.
Dakle, H je vektorski prostor.

U slucajevima poput gornjeg govorimo o potprostorima: Ako je S podskup
vektorskog prostora V' te ako S ima ima svojstvo da su sve linearne kombinacije
elemenata iz S elementi iz S (S je ,, zatvoren na linearne kombinacije“), kazemo da
je S potprostor od V' (i piSemo S < V). Drugim rije¢ima, podskup S vektorskog
prostora V' je potprostor od V ako je i sam vektorski prostor s obzirom na iste
operacije mnozenja skalarom i zbrajanja koje su definirane na V. Ekvivalentno,
mozemo reé¢i da je W C V potprostor od V ako je svaka linearna kombinacija
svakih dvaju vektora iz W takoder u W (ako v,w € W, onda je i av + fw za sve
skalare « i ). Tako je u primjeru zapravo pokazano da je skup H potprostor
od R3. Sli¢no kao u tom primjeru pokaze se da opéenito vrijedi (dokaz éemo dati
na str. koristeéi pregledniji, matriéni, zapis):

Teorem 20 Skup svih rjesenja homogenog sustava linearnih jednadzbi s n nepoz-
nanica je potprostor od R™.

Zadatak 129 Pokazite da je skup svih rjeSenja diferencijalne jednadzbe 1y +
a(z)y =0 (tzv. homogena linearna diferencijalna jednadzba prvog reda) potprostor
skupa C*(I), gdje je a € C(I).

Zadatak 130 Ako je (@, (_)') baza za V2, je li {a, 5} potprostor od V??

Svaki vektorski prostor V' ima dva ocigledna (trivijalna) potprostora. To su
on sam (V < V) i nul-prostor {0} < V. Svi ostali potprostori nazivaju se pravim
potprostorima.

Primjer 264 Neka je @ fiksirani odabrani vektor iz V3. Tada je {rd : z € R}
pravi potprostor od V3. Slicno, ako su @ i b dva fiksna vektora iz V3, onda je
{zad+ yl;: z,y € R} pravi potprostor od V3.

Primjer 265 Vektorski prostor svih polinoma i C*(R) je pravi potprostor od C(R)
(oznaka C'(I) predstavlja skup svih funkcija f: I — R koje posjeduju neprekidnu
dem’vaciju) a C(R) je pravi potprostor od RR.

3Funkcije iz skupa C*(I) nazivaju se i glatkim realnim funkcijama (s domenom I).
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Zadatak 131 Nadite jedan pravi potprostor vektorskog prostora C. Je li S =
{x+iy:z,y >0} (prvi kvadrant kompleksne ravnine) potprostor od C?

Podsjetimo se: U poglavlju (propozicija vidjeli smo da su dva geome-
trijska vektora ¢’ i @ kolinearna to¢no onda, ako se svaki od njih moze zapisati kao
(jednoc¢lana) linearna kombinacija drugog, tj. ako i samo ako je W =2V za neki
skalar x. Sli¢no, tri geometrijska vektora su komplanarna to¢no ako se svaki od
njih moze zapisati kao linearna kombinacija druga dva: (7, v, ﬁ) = 0 ako i samo
ako je W=xd+ y7 za neke skalare = i y.

Zadatak 132 Dokazite da su dva odnosno tri geometrijska vektora kolinearna
odnosno komplanarna ako i samo ako postoji njihova linearna kombinacija jednaka
nulvektoru takva da u toj linearnoj kombinaciji nisu svi skalari jednaki nuli.

Kolinearost i komplanarnost geometrijskih vektora osnovni su primjeri opéeni-
tijeg odnosa ,linearne zavisnosti‘

Definicija 44 (Linearna (ne)zavisnost) Konacan skup S vektora u nekom vek-
torskom prostoru V je linearno zam’sarﬁ ako se (bar) jedan od vektora iz S moze
zapisati kao linearna kombinacija ostalih vektora iz S. U suprotnom kazemo da je
S linearno nezavisan skup.

Sad lako vidimo da je svaki skup vektora koji sadrzi nulvektor linearno zavisan.
Naime, ako gledamo skup {0, v, w, ...}, odmah vidimo da se jedan od tih vektora,
nulvektor, moze zapisati kao linearna kombinacija ostalih: 0 =0 -v+0 -w + .. ..
Nadalje, svaki jednoclan skup {v} s v # 0 je linearno nezavisan.

Primjer 266 Vektori v = (1,2,3,4) ¢ w = (i,21,3i,4i) su linearno nezavisni
u C* (kao realnom prostoru) jer je v # awv za sve realne o, ali vektori w i
u = (—1i,—2i,—3i,—4i) su linearno zavisni.

Primjer 267 Svake dvije eksponencijalne funkcije s razlicitim bazama a 7 b su
linearno nezavisne. Ako bi one bile linearno zavisne, moralo bi vrijediti

a*=c-b”

za sve x € R i neki realan broj c. No, gornja jednakost je ekvivalentna s (a/b)* = c,
tj. eksponencijalna funkcija s bazom a/b # 1 bi bila konstantna funkcija, sto je
nemoguce.

Iz perspektive koristenja baza (odnosno koordinata), kolinearnost i komplanar-
nost su bila nepozeljna svojstva, sad njihovu ulogu preuzima linearna zavisnost.

4Standardnija i ekvivalentna matematicka definicija linearne zavisnosti je da postoji
linearna kombinacija vektora iz S jednaka nulvektoru u kojoj je bar jedan od skalar razlicit
od 0.
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Definicija 45 (Dimenzija i baza) Najveéi broj elemenata kojeg u danom vek-
torskom prostoru V moZe sadrzavati neki linearno nezavisan skup vektora zove se
dimenzijom prostora (oznaka dimV' ). Baza prostora je svaki linearno nezavisan
skup vektora koji ima onoliko elemenata kolika je dimenzija prostora.

Ako je dimenzija konac¢na (prirodan broj), govorimo o kona¢nodimenzionalnom
vektorskom prostoru, a inace o beskonac¢nodimenzionalnom vektorskom prostoru.
Ako nije drugacije receno, u nastavku su svi vektorski prostori ne samo realni, nego
i kona¢nodimenzionalni. Za konac¢nodimenzionalne vektorske prostore podrazu-
mijevamo da su im baze ne samo podskupovi, nego uredene. Primjerice, ako je
prostor dimenzije 4 i {a,b, c,d} njegova baza, gledamo ju kao uredenu ¢etvorku
B = (a,b,cd).

Zadatak 133 Ako je vektorski prostor dimenzije 5, znaci li to da se on sastoji od
pet vektora?

Zadatak 134 Ako je S CV idimV =8, a S sadrzi 10 vektora, moze li S biti
linearno nezavisan?

Zadatak 135 Dokazite: Ako je W <V, onda je dim W < dim V.

Smisao dimenzije vektorskog prostora je da je to najmanji broj vektora potreban
da kao njihove linearne kombinacije mozemo zapisati sve vektore tog vektorskog
prostora, odnosno, osnovno svojstvo svake baze prostora je da se svaki vektor moze
prikazati kao linearna kombinacija vektora baze, i to na jedinstven nacin:

Teorem 21 B = (f1, fo,..., fn) je baza za V ako i samo ako za svaki v € V
postoje jedinstveni skalari 1, xo, ..., Tp takvi da jev =x1 fi+ o fo+ ...+ xn fn-

U slucaju kao u teoremu [2I] kazemo da je v prikazan u bazi B, a koeficijenti x1,

x2, ..., Tn zovu se koordinate vektora s obzirom na bazu B. Ako je jasno na koju
bazu se odnose koordinate, pisemo v = (x1,x2,...,Z,), a ako je potrebno naglasiti
na koju se bazu odnose koordinate piSemo v = (1, z2,...,Ty)5-

Primjer 268 Vektorski prostor C je dvodimenzionalan. Naime, svaki z € C je
oblika z=x+yi=z-1+y-i sx,y € R. Prema teoremuje B = (1,1) jedna
baza za realni prostor C, dakle je taj prostor dvodimenzionalan, a uz ovu bazu B su
koordinate od z € C tocno realni i imaginarni dio od z. Bududi da je takav zapis od
z nagprirodniji, bazu (1,1) nazivamo i kanonskom bazom za realni vektorski prostor
C.

Ako bismo C gledali kao kompleksan vektorski prostor, on je jednodimenzionalan
jer se svaki z € C mozZe jednoznazno zapisati kao z -1, tj. u tom slucaju je
najjednostavnija moguca baza za C baza B = (1).
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Primjer 269 U primjeru [263 vidjeli smo da je H = {(t,t,—2t) : t € R} i po
teoremu znamo da je H < R®. Buduéi da je svakiv € H oblika v=1(1,1,-2) s
t € R, prema teoremu zakljucujemo da je B = ((1,1,—-2)) baza za H, a za svaki
v € H je t njegova koordinata u toj bazi. Primjerice, v = (—5,—5,10) € H u bazi
B ima koordinatu v = (—5)3.

Zadatak 136 Odredite dimenziju i jednu bazu realnog vektorskog prostora C2.

Teorem 22 Realni vektorski prostori R"™ su n-dimenzionalni realni vektorski pros-
tori.

Dokaz. Dokazat ¢emo to za slucaj n = 4, a dokaz se lako poopéi na proizvoljni
n € N. Uzmimo sljedeéa éetiri vektora iz R*: e; = (1,0,0,0), ea = (0,1,0,0),
e3 = (0,0,1,0) i eq4 = (0,0,0,1). Buduéi da je svaki v = (x1, 2, x3,74) € R* oblika
T1e1 + Toes + x3e3 + x4 €4 1 ni za koje druge realne brojeve na mjestima x1, xo,
3, x4 neéemo dobiti isti v, zakljucujemo da je B = (e1, 2, €3, e4) jedna baza za R*
i stoga je dim R* = 4. O

Baze za R" koje se kao u dokazu gornjeg teorema sastoje od vektora ey, ...,
en kojima su sve koordinate jednake 0 osim po jedne (za vektor e; njegove i-te
koordinate) koja je jednaka 1 zovu se kanonske baze za R™. Koordinate n-torke
(z1,...,2p) s obzirom na kanonsku bazu su to¢no (z1,...,zy), odnosno kanonske
baze od R” rezultiraju ,najprirodnijim“ koordinatama za vektore.

Primjer 270 Dani su vektori a = (2,—1,0,1), b = (1,2,3,4), ¢ = (1,1,1,0) ¢
d=(0,1,0,0) iz R*. Neka je v = (w1, 2,23, 24) proizvoljan vektor u R*. MoZemo
It ga zapisati kao linearnu kombinaciju od a, b, ¢ i d? Ako da, je li takav zapis
jednoznacan, tj. je li takav zapis mogué samo s jednom kombinacijom skalara?
Neka je
aa+Bb+~ye+0d=(x1,12,3,24).

Ako na desnoj strani uvrstimo a, b, ¢ i d te izracunamo izraz u skladu s racunskim
operacijama u R*, vidimo da smo dobili sustav linearnih jednadzbi (s nepoznanicama

«, 67 ’Y; 5)
2004 B+ v = x1,

—a+28+7+0 = w2,
3B + v = x3,
o+ 48 = x4.

Rjesengje tog sustava postoji i jedinstveno je neovisno o odabiru vektora v (sto se lako
utvrdi bilo supstitucijom bilo Gaufovom metodom eliminacija). Dakle, svaki v € V
se na jedinstven nacin moze zapisati kao linearna kombinacija a, b, ¢ i d, odnosno
B = (a,b,c,d) je takoder baza za R* i u njoj su koordinate od v tocno rjesenje
gornjeg sustava. Primjerice, e; = (1,0,0,0), kojemu su (1,0,0,0) koordinate u

/
: . ol . 2 _1 3 3
kanonskoj bazi, u bazi B' ima koordinate (5, —19° o 1—0)
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Kao u primjerima [239]1[270] tako vrijedi i opéenito: Ako za neki vektor v znamo
koordinate (b1, ...,b,) u nekoj bazi B i zelimo mu odrediti koordinate (x1, ..., z,)
u drugoj bazi B’ uz pretpostavku da znamo koordinate vektora baze B’ u bazi B,
onda se te koordinate dobiju rjesavanjem sustava linearnih jednadzbi kojemu su
nepoznanice te koordinate, stupac slobodnih ¢lanova sadrzi koordinate vektora u
bazi B, a stupci koji odgovaraju nepoznanicama redom sadrze koordinate vektora
baze B’ s obzirom na bazu B. Takoder, linearna nezavisnost skupa S vektora kojima
znamo koordinate u nekoj bazi B provjerava se rjeSavanjem homogenog sustava
linearnih jednadzbi ¢iji stupci koeficijenata uz nepoznanice su redom koordinate
elemenata od S u bazi B.

Zadatak 137 Jesu li vektori (2,2,1), (—1,0,1) i (—1,2, —2) iz R? linearno zavisni
ili nezavisni?

Vektorski prostori C(I), C*(I), R! su beskona¢nodimenzionalni, no u mnogim
situacijama razmatramo samo njihove kona¢nodimenzionalne potprostore.

Primjer 271 Ako gledamo skup svih linearnih kombinacija dviju razlicitih ekspo-
nencijalnih funkcija, on je dvodimenzionalan vektorski prostor (bazu mu ¢ine tocno
te dvije eksponencijalne funkcije).

Primjer 272 Skup Ps svih polinoma stupnja 3 (ili manjeg) je vektorski prostor:
Zbroj dva polinoma stupnja 3 ili manjeg je polinom stupnja najvise 3, a takoder je
1 umnozak konstante i takvog polinoma opet polinom stupnja 3 ili manjeq.

Monomi x™ razlicitog stupnja su linearno nezavisni (provjerite!). Svaki polinom
iz P3 moZemo zapisati u obliku a+bx +cx? +dx?, stoga je skup (1,z, 2%, x3) primjer
baze tog prostora, odnosno dimenzija od Ps jednaka je 4.

Opéenito, skup Py svih polinoma stupnja n je vektorski prostor dimenzije n + 1.
Najprirodnija (kanonska) baza za P, je (x™, 2"t ... 2% x,1). S obzirom na nju,
koordinate polinoma iz Py su tocno njihovi koeficijenti.

Zadatak 138 Nadite jednu nekanonsku bazu za prostor Ps. Koje su koordinate
polinoma x> u toj bazi?

Zadatak 139 Jesu li polinomi 1 + 22, —1 i 2> + x + 1 iz Py linearno zavisni ili
nezavisni?

Zadatak 140 Je li skup P svih polinoma vektorski prostor? Je li konacne ili
beskonacne dimenzije?

Podsjetimo se (odjeljak : U kontekstu realnih funkcija jedne varijable,
linearna funkcija je funkcija f : R — R koja sve iznose nezavisne varijable mnozi
istim brojem, dakle funkcija s pravilom oblika f(x) = az gdje je a € R konstanta.
Ako umjesto R za domenu i kodomenu uzmemo bilo koji vektorski prostor, onda
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funkciju f : V' — V s pravilom oblika f(v) = av gdje je a konstantan skalar
nazivamo operatorom skaliranja (na V). Operator skaliranja s o umjesto s f
oznacavat ¢emo sa S,. Izraz operator znadi da se radi o funkciji kojoj su domena i
kodomena vektorski prostori, tj. koja vektorima pridruzuje vektore.

Primjer 273 Jedan operator skaliranja na V3 zadan je s f(v) = 30. On svakom
geometrijskom vektoru pridruzuje triput dulji vektor istog smjera i orijentacije.

7.1.1 Unitarni prostori

Nerijetko uz osnovne dvije operacije (zbrajanje vektora i mnozenje vektora skalarom)
vektorski prostor mozemo na smislen nacin opskrbiti i operacijom koja ima svojstva
kao skalarni produkt geometrijskih vektora (odjeljak . U tom slucaju govorim
0 unitarnim prostorima.

Definicija 46 (Unitarni prostori) Realan vektorski prostor V' je unitaran ako
je na njemu definirana dodatna operacija (.,.) koja svakom paru vektora pridruzuje
po jedan skalar i koja ima svojstva

(v,v) >0; (v,v)=0&v=0,
<U7w> = <’LU,’U>,
(u, v+ w) = (u,v) + (u, w),
(v, a - w) = afv,w).

Pritom naravno ta svojstva moraju vrijediti za sve vektore v,w,u € V i skalare «.
U tom slucaju operaciju (.,.) nazivamo skalarnim produktom vektora.

Za kompleksne unitarne prostore drugo defincijsko svojstvo poprima oblik

(v,w) = (w,v).
Uocite da tada kombinacija drugog i ¢etvrtog svojstva povlaci da vrijedi
(- v,w) =a(v,w).

Naravno, uz (U, @) = ¥ - @ = |¥||W| cos ¢ realni vektorski prostori V2,
V2(0), V3, V3(0) postaju unitarni prostori. Prije povratka u opéentije vektorske
prostore, sad ¢emo obraditi jo$ neke teme vezane za te unitarne prostore koje nismo
obradili u poglavlju |5| zbog ogranicenosti vremena predvidenog za Matematiku 1.

Prvo, dokazimo sad fundamentalni zakon reciprocne resetke (teorem : Kako
smo uodili (vidi str. i sliku , udaljenost ravnine hx + ky + 1z = 1 do
ishodista jednaka je medumreznom razmaku dpx; dviju susjednih ravnina smjera
(hkl). Neka je R probodiste te ravnine s jednom od koordinatnih osi, recimo s x-osi

paje R = (%, 0, ()). Iznos dpk = d(O, Q) jednak je duljini ortogonalne projekcije
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T

Slika 7.1: Slika uz izvod formule za dp,;.

vektora O? na 7 (slika , za kojeg znamo da je okomit na smjer (hkl) pa je
(podsje¢amo da je Npi = |h, k., 1]*]):

OB |k [£,0,0]] ]
dprr = Nhkln = Nhklh = (5.6) = N’

Dakle, dokazali smo teorem

Izvedimo sad i formulu za racunanje medumreznog razmaka u neortogonalnim
koordinatnim sustavima (za ortogonalne koordinatne sustave izveli smo ju dokazom
korolara . Znamo da je dpr; = d(O,Q) i neka su M, N i P probodista nase
ravnine s koordinatnim osima (pretpostavljamo da sva tri postoje, tj. h, k,l # 0).
Uo¢imo tetraedar OM N P (slika [7.1)). Njegov volumen V mozemo izraziti na dva
nacina. S jedne strane on je volumen piramide s bazom AM NP i visinom dpg; pa
je Volumen te piramide iznosi

— 1
V= gdhklPAMNP-
S

Q.

ruge strane, taj VOIE)HIGD je tre¢ina volumena paralelepipeda razapetog vektorima
= %E), ON = % b, OP = %?, odnosno

- 1 — 1 — \%4
— _|OM -ONxOP|= -3 b x @ = ——
V= 3l0M-ON X OP| = 3550 8 3[hkl|’

=|

gdje je kao i ranije s V oznacen volumen jedinicne éelije. Izjednacavanjem gornjih
dviju formula za V dobivamo:
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i = [h, &, 1]

o R

Slika 7.2: Tlustracija uz dokaz fundamentalnog zakona recirpoc¢ne resetke.

Propozicija 26 Ako nijedan od Millerovih indeksa smjera mreznih ravnina nije
0, tj. ako smjer mreznih ravnina nije paralelan nijednoj koordinatnoj osi, onda je

Vv

2
|hkl Papvp’ (72)

dni =

pri cemu su M, N i P redom probodista ravnine hx + ky+1z =1 s koordinatnim
ostma.

Uoc¢imo da se povrsina trokuta MNP, tj. Papyp u gornjoj formuli, moze
izracunati kombinacijom kosinusovog poucka i Heronove formule. Naime, znamo
da su udaljenosti M, N, P od ishodista redom |OM| = L |ON| = \TI;\’ |OP| = -
Trokut AOMN je trokut kojemu znamo dvije stranice (|JOM| i |ON]) i kut medu
njima (to je v jer su M i N na z-osi odnosno y-osi). Analogno u trokutima AON P
i AOPM znamo po dvije stranice i kut medu njima. Stoga se u sva ta tri trokuta
duljine treé¢ih stranica (|[MN|, |NP| odnosno |PM|) mogu izracunati pomocu
kosinusovog poucka)’| Nakojn toga je Heronovom formulom moguée izracunati
povréinu PAMNP-

Primjer 274 Ako su parametri baze a = 100 pm, b = 200 pm, ¢ = 250 pm,
a=v5=90° 6=060° izracunajmo dsoo.

Za ravninu 3z + 2y + 2z = 1 je |OM| = 33,3 pm, |ON| = 100 pm, |OP| = 125
pm. Trokut AOMN i AONP su pravokutni pa Pitagorin poucak daje |MN| =
105,41 pm ¢ |[NP| = 160,08 pm; za AOM P koristimo kosinusov poucak i dobijemo
|MP| = 112,11 pm. Po Heronovoj formuli je stoga Paynp = 5.882,288 pm?.

S obzirom na parametre jedinicecelije, V = abcsin f = 4.330.127,019 pm?.

Naposlijetku formula daje d3oo = 4,68 pm.

5Ako je kut izmedu poznate dvije stranice trokuta pravi, kosinosov poudak postaje
Pitagorin poucak.
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P

— =

Slika 7.3: dpo; u sustavu u kojem je bl a,c

Za slucaj da su dva Millerova indeksa promatranog smjera jednaka 0, dakle je
treéi £1, formule za medumrezne razmake dobili smo u teoremu |17 (formule s 1
jednako vrijede i ako se 1 zamijeni s 1). Ostaje jo$ pitanje formula za medumrezni
razmak za neoortogonalne sustave ako je to¢no jedan od Millerovih indeksa 0
(ravnine paralelne jednoj koordinatnoj osi). Njih neéemo izvoditi, ali ¢emo istaknuti
situaciju kad se one mogu izvesti elementarnogeometrijski. Naime, ako je jedna od
koordinatnih osi okomita na druge dvije (dakle dva od kutova medu paramertrima
baze su pravi) te ako nas zanima medumrezni razmak za ravnine paralelne upravo
toj koordinatnoj osi, postupak je slican izvodu formule ali jednostavniji jer se
svodi na planimetriju.

Primjer 275 Malahit kristalizira uw monoklinskom sustavu (a = 9,502 A b=
11,974 A, ¢ = 3,240 A, o = v = 90°, B = 98,75°). Odredimo dy,; 2a kristale
malahita.
Gledamo ravninu 2x — z = 1; ona je paralelna s y-osi, a ona je pak okomita na
(z, z)-koordinatnu ravninu (slika[7.3). Povrsina trokuta AOMP je s jedne strane
J%:21201|]\4[.].3\, a s druge %\OMHOP[ (:os(‘180O - B), dvakle je d2021 = \MP\Q;u 15,2;41
. Duljinu |M P| lako odredimo iz kosinusovog poucka: |M P|* = |OM|*+|OP|* —
2|OM||OP| cos(180° — B), dakle |MP| ~5,3279 A, slijedi d,,; = 2,856 A.

Kut izmedu pravca i ravnine definiran je kao kut izmedu vektora smjera pravca i
njegove ortogonalne projekcije na ravninu. To je ekvivalentno apsolutnoj vrijednosti
razlike pravog kuta i kuta 6 izmedu vektora smjera pravca i vektora normale ravnine.
Za raCunanje kuta izmedu pravca i mrezne ravnine takoder mozemo iskoristiti
fundamentalni zakon reciproc¢ne resetke. Naime, po definiciji skalarnog produkta je

- =
cost) = —5—
EREd
Ako je § = [u,v,w] i @ = [h,k,[]* (uo¢imo da fundamentalni zakon recipro¢ne

reSetke vrijedi i za necjelobrojne koeficijente vektora normale)), brojni zadnje
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formule je [u,v,w]-[h, k,1]* = (5.6) = uh+vk+wl. Nadalje, |W>| = ﬁ, te formula
za racunanje kuta izmedu pravca s vektorom smjera § = [u, v, w| i mrezne ravnine
smjera (hkl) poprima oblik

h + vk l
cos = ’900 - u-}-”Ugl-l-w dhkl . (73)

Primjer 276 Koji kut s y-o0si proizvoljnog koordinatnog sustava zatvaraju ravnnie
smjera (123)? Vektor normale tog smjera je i = [1,2,3]*. Trazimo njegov kut ¢ s
b=10,1,0]. Po definiciji skalarnog produkta je

[172a3}* ) [03130] 2

= —di93 >0
Ni23b b

cosp =

pa je traZeni kut ¢ Siljast, odnosno 9 = 90° — . Iznps dyos bismo mogli izracunati
kao uw primjeru[274 da su nam zadani parametri baze.

Zadatak 141 Za bazu prostora kao u primjeru izracunagte kut izmedu ravnina
smjera (322) s z-o0si.

Vratimo se na opcenitije vektorske prostore.
Primjer 277 Pogledajmo C kao realan vektorski prostor. Ako definiramo
(x+iy, 2’ +iy) =z’ +yy

nije se tesko uvjeriti da smo tako dobili skalarni produkt. Primjerice, (1+1,2—1) =
1-2+1-(-1)=1.

S druge strane, ako C gledamo kao kompleksan vektorski prostor mogli bismo
skalarni produkt definirati ovako:

(w,z) =wz.

U tom slucaju bilo bi (14,2 —1i) = (1 —14)-(2—1) =1 —3i. Zasto ova druga
definicija nije prikladna ako C gledamo kao realan vektorski prostor?

Prostori R™ su unitarni uz skalarni produkt definiran s
(1, s 2n), (Y1 s Un)) =T1Y1 + -« + T Yn-

Zadatak 142 Kako biste definirali skalarni produkt na realnom vektorskom pros-
toru C2?

Na vektorskom prostoru Z(1,R) realnih funkcija jedne varijable koje su integra-
bilna na intervalu I (gdje interval I moze biti i neograni¢en) uobic¢ajeno je skalarni
produkt definirati s

(.9) = [ #(a) @) da.
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Za integrabilne kompleksne funkcije, odgovarajuéi skalarni produkt se definira s

(.0) = [ 1@ g@) da.

gdje je s f* oznacena funkcija koja je definirana s f*(z) = f(z). Ovaj skalarni
produkt je vrlo ¢est u kvantnoj teoriji.

U unitarnom prostoru moze se definirati norma vektora, koja je poopcéenje
pojma iznosa ili duljine geometrijskih vektora:

[v]] =/ (v, v). (7.4)

U unitarnim prostorima geometrijskih vektora norma vektora podudara se s njego-
vim iznosom.

Primjer 278 U R"™ norma vektora se racuna formulom

(@1, za)ll = a2 + -

Zadatak 143 Izracunajte normu funkcije f : R - R, f(x) = H%

Dva vektora unitarnog prostora nazivaju se ortogonalnim ako im je skalarni
produkt 0.

Primjer 279 Vektori (1,—1,2,0,3) i (0,2,1,4,0) su ortogonalni u R® jer im je
skalarni produkt 1-0+(=1)-242-14+0-4+3-0=0.

Primjer 280 Sada, vjerujemo, poprima smisao zadatak iz primjera u kojemu
se provjeravala ortogonalnost valnih funkcija.

Zadatak 144 Nadite primjer dviju ortogonalnih integrabilnih realnih funkcija
fyg:[-1,1] = R koje nisu nulfunkcije.

Moze se dokazati da ortogonalnost povlaci linearnu nezavisnost, preciznije:

Teorem 23 Ako je S skup vektora unitarnog prostora u kojem su svaka dva vektora
ortogonalna, onda je S linearno nezavisan skup.

Definicija 47 (Ortogonalne i ortonormirane baze) Baza unitarnog prostora
¢ija svaka dva vektora su ortogonalna naziva se ortogonalnom bazom. Ortogonalna
baza u kojoj svi vektori imaju normu 1 naziva se ortonorminanom bazom.

Primjer 281 Kanonske baze za R™ su ortonormirane.
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Ako je (eq,...,e,) neka ortonormirana baza n-dimenzionalnog unitarnog pros-
tora V i v € V bilo koji vektor, onda znamo da v ima neke koordinate (z1,...,zy)
u toj bazi, dakle je v = z1 €1+ ...+ x, €,. Pomnozimo taj izraz skalarno (slijeva) s
nekim od baznih vektora e;. Buduéi da je skalarni produkt distributivan s obzirom
na zbrajanje i da je (e;,e;) = 0 za i # j (vektori ortonormirane baze su medusobno
ortogonalni), preostat ¢e nam (e;,v) = (e;, x;€;) = x;{e;, e;) = x;. Dakle, pokazali
smo:

Teorem 24 Koordinate vektora v iz konacnodimenzionalnog unitarnog prostora s
obzirom na bilo koju ortonormiranu bazu jednake su redom skalarnim produktima
vektora te baze s v.

- =
Primjer 282 Ako je U € V? i u V? odabrana ortonormirana baza (i, j), onda
je
T=("-i)i+(-5)7.
- = —
Pmmjerzce koordinate v = [—2,3] s obzirom na bazu i, j znace da je Ti=-2
7 7 j =3.

Primjer 283 Neka je desna baza B = (a, 57 ¢) od V3 zadana parametrima a = 5cm,
b=c=10cm, a = 90°, § = 60°, v = 45°. Zelimo ju zamijeniti desnom
ortogonalnom bazom B' = (d,u,v) takvom da je w =v = a i da je € u ravnini od d
i b. Kako bismo mogli formulama opisati vektore 4 i U7

Prvo, @ mora biti komplanaran s d z' 5, dakle je i = zd + y(;. Pomnozimo
li to skalarno s @ dobit éemo @-d=2za®>+yabcosy. Zelimo i L @, dakle treba
biti 0 = (25ac + 25y\f) cm?, odnosno x = —/2y. Zelimo i da je u = 5cm, dakle
25cm? =-0=x2a +2:Uyabcosv+y2 b2, odnosno 25 = 252 + 50v/2xy + 100y2.
Zbog x = —\/2y to povlaci 25 = 503> — 100y> 4+ 100y>. Stoga je y = \f ix = —%,
odnosno i@ = &(—a + V2Db).

Vektor v treba biti okomit i na d i na U, dakle treba biti kolinearan s vektorom
axu= 2@ X (—d + fb) @ x b. Buduéi da je ¥ kolinearan s time, znaci da

]61)204\2[‘/0 = gc*. Zelzmozda bude 5cm =v = |B|-absiny = || - 50‘/5‘"“

Stoga uzimamo [ = \/§cm (pozitivno zato da baza bude desna), odnosno U=
20 > 7
Taem @ X b.

U unitarnim prostorima osim veé¢ spomenutih operatora skaliranja postoji jos
jedan nacin kako poopéiti realne linearne funkcije jedne varijable. Uzmemo li
kao domenu unitaran prostor V, a kao kodomenu njegov skup skalara S (R ili
C) te jedan fiksni vektor a € V, onda je dobro definirana funkcija f : V. — 5,
f(x) = {(a,z) (skalarni produkt svih vektora domene s fiksnim vektorom). Takve
funkcije nazivamo linearnim funkcijama.

Primjer 284 Neka je a = (1,2,3,4) € R*. Tim vektorom odredena je linearna
funkcija f : R* = R, f(z) = (a,z). Ako je v = (x1,72,23,74) € R, onda je
f(l') = <(17 27 374)7 (xla x27x37x4)> =x + 2$2 + 31’3 + 41’4.



7.2. LINEARNI OPERATORI 249

Primijetimo da sada, kao $to su linearne jednazbe s jednom nepoznanicom
jednadzbe u kojima je linearna funkcija jedne varijable izjednacena sa zadanom vri-
jednoséu (slobodnim ¢lanom), tako su linearne jednadzbe s n nepoznanica jednadzbe
u kojima je linearna funkcija s n varijabli izjednacena sa zadanom vrijednoséu
(slobodnim ¢lanom), odnosno sve linearne jednadzbe su zapravo jednadzbe s jednom
nepoznanicom (vektorom z = (z1,...,2,) € R") i mogu se zapisati u obliku

(a,z) =b
za neki a € R", b € R.

Primjer 285 Linearna jednadzba 2x1 — 3x2 + x3 + ©4 — 625 = 7 u vektorskom
obliku glasi (a,z) =7, gdje je a = (2,—-3,1,1,—6) i x = (x1, z2, T3, T4, T5).

7.2 Linearni operatori

Promotrimo jo$ jednom operatore skaliranja i linearne funkcije. Ako je f operator
skaliranja skalarom « na V', iz definicijskih svojstava vidimo da je S, (Bv) =
afv = Bav = B8, (v) i So(v+w) = a(v+w) = av + aw = S4(v) + Sa(w), tj. Sa
se ,lijepo* ponasa s obzirom na obje osnovne operacije na vektorskim prostorima,
tj. svejedno je zbrojimo li prvo dva vektora domene i preslikamo zbroj ili prvo
preslikamo ta dva vektora pa onda zbrojimo rezultat i svejedno je skaliramo li
prvo vektor domene pa preslikamo ili prvo preslikamo vektor pa onda skaliramo.
Iz definicijskih svojstava unitarnih prostora pak na analogan nacin vidimo da to
vrijedi i za linearne funkcije. Kazemo: operatori skaliranja i linearne funkcije imaju
svojstvo linearnosti. Svojstvo linearnosti sastoji se od dva svojstva—aditivnosti
i homogenosti. Operatore koji imaju svojstvo linearnosti nazivamo linearnim
operatorima.

Definicija 48 (Linearan operator) Linearan operator je funkcija AV ow
(g9dje su V i W wvektorski prostori) koja ima sljedeéa dva svojstva:

A +w) = A(v) + A(w) (aditivnost),

A(av) = a A(v)  (homogenost)

za sve v,w €V i skalare a. Ako je W = R, linearan operator zovemo linearnim
funkcionalom. Ako je domena linearnog operatora jednaka kodomeni, tj. V =W,
govorimo o linearnom operatoru na V.

Linearni funkcionali na kompleksnim prostorima imaju kao kodo-
menu C gledan kao kompleksan vektorski prostor. Buduéi da u homogenosti istim
skalarom mnozZimo u domeni i kodomeni, nema smisla razmatrati linearne operatore
kojima je domena realan i kodomena kompleksan vektorski prostor ni one kojima je
domena kompleksan, a kodomena realan prostor.
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Primjer 286 Za svaki vektorski prostor V i skalar o je operator skaliranja S,
linearan operator.

Primjer 287 Za svaki unitaran prostor V i svaki skalar o je linearna funkcija
f(v) = (a,v) linearan funkcional.

Primjer 288 Funkcija sinus nije primjer linearnog operatora (funkcionala) s R u
R jer niti je aditivna niti je homogena.

Zadatak 145 Je li kvadriranje, korjenovanje, uzimanje reciprocne vrijednosti
aditivno? Homogeno?

Primjer 289 Funkcija s C*(I) u C(I) koja svakoj funkciji pridruzuje njenu deri-
vaciju je linearan operator kojeg nazivamo operatorom deriviranja. Ako je nezavisna
varijabla funkcija koje deriviramo oznacena s x, operator deriviranja oznacavamo s
d%c‘ Sli¢no, funkcija s C*(I) u R koja svakoj funkciji pridruzuje njenu derivaciju
f'(¢) u istom broju ¢ € I je linearan funkcional.

Primjer 290 Osna simetrija u ravnini je linearni operator: Svejedno je zbrojimo
li prvo dva geometrijska vektora iz V2 pa ih zrcalimo s obzirom na danu os simetrije,
ili ih prvo zrcalimo pa zbrojimo njihove slike, a isto tako je svejedno skaliramo
li vektor prije ili poslije zrcaljenja. Analogno vrijedi i za zrcaljenje s obzirom na
ravninu u uobicajenom trodimenzionalnom prostoru.

Najjednostavniji primjer linearnih operatora definiranih na svakom vektorskom
prostoru su jedini¢ni operator i nuloperator. Jedini¢ni operator I je operator
skaliranja s 1, tj. funkcija identiteta na vektorskom prostoru: I:v— vV, I (v) =w.
Nuloperator je funkcija koja svim vektorima danog vektorskog prostora pridruzuje
nulvektor tog istog ili nekog drugog prostora, tj. to je funkcija O : V — W, O(v) =
Oy. Ako je kodomena R (odnosno C), govorimo o nulfunkcionalu. Nuloperator i
jedini¢ni operator ocigledno nulvektoru domene pridruzuju nulvektor kodomene.
Derivacija nulfunkcije je nulfunkcija. Aku u linearnu funkciju s n varijabli uvrstimo
0= (0,0,...,0), dobit ¢emo 0. Osnosimetri¢na slika nulvektora je nulvektor. To
nije slu¢ajno. Naime, vrijedi:

Teorem 25 Ako je A:V — W linearan operator, onda je A(OV) = Ow.
Zadatak 146 DokazZite gornji teorem!

Primjer 291 Funkcija koja svim vektorima domene pribraja isti vektor a (transla-
cija) nije linearan operator osim ako je a = 0. Naime, ako a # 0 onda translacija
preslikava nulvektor 0 uw 0 4+ a = a # 0. Translacija za nulvektor je, ocito, isto sto
1 jedinicni operator.

S druge strane, funkcija sinus preslikava 0 u 0, ali ipak nije linearna.
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Od posebnog interesa u kemiji (stereokemiji, kristalografiji) su linearni operatori
koji preslikavaju geometrijske vektore u geometrijske vektore, preciznije receno:
linearni operatori kojima su su domena i kodomena jednake i pritom su obje jedan
od prostora V2(0) ili V3(0). Neka je A jedan takav operator. Ako je p neki
pravac kroz O, smjera odredenog vektorom s, onda se taj pravac sastoji od svih
vektora oblika t ', t € R, tj. p je jednodimenzionalni potprostor od V2(0O) odnosno
V3(0). Buduéi da je A homogen, imamo A(t §) = t A(S), tj. svi vektori s pravca
p se preslikavaju u vektore pravca odredenog vektorom smjera A(?) Naravno,
i preslikavanjem dobiveni pravac mora prolaziti kroz O jer A mora nulvektor
preslikati u nulvektor. Ako je hatA(?) = 0, onda je slika pravca p samo ishodiste
O, tj. nas operator je nuloperator. Analogno se moze dokazati i za slike ravnina
kroz ishodiSte u slu¢aju linearnih operatora na V3(0), tj. vrijedi:

Propozicija 27 Ako je A # 0 linearan operator na V2(0) ili na V3(0), on svaki
pravac kroz O preslikava u neki pravac kroz O. Ako je A #+ 0 linearan operator na
na V3(0), on svaku ravninu kroz O preslikava u neku ravninu kroz O ili u neki
pravac kroz O.

Za primjene u fizici i kemiji posebno su vazni linearni operatori simetrija, koji
su podvrsta ortogonalnih operatora, tj. operatora koji ¢uvaju normu vektora.

Definicija 49 (Ortogonalni operatori i operatori simetrija) Ako je V uni-
taran prostor, linearni operator A : V — V koji ima svojstvo ||A(v)|| = ||v]| za sve
v € V naziva se ortogonalnim operatorom. Ako je V jedan od prostora V?(O) ili
V3(O), ortogonalne operatore nazivamo operatorima simetrije.

Kako vidimo, operatori simetrije ¢uvaju iznose geometrijskih vektora, jer je za
geometrijske vektore norma isto $to i iznos. Ako operator simetrijeﬁ fiksira neki
podskup prostora (preslikava taj podskup u samog sebe), govorimo o simetriji tog
podskupa.

Primjer 292 Ako je k kruznica oko O (u ravnini), onda je svaka rotacija oko O
simetrija te kruznice.

Osnovni tipovi operatora simetrije su sljedeéi (usp. sliku [7.4)).

 Jedini¢ni operator e operator simetrije (on se kao operator simetrije oznacava
s 1). On je simetrija svakog podskupa ravnine odnosno trodimenzionalnog
prostora.

o Centralna simetrija (inverzija) s obzirom na centar (tocku) O je definirana s
1(v) = —v (tj. 1 = —1). Vidimo da je to operator skaliranja s —1.

61li neka opéenitija funkcija koja ¢uva normu, primjerice translacija. Nisu sve simetrije
linearni operatori.
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g | m(v)

Slika 7.4: Tri osnovna tipa operatora simetrije (centralna simetrija, zrcaljenje,
rotacija)

o Zrcaljenje (refleksija) se razli¢ito definira u ravnini i u trodimenzionalnom

prostoru. Ako gledamo zrcaljenje u ravnini, govorimo i o osnoj simetriji. To
je linearni operator 1 : V2(O) — V2(0) za koji postoji pravac p (os simetrije)
koji prolazi kroz O i koji ima svojstvo da za svaki T =0 vrijedi da ako
je Th(?) = OT', onda je poloviste duzine TT" na pravcu p i pravac T1" je
okomit na p. Zrcaljenje u prostoru je linearan operator m : V3(0) — V3(0)
definiran analogno, samo umjesto osi simetrije za njega postoji ravnina
simetrije Il sa istim svojstvom kao $to je u dvodimenzionalnom slucaju
navedeno za os simetrije.

Rotacija se takoder razli¢ito definira u ravnini i u prostoru. Rotacija ravnine
oko O je linearni operator # : V2(0) — V?(0) koji ima svojstvo da za
svaki ¥ = ﬁ vrijedi da ako je 7*(7) = OT’, onda je (orijentirani) kut
¢ = LTOT" uvijek isti (nazivamo ga kutom rotacije). Rotacija prostora je
linearan operator 7 : V3(0) — V3(O) za koji postoji pravac o kroz O (os
rotacije) sa svojstvom da za svaki ¥ = o1 vrijedi da ako je #(7) = O—>T’,
onda je (orijentirani) kut ZTOT’ uvijek isti, gdje je O probodiste osi o s
ravninom okomitom na O koja sadrzi T. Ako je kut rotacije 360°/n gdje je
n prirodan broj, govorimo o rotaciji reda n. Rotacije reda n oznacavamo s n.

Primjer 293 Rotacija reda 4 oko sredista je jedna od simetrija kvadrata.

U dvodimenzionalnom sluéaju nije potrebno razmatrati centralnu simetriju jer

je ona isto Sto i rotacija reda 2 oko centra simetrije. S druge strane, u trodimenzi-
onalnom slucaju se ¢esto razmatraju i rotoinverzije i rotorefleksije. Rrotoinverzija
je kompozicija rotacije i centralne simetrije, uz uvijet da je centar simetrije na osi
rotacije. Rotorefleksija je kompozicija rotacije i zrcaljenja, uz uvjet da je ravnina
simetrije okomita na os rotacije. Nije tesko dokazati:

Teorem 26 Ako je kompozicija A o B linearnih operatora A i B definirana, ona
je takoder linearan operator. Ako su A i B oba ortogonalni, takva je i njihova
kompozicija.
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Buduéi da je kompozicija ortogonalnih linearnih operatora ocito ortogonalan li-
nearan operator, rotorefleksije i rotoinverzije prostora V3(0) su takoder primjeri
operatora simetrije. Napomenimo ovdje i da kompozicija linearnih operatora si-
metrije uvijek rezultira jednim od navedenih vrsta simetrija: jedini¢ni operator,
centralna simetrija, zrcaljenje, rotacija, rotoinverzija ili rotoreﬂeksija[]

Tako je relativno lako opisati $to neki operator simetrije ,radi“ s vektorima,
u konkretnoj situaciji iz tog opisa u pravilu nije lako precizno opisati kamo se
preslikao konkretni vektor. Primjerice, kako biste odgovorili na sljedece pitanje:
Ako je koordinatni sustav u ravnini odreden bazom s parametrima a # b, v = 90°,
u koji vektor ¢e se rotacijom reda 5 preslikati vektor s koordinatama [1,1]? Dok na
pitanja poput prethodnog uz malo truda mozemo naci odgovor Cisto geometrijskom
argumentima, to postaje dosta tesko ako umjesto samo jednog vektora zelimo
preslikati vise njih ili ako je djelovanje operatora kompliciranije. Kao sto vektori s
obzirom na baze (u kona¢nodimenzionalnim prostorima) imaju svoje koordinate i
one nam olaksavaju zakljuc¢ivanje o njihovim geometrijskim svojstvima i odnosima,
tako koristenjem baza domene i kodomene i linearni operatori imaju nesto poput
koordinata sto nam olaksava zakljuc¢ivanje o njihovom djelovanju: matrice.

7.3 Matrice

7.3.1 Matrica linearnog operatora

Primjer 294 Uzmimo da je dimenzija domene linearnog operatora A: VoW
jednaka 2, a dimenzija kodomene 3. Neka je By = (a,b) neka baza domene. Znamo
da svaki vektor v € V' jednoznacno moZemo zapisati u obliku v =xa+ yb s nekim
skalarima x iy (koordinatama vektora v u bazi By ). Zbog linearnosti od A vrijedi
A(w) = A(za+yb) =z A(a) + y A(b). Dakle, ako znamo kamo A preslika vektore
a i b baze domene, znamo izracunati kamo A preslikava sve vektore. Vektori fl(a) i
fl(b) nalaze se u kodomeni pa se mogu odrediti njihove koordinate s obzirom na neku
bazu By = (e, f,g) kodomene. Ako su im koordinate u toj bazi («, 3,7) i (6, €,n)
imamo A(v) =z (o, 8,7) +y (0,6,n) = (xa+yd,z8+ye,xy+yn), tj. imamo
potpuno racunski postupak za izracunavangje kamo A preslikava bilo koji vektor v.

Zamijenimo li u gornjem postupku dimenzije 2 i 3 proizvoljnim (kona¢nim!)
dimenzijama domene i kodomene linearnog operatora A : V. — W (i naravno
uzmemo baze s odgovarajuéim brojevima elemenata) analogno se dobije:

Teorem 27 Linearni operator je potpuno zadan svojim djelovanjem na jednoj bazi
domene, tj. potpuno je zadan koordinatama slika svih vektora odabrane baze domene
s obzirom na odabranu bazu kodomene.

"Svaka rotorefleksija se moze shvatiti i kao rotoinverzija, i obrnuto.
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Primjer 295 Neka je (d, ?) neka baza za V*(O) te neka je za linearan operator
A V2(0) = V2(0) poznato da prvi vektor baze preslikava u drugi (A(@) =), a
drugi u zbroj prvog i drugog (121(1;) =ad+ 5) To je dovoljno da bismo znali kako
preslikava sve vektore ravnine: Ako je U = [z,y] =xd + yl_;, onda je

A~

A(B) = A(z@ + yb) = (aditivnost) = A(z @) + A(yb) =

= (homogenost) = z A(@) + y A(b) = T +y(d + ?) =yd +(z+ ?J)Z>

Vidimo da to moZemo krace zapisati kao A([z,y]) = [y, x +y)].

Kao i u primjeru ako je domena linearnog operatora jednaka kodomeni,
ukoliko nije drugacije receno podrazumijeva se da u domeni i kodomeni uzimamo
istu bazu.

Zapisemo li teorem [27] simbolicki imamo: Neka je By odabrana baza domene
linearnog operatora A, a By odabrana baza kodomene, onda za svaki vektor
e; € By mozemo zapisati koordinate od A(e;) s obzirom na bazu By. Ako je
dimenzija domene n, a dimenzija kodomene m, dobit ¢emo n m-torki brojeva koje
mozemo zapisati kao stupce jedne pravokutne tablice. Pritom uoc¢imo da nije
potrebno zapisivati oznake stupaca i redaka jer im je redoslijed zadan redoslijedom
vektora odabranih baza.

Opéenito, pravokutne tablice koje sadrze brojeve zovu se matrice. Brojevi
unutar matrice zovu se njenim elementima. Matrice ¢iji elementi su realni brojevi
zovemo realnim matricama (a one s kompleksnim elementima su kompleksnim
matricama). Matrica je reda (tipa, dimenzije) m x n ako ima m redaka i n stupaca.
U slu¢aju m = n govorimo o kvadratnoj matrici reda n. Matrice omedujemo
okruglim ili uglatim zagradama, a oznacavamo ih velikim slovima latinske abecede.

Gore opisanim postupkom dobili smo matricu koja predstavlja linearan operator
A s obzirom na odabrane baze domene i kodomene sli¢no kao $to koordinate vektora
s obzirom na odabranu bazu vektorskog prostora predstavljaju taj vektor.

Definicija 50 (Matrica linearnog operatora) Matrica linearnog operatora A
V — W s obzirom na odabrane baze By i By (konacnodimenzionalne) domene i
kodomene je matrica A u kojoj se redom u stupcima nalaze koordinate slika vektora
baze By u bazi Byy. Ako je V. =W i By = Bw = B, govorimo o matrici linearnog
operatora s obzirom na bazu B.

-,

Primjer 296 Pogledajmo operator iz pm’mjem. Imamo B = By = By = (d,b),
pa je A(@) = b =10,1] (prvi stupac matrice operatora) i A(b) = a+b=[1,1] (drugi
stupac matrice operatora). Dakle, matrica ovog operatora s obzirom na bazu B je

kvadratna matrica
0 1
4= ( 0! )

Zadatak 147 Koliko redova i stupaca ce imati matrica linearnog operatora kakvog
smo razmatrali sasvim na pocetku ovog odjeljka?
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Iz definicije je jasno:

Teorem 28 Ako je AV = W linearan operator, onda s obzirom na bilo koje
baze domene i kodomene matrica od A ima redaka kolika je dimenzija kodomene, a
stupaca kolika je dimenzija domene. Posebno, matrice linearnih operatora na V su
kvadratne.

Uocimo i da matrice linearnih funkcionala imaju samo jedan redak, jer im je
dimenzija kodomene 1. Takoder, budué¢i da matrice moraju imati kona¢no mnogo
redaka i stupaca, vidimo da se ne moze definirati matrica linearnog operatora ako
mu domena ili kodomena ima beskonac¢nu dimenziju.

Zadatak 148 Ima li operator deriviranja - : C1(R) — C(R) matricu/e? A ako
ga gledamo kao operator s domenom koja je vektorski prostori iz primjera [271)?
Ako ima, zapisite jednu odgovarajucu matricu tog linearnog operatora s obzirom na
neku bazu.

Buduéi da nulvektor u svakoj bazi ima iste koordinate (sve su 0), vidimo da
nuloperator 0 : V. — W s obzirom na svaki par baza domene i kodomene ima istu
matricu, matricu koja ima m = dim W redaka, n = dim V' stupaca i ¢iji su svi
elementi nule. Takve matrice nazivamo nulmatricama (tipa m x n, oznaka Oy, ).

Jedini¢ni operator I : V — V sve vektore preslikava u same sebe: [ (v) =v
za sve v € V. Stoga je f(ei) = e; za sve vektore bilo koje baze (e1,...,e,) od V.
Bududi ¢-ti vektor bilo koje baze s obzirom na tu istu bazu ima koordinate jednake
po redoslijedu odgovarajué¢em vektoru kanonske baze od R", zakljucujemo da je
matrica jedini¢nog operatora s obzirom na svaku bazu kvadratna matrica reda n

oblika

10 ... 0

0 1 0
I, =

00 ... 1

Takve matrice zovemo jedini¢ne matrice. Pozicije na kojima se nalaze brojevi 1
u jedini¢noj matrici, dakle pozicije kojima je indeks retka jednak indeksu stupca,
zovu se dijagonalom matrice. Dakle, jedini¢na matrica je svaka kvadratna matrica
koja na dijagonali ima jedinice, a izvan dijagonale nule.

Na isti nacin se vidi da operatori skaliranja S, : V = V s obzirom na svaku
odabranu bazu imaju istu matricu: kvadratnu matricu reda n koja na svim po-
zicijama dijagonale ima «, a ostali elementi su joj nule. Takve matrice zovu se
skalarne matrice.

Primjer 297 Bududi da je centralna simetrija zapravo operator skaliranja s —1
na V3(0), s obzirom na bilo koju bazu od V3(O) matrica centralne simetrije je
matrica

—I3 = 0O -1 0 € Ms.



256 POGLAVLJE 7. VEKTORSKI PROSTORI I POVEZANE TEME

Gore smo matricu oznacili kao suprotnu jedini¢nu matricu. Opcéenito, suprotna
matrica matrice A je matrica —A u kojoj su promijenjeni predznaci svih elemenata
od A:

—A = [—ag],

gdje se s a;; oznacava element matrice A koji je u i-tom retku i j-tom stupcu (na
poziciji (i,7)). Takoder, ako pogledamo operator skaliranja s a prirodno je njihove
matrice oznaciti s « I, jediniénu matricu pomnozenu sa skalarom «. Opcenito se
umnozak skalara « s matricom A dobije tako da sve elemente od A pomnozimo s
a:

A= [a aij].

Tako smo definirali mnozenje matrice skalarom. Uoc¢imo da su matrice —A i a A
uvijek istog tipa kao A. Nije tesko uvjeriti se da mnozenje matrica skalarima ima
ista svojstva kao mnozenje skalarom u svakom vektorskom prostoru (vidi svojstva

7.1).

o (2 1 3 a4 [ -6 =3 =9
Primjer 298 AkoyeA—(O 1 2>7 onda je 3A—< 0 3 —6>'

Dok su matrice nuloperatora, jedini¢nog operatora i operatora skaliranja iste s
obzirom na sve baze, opéenito matrica linearnog operatora, iz istog razlogia kao
koordinate pojedinog vektora, ne ovisi samo o operatoru, nego i odabranim bazama
domene i kodomene.

Primjer 299 Linearan operator A : R® — R3 zadan je kao tzv. pomak ulijevo:
A(z,y,z) = (y,2,0). Odredimo njegove matrice obzirom na kanonsku bazu od R?
i obzirom na bazu B = (a,b,c) gdje sua = (4,0,3), b=(-2,1,0) i c = (0,—1,1)
(zadatak za Vas: provjerite da se stvarno radi o bazi od R3).

Ako uzmemo kanonsku bazu, imamo redom fl(l,0,0) = (0,0,0), fl(O7 1,0) =
(1,0,0), A(0,0, 1) = (0,1,0), pa je s obzirom na kanonsku bazu matrica naseg
operatora

A:

S O O
S O =
O = O

Za bazu B imamo redom A(4,0,3) = (0,3,0) = vy, 121(—2, 1,0) = (1,0,0) = ve,
A(0,-1,1) = (—1,1,0) = v3, no matrica

-1
1
0

A=

o w o
[ e

nije traZena matrica. Naime, kad smo ispisali A’, koordinate vektora vy, vy i v3 uzeli
smo kao koordinate s obzirom na kanonsku bazu. Dakle, A’ je matrica operatora



7.3. MATRICE 257

A ako u domeni uzmemo bazu B, a u kodomeni kanonsku bazu. No, dogovorili
smo se da se kod operatora kojima se domena i kodomena podudaraju u kodomeni
bira ista baza kao u domeni. Stoga nam trebaju koordinate vektora vi, va, vz u
bazi B. Kao sto znamo, njih dobijemo rjesavanjem sustava linearnih jednadzbi ¢iji
koeficijenti uz nepoznanice, po stupcima, sadrze koordinate baze (a,b,c) u kanonskoj
bazi, a u stupcu slobodnih clanova koordinate vektora v; u kanonskoj bazi (vidi
str. . Bududi da pri rjesavanju sustava GaufSovom metodom eliminacija odluka
o elementarnim transformacijama ovisi samo o ,lijevom” dijelu, a ne o stupcu
slobodnih clanova ¢ buduci da u toj metodi ne dolazi do mijesanja stupaca, mozZemo
paralelno rijesiti sva cetiri sustava za dobivanje traZenih koordinata:

4 -2 0]0 1 -1 1 00 % L L
01—1301~...~010§_1%ll0
3 0 10 0 O 00 1|—5 —1—30 —1%
Dakle, matrica A s obzirom na bazu B je
3 1 1
5 10 15 6 1 1
PN I A S P BT
g ¥ ¥ 10
~5 10 10 -18 -3 -3

Tako su situacije kao u prethodnom primjeru moguée, u pravilu se za linearni
operator uzima baza u kojoj on ima posebno ,,zgodnu“ matricu. Pogledajmo koje
su to ,najzgodnije” baze i odgovarajuce matrice za operatore zrcaljenja i rotacije
ravnine i prostora.

Primjer 300 Neka je m zrcaljenje prostora V3(O) s obzirom na neku ravninu

%
koja prolazi kroz O. Odaberimo bazu B = (d, b, @) prostora V3(O) tako da je
ta baza ortogonalna i da se ravnina simetrije podudara s (x,y)-ravninom. Tada je

m(d)="d,m(b)=1b im(d)=—"7¢. Stoga je matrica operatora m s obzirom
na bazu B matrica
1 0 0
M=1] 01
0 0 -1

Ako gledamo zrcaljenje ravnine (osnu simetriju) 7 : V2(0) — V2(0), ako je
mogudée biramo ortogonalnu bazu B = (d, 6) kojoj jedan od vektora lezi na osi
simetrije, tj. biramo pravokutni koordinatni sustav tako da os simetrije bude jedna
od koordinatnih osi. Analogno kao u primjeru[300|dobivamo da ako smo os simetrije
uzeli kao z-os odnosno y-os, matrica operatora zrcaljenja je, ukoliko je koordinatni
sustav pravokutni, dana s

1 0 -1 0
Mx—<0 _1> odnosno My—< 0 1).
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Ako gledamo zrcaljenje 7 : V3(0) — V3(O), po moguénosti biramo bazu tako da
ravnina simetrije bude jedna od koordinatnih ravnina, a treéa os okomita na nju,
tj. bazu takvu da je bar jedan vektor baze okomit na druga dva, a da ta dva leze
u ravnini simetrije. Ovisno o tome jesmo li ravninu simetrije odabrali kao (x,y)-
ravninu (i pritom je a = 8 = 90°), kao (y, z)-ravninu (i pritom je § = v = 90°)
ili pak kao (x, z)-ravninu (i pritom je a = vy = 90°), analogno kao u primjeru m
dobit ¢emo da zrcaljenje ima matricu

10 O -1 0 0 1 0
My, =10 1 0 odnosno M,, = 010 odnosno M,, =1 0 -1
0 0 -1 0 01 0 O

Ako pak promatramo rotacije, ,lijepe“ matrice dobivamo samo uz odabir
ortonormiranih baza. Za rotaciju ravnine 7 : V2(0) — V2(O) za kut ¢ oko O uz
ortonormiranu bazu (i, j ), lako vidimo da se i zarotira u cos¢ i +sin¢ j, a
7 se zarotira u —sin¢ ¢ + cos ¢ j . Stoga je dakle u ortonormiranoj bazi ravnine
matrica rotacije za kut ¢ matrica

Ry = ( cos¢ —sing¢ )

sin ¢ cos ¢

Ako promatramo rotaciju 7 : V3(0) — V3(O) za kut o oko neke osi o koja prolazi
kroz O, po moguénosti biramo ortonormiranu bazu (;, f, E) tako da os rotacije
bude jedna od koordinatnih osi. Ako smo primjerice os rotacije postavili kao z-os,
onda se vektorima z-koordinata rotacijom oko z-osi ne mijenja, a pogled duz z-osi
za, prve dvije koordinate situaciju svodi na prethodni dvodimenzionalni slucaj.
Stoga je matrica rotacije za kut ¢ oko z-osi, ukoliko je koordinatni sustav zadan
parametrima a=b=c=1, a =3 =v =90°, dana s

cos¢p —sing 0

R.p=| sing cos¢p 0 |. (7.5)
0 01

Primjer 301 Rotacija reda 6 oko z-osi ima matricu

1
R 600 = 5

S
|

OH%

OO

Zadatak 149 Zakljucite kako izgledaju matrice Ry 4 @ Ry 4 rotacije za kut ¢ oko
x- odnosno y-osi ako je koordinatni sustav Kartezijev!

Uoc¢imo da matrice svih osnovnih linearnih operatora simetrije u ortonormiranim
bazama (I, I3, —I3, Myy, My., My, Ry, Ry, Ry s 1 R, ) imaju svojstva:

ja)
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« Ako bilo koja dva razli¢ita retka ili stupca skalarno pomnozimo u R? odnosno
R3, dobit éemo 0. Dakle, retci svake od navedenih matrica su medusobno
ortogonalni, a tako i stupci.

« Ako bilo koji redak ili stupac skalarno pomnozimo sam sa sobom u R?
odnosno R3, dobit ¢emo 1. Dakle, retci svake od navedenih matrica su norme
1, a tako i stupci.

e Broj redaka odnosno stupaca jednak je dimenziji unitarnog prostora u kom
smo racunali skalarni produkt.

Matrice s gornjim svojstvima nazivaju se ortogonalne matrice. Dakle:

Teorem 29 Za svaki operator simetrije je svaka njegova matrica s obzirom na bilo
koju ortonormiranu bazu ortogonalna matrica.

Primjer 302 Matrica > ne moze biti matrica nikojeg operatora simetrije

1

0 2
s obzirom na neku ortonormiranu bazu jer nije ortogonalna (norma prvog retka je
V2, norma drugog je 1, a skalarni produkt im je 2).

No, kao sto koordinatama vektora nije svrha da u njih gledamo, nego da
racunanjem s njima mozemo izvesti zakljucke o vektoru, tako ni matrica linearnog
operatora ne sluzi tome da ju gledamo, nego da pomoc¢u nje mozemo rac¢unati kako
linearni operator djeluje na vektore domene, a i izracunavati kako djeluju razne
kombinacije linearnih operatora (zbrojevi, razlike, kompozicije, inverzi). Kako se to
radi vidjet ¢emo u sljede¢em odjeljku. Pritom ¢emo se u primjerima koncentrirati
na linearne operatore kojima su dimenzija domene i kodomene najvise 3 (uglavnom
vektorske prostore geometrijskih vektora), no zakljucke i pravila éemo izreéi za
proizvoljne kona¢nodimenzionalne vektorske prostore kao domene i kodomene.

7.3.2 Operacije s matricama

Primjer 303 Recimo da nas zanima na koju poziciju se zarotira neka tocka pros-
tora T (neki radij-vektor 7 = 07), ako se radi o rotaciji 8 reda 8 prostora V3(O)
oko z-osi Kartezijevog Matrica naseg linearnog operatora matrica je, prema formuli

(7.9 uz ¢ = 3 = 45°,

Ako je 7 = [x,y, 2], buducéi da je svaka rotacija oko osi kroz ishodiste linearan

_>
operator, kao na pocetku prethodnog odjeljka lako izvedemo da je 8(7) =x8(i)+
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— —
y8( 5 )+ 28(k). Stupci matrice operatora sadrze koordinate slika vektora baze, pa

zakljucujemo da je

8[r,y,2] == %[\/5, V2,0]+y %[—\[2, V2,0]+2[0,0,2]4+2 = [(a;—y)\éi, (x—i—y)\f, z].
Ako bolje pogledamo prethodnu jednakost, vidimo da je prva koordinata od 8(7)
jednaka skalarnom produktu prvog retka matrice R, 450 s (z,y, 2), druga koordinata
od 8(7) jr skalarni produkt drugog retka matrice R 450 s (z,y, z), a treca koordinata
od 8(7) jr skalarni produkt treceg retka matrice R, 50 i (x,y,2) (sva tri skalarn
produkta su u R®). To krace zapisujemo ovako:

gy (m—wVW2>,

B S IR o T

Gore smo vidjeli primjer standardnog zapisa koordinata vektora u kontekstu
algebre matrica: Ako vektor v ima koordinate (z,y,...) u odabranoj bazi, te
koordinate zapisujemo kao matricu s jednim stupcem (tzv. matrica-stupac) u kojoj
su po retcima nabrojane koordinate (i koju isto oznacavamo s v). Bududéi da je
ocigledno pitanje izbora hoé¢emo li koordinate vektora zapisivati kao n-torke u R™
ili kao matrice-stupce tipa n x 1, oc¢ito je i da matrice-stupce tipa n x 1 mozemo
zbrajati po koordinatama i mnoziti skalarom isto po koordinatama: Skup svih
n X l-matrica je n-dimenzionalni vektorski prostor (odnosno 2n-dimenzionalan ako
se radi o identifikaciji C" s matricama n x 1). U ovoj korespondenciji se i pojam
kanonske baze od R™ na ocigledan nacin prenosi u vektorski prostor matrica tipa
n x 1.

Kao u prethodnom primjeru, opéenito uvijek vrijedi: Ako je za linearni operator
A : V — W poznata njegova matrica A s obzirom na odabrane baze By i By
domene i kodomene te ako je vektor v € V zadan koordinatama (z1,...,z,) s
obzirom na bazu By, koordinate od fl(v) u bazi By su redom skalarni produkti
redaka matrice A s (x1,...,x,), gledani kao standardni skalarni produkti u R"™.
Kazemo: Matricu A pomnozili smo s matricom-stupcem v i dobili matricu-stupac
koja predstavlja sliku vektora v s obzirom na linearni operator A. Uoéimo da
smo tako definirali mnozenje matrice A tipa m x n (matrice linearnog operatora
s n-dimenzionalnog u m-dimenzionalni prostor) s matricom-stupcem v tipa n x 1
(koordinatnom matricom vektora v iz domene) i rezultat je matrica-stupac tipa
m x 1 (koordinatna matrica vektora A(v) u kodomeni):

x1 Y1
Al =1 ]
Tn Ym
pri ¢emu je
Y; = <(ai1, . ,am), (1'1, .. ,x’n)>
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(,i-ti redak od A skalarno pomnozen s v”) za i = 1,...,m. Zbog tog sto se (u
kona¢nodimenzionalnom slucaju) djelovanje linearnog operatora svodi na mnozenje
matrica, uobicajeno je pisati Av umjesto fl(v) kad god je A linearan operator, te
¢emo stoga u nastavku tako i ¢initi.

Zadatak 150 Zapisite standardni skalarni produkt u R™ kao mnoZenje matrica.

Primjer 304 Koje su, u ortonormiranoj bazi (;, ]_'), koordinate vektora 27 — 5; €
V2(0) ako se on zarotira za 60° oko ishodista? Matrica te rotacije je

R 1/2  —V/3/2
60° — \/§/2 1/2 )

pa je
el 2 [ —vam,e-a ] _[1+3
-5 (v3/2,1/2),(2,-5) vi_5 |7

- = —
dakle se 20 — 55 zarotira u vektor (1 + #) 7 + (@ - %) 7.

Linearni funkcional vektore preslikava u skalare, a i po prethodnom, vidimo da
je rezultat mnozenja matrice-retka s matricom-stupcem skalar, preciznije: 1 x 1-
matrica. Pritom, to mnozenje ima smisla samo ako su broj stupaca matrice-retka
linearnog funkcionala i broj redaka matrice-stupca (dimenzija domene).

Zadatak 151 Ima li smisla mnoZiti matricu-stupac s matricom-stupcem?

Zadatak 152 Tzv. opce pozicije u prostornoj grupi Pben su tocke T + (0,0,0),
T+(3,5.3), 7+(0,4,3), 7+ (4,0,4), 7+ (4.3,0), 7+ (4,0,0), 7+ (0,3,0),
T + (0,07 %), gdje je T proizvoljna tocka resetke, ako je (kristalografska) baza
prostora opéa ortogonalna baza (a # b # ¢ # a, a = f =~ =90°). Zapisite jednu
ne-jedini¢nu matricu koja (obzirom na bazu B) predstavlja operator simetrije za ovu
kristalnu resetku, tj. takav da se sve opce pozicije preslikavaju u sve opce pozicije.

1z svojstava skalarnog produkta lako se vidi da mnozenje A - X matrice tipa
m X n s matricom tipa n x 1 ima svojstva A - (X7 + Xo) = A- X7+ A - Xy
(distributivnost) A - («X) = a A - X (kvaziasoscijativnost). Usporedimo li to s
definicijom linearnog operatora zaklju¢ujemo da ne samo da svaki linearan operator
izmedu kona¢nodimenzionalnih prostora mozemo opisati matricom, nego i avaka
matrica predstavlja neki linearni operator: Ako je A proizvoljna matrica tipa m x n,
onda je s fl(X ) = A- X zadan linearan operator koji preslikava matrice-stupce tipa
n X 1 u matrice-stupce m x 1 i za njega je A matrica s obzirom na kanonske baze
domene i kodomene.
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(4 9)

Odgovarajuci linearan operator sigurno ide s nekog 2-dimenzionalnog u neki 2-
dimenzionalni vektorski prostor. Definiramo li

)=l

dobili smo linearan operator koji 2 x 1-matricama pridruzuje 2 x 1-matrice, c¢ija je
matrica (s obzirom na kanonsku bazu) upravo A.

Primjer 305 Neka je

Zadatak 153 Kwadrat ima vrhove u tockama koje u Kartezijevom koordinatnom
sustavu imagu koordinate (0,0), (1,0), (1,1), (0,1). Neka je M proizvoljna 2 x 2-
matrica i M linearni operator na V2(O) definiran s

MG =Mzi+yg):=M- ( “; )

U kakve cetverokute N moe preslikati zadani kvadrat? U kakve ne? Ako je neki
drugi kvadrat odreden vrhovima (4,4), (6,2), (8,4), (6,6), uz koje uvjete na M ce
se oba kvadrata preslikati u istu vrstu cetverokuta?

Analogno kao zbrajanje realnih funkcija s istom domenom moze se definirati i
zbrajanje linearnih operatora s istom domenom i istom kodomenom: (A + 3)7} =
Av+Bu. Uz uvjet poklapanja domena odnosno kodomena, zbroj linearnih operatora
je lineran operator.

Zadatak 154 Rijecima opisite djelovanje zbroja centralne simetrije s obzirom na
O i zrcaljenja s obzirom na (z,y)-ravninu. Je li taj zbroj operator simetrije?

Ako smo fiksirali matrice domene i kodomene, zbroju linearnih operatora
odgovara matrica koja je zbroj njihovih matrica. Pritom, zbog uvjeta na jednakost
domena odnosno kodomena, dakle i odgovarajuéih dimenzija, zaklju¢ujemo da se
matrice mogu zbrajati samo ako su istog tipa. Zbroj matrica istog tipa m x n
definiran je po pozicijama:

[aij] + [bij] = [aij + bij].

Rezultat zbrajanja matrica tipa m X n je matrica istog tog tipa. Oduzimanje
matrica definiramo kao pribrajanje suprotne matrice: A — B = A+ (—B). Dakle, i
oduzimati se mogu samo matrice istog tipa.
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. . (2 1 3., (11 =3 )
Primjer 306 AkogeA-(o 1 2>ZB—<2 11 ),ondaje

3 2 0 1 0 6
wen(320) a1, 0 0)

Zadatak 155 Odaberite po volji dvije matrice A, B € My 3 i neki skalar o € R,
a # 0. Zatim rijesite matricnu jednadzbu

A+ aX =B.

Svojstva zbrajanja linearnih operatora, odnosno matrica, ista su kao i svojstva
zbrajanja vektora, pri cemu ulogu nulvektora preuzimaju nulmatrice 0,,, odgo-
varajuceg tipa. Kad ta svojstva kombiniramo sa svojstvima mnozZenja matrica
skalarima vidimo da su uz zamjenu oznaka u, v, w s matricama A, B, C tipa m xn
i 0 s Oy, zadovoljena sva definicijska svojstva vektorskih prostora. Takoder,
oc¢igledno bi se matrica tipa m x n mogla zapisati kao m - n-torka brojeva iz R™"
(ako jednostavno zaredom sve njene retke zapisemo u jedan red) pa zakljucujemo:

Propozicija 28 Skup svih realni matrica tipa m x n, u oznaci My, , je realni
vektorski prostor.

U slucaju n x n-matrica pisemo M,, za M, ,,. Uo¢imo i da se opisanom vezom
medu vektorskim prostorom M, , i R™™ pojam kanonske baze prirodno prenosi i
u M, ,, pri ¢emu ¢e matrice kanonske baze od My, ,, imati po jednu jedinicu (svaka
na razli¢itim pozicijama (i,7)), a sve ostalo nule, pa takve matrice oznac¢avamo
s E;; (matrica tipa m x n koja ima sve nule, osim na poziciji (4, j) gdje je joj je
element 1).

Primjer 307 Kanonska baza cetverodimenzionalnog prostora Ma je (E11, Era, E21, Ea2),
gdje su

1 0 0 1 0 0 0 0
En—(0 0>7E12—<0 O)’E21_<1 0>7E22—<0 1)-

Ukoliko su matrice tipa m X n kompleksne, odgovarajuci vektorski
prostor oznacava se s My, n(C) i, kao ¢ sam C, moZe se gledati i kao realni i kao
kompleksni vektorski prostor. Pritom je kao realan 2mn-dimenzionalan, a kao
kompleksan je mn-dimenzionalan.

Zadatak 156 Cini li skup svih realnih matrica vektorski prostor? Zasto?

Zadatak 157 Nadite jedan netrivijalni potprostor realnog vektorskog prostora Ms.
Koja je dimenzija tog vektorskog prostora?
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Propozicija 29 Realni vektorski prostori M,, , su m - n-dimenzionalni realni
vektorski prostori.

Primjer 308 Bilo kojih pet realnih 2-matrica su linearno zavisne jer se radi o pet
matrica iz My koji ima dimenziju 2 - 2 = 4.

Na vektorskim prostorima matrica, osobito kvadratnih, ¢esto se koristi jedan
linearan funkcional koji nosi ime trag. Trag je linearan funkcional na odabranom
vektorskom prostoru matrica koji svakoj matrici tog prostora pridruzuje zbroj
njenih dijagonalnih elemenata. Primjerice, trag jedinicne matrice reda n iznosi n,
a trag matrice rotacije za kut ¢ oko z-osi (u Kartezijevom koordinatnom sustavu)
iznosi 1 + 2 cos ¢.

Veé smo rekli da je kompozicija linearnih operatora, kad ima smisla, linearan
operator (teorem . Koristeé¢i matrice lako se iz poznatih matrica komponiranih
operatora izracunava i matrica njihove kompozicije. Preciznije re¢eno: MnozZenje
matrica je definirano tako da umnozak matrica A - B predstavlja kompoziciju
Ao B odgovarajuéih linearnih operatora. Buduéi da kompozicija funkcija, pa tako
i linearnih operatora, opcéenito nije komutativna, pa ¢ak ne mora biti definirana ni
u oba redoslijeda, zaklju¢ujemo da ako je umnozak matrica A - B definiran, to ne
mora znaciti da je definiran i B - A, a ako i jest, ne mora biti A- B =B - A.

Konkretno, recimo da imamo linearne operatore A:VSsWiB:U— Vv,
kompozicija Ao B ima smisla i r ima domenu U i kodomenu W. Neka je A matrica
od A i B matrica od B s obzirom na neke baze od V i W odnosno od V i U, pri
¢emu za V (domenu od A i kodomenu od B’) podrazumijevamo da smo uzeli istu
bazu i u konstrukeiji matrice A i u konstrukeiji matrice B. Zelimo definirati matricu
A - B tako da to bude matrica od Ao B (s obzirom na one odabrane baze od U i
W). Iz odnosa brojeva redaka i stupaca matrice s dimenzijama domene i kodomene
linearnog operatora vidimo da je uvjet da mnoZenje matrica A - B ima smisla da
matrica B mora imati onoliko redaka koliko A ima stupaca. Takve matrice A i
B zovu se ulancane matrice i samo one se mogu mnoziti. Dakle, matrica A tipa
m X n je ulancana i moze se mnoziti s matricom B tipa p X ¢ to¢no ako je n = p.

Nadalje, kompozicija A o B ima domenu U, a kodomenu W, dakle matrica
A- B od Ao B mora imati redaka koliko je dimenzija od W, a stupaca koliko je
dimenzija od U. Dakle, umnozak dviju ulancanih matrica A tipa m x n i B tipa
n X ¢ je matrica tipa m X q.

Ostaje jos pitanje kako odrediti elemente u A - B. To ne¢emo argumentirati,
nego samo navodimo pravilo: Element na poziciji (4, j) umnoska A - B je skalarni
produkt i-tog retka od A i j-tog stupca od B, oba shvaéena kao elementi od R™.

Primjer 309 S obzirom na standardnu ortonormiranu bazu, odredite matricu
linearnog operatora 4 = mo4 rotorefleksije reda 4. Odaberimo Kartezijev koordinatni
sustav tako da je os rotacije, tj. rotorefleksije, primjerice z-os. Tada je ravnina
simetrije m koordinatna (x,y)-ravnina. Rotacija oko z-osi za ¢ = 90° prema
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formuli ima matricu

R, 900 =

o = O
_ o O

-1
0
0

a zrealjenje s obzirom na (x,y)-ravninu ima matricu

10 0
My=|01 0
00 —1

Buduéi da kompoziciji operatora odgovara mnoZenje njihovih matrica, traZena
matrica rotorefleksije je (uz koordinatni sustav postavljen kako je receno na pocetku
primgjera)

0 -1 0
Mmy : Rz,90° = 1 0
0 0 -1

U prethodnom primjeru isti rezultat bismo dobili i mnozenjem u redoslijedu
R 900 - My,. No, podsjecamo da mnZenje matrica nije komutativno.

Zadatak 158 Naddite primjer dvije matrice tako da A - B ima smisla, a B - A
nema smisla.

Primjer 310 Neka su

Tada je

\]
\V]
N—

AB:<—1 -1

11
m-(31)

Zbog nekomutativnosti mnozenja matrica, ¢esto se kao ,,mjera nekomutativnosti
uzima njihov komutator

ali

b

[A, B] = AB — BA.

Primjer 311 Komutator matrica A i B iz prethodnog primjera je

[A,B]:(_i _i)
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Primjer 312 Paulijeve matrice spina su tri matrice koje se ponekad koriste za
opis spinova elektrona (po jedna za svaki kutni moment):

Ao 1 R0 —i {1 0
S”*’_2<1 o)’Sy_z(z‘ 0 )’SZ_2<0 —1)'

Sy, S,] = ihS-, [Sy, S:] = ihSy, [S., Su] = ihS,,

Za njih je

3 10
2 2 2 _ 932
Sx+5y+5z—4h<0 1).

Posljednja matrica predstavija kvadrat spinskog kutnog momenta.

Osim nekomutativnosti, mnozenje matrica ima jos jednu manu. Kako dobro
znamo, ako je umnozak dva realna ili kompleksna broja 0, bar jedan od njih je
sigurno 0. No, kod matrica ne mozemo zakljuciti analogno. Primjerice, umnozak
matrice-retka A = [1 2] s matricom-stupcem B = [-2 1] je [0] € M; iako ni
A ni B nije nulmatrica. No, kmnozenje matrica ima svojstva asocijativnosti,
distributivnosti prema zbrajanju i kvaziasocijativnosti:

A-(B-C)=(A-B)-C, a(A-B)=(ad) B
A-(B+C)=A-B+A-C, (A+B)-C=A-C+B-C

za sve skalare « i kad god umnoc¢i matrica u gornjim formulama imaju smisla.
Takoder, jedini¢ne matrice I,, € M, kad se mnoze s drugim matricama s kojima su
ulancane ne mijenjaju ih (I, - A=A -I, =Aza A€ My, ,).

Zadatak 159 Ako je A € My, ,, za koje p i q ima smisla A-0pq7? A Opq- A? Sto
je rezultat tih umnozZaka?

Primijetimo sada i da se svaki sustav linearnih jednadzbi moze zapisati kao
jedna matri¢na linearna jednadzba

A-X =B,

gdje je B matrica-stupac slobodnih ¢lanova, X je matrica stupac koja sadrzi
nepoznanice, a A je matrica koja sadrzi koeficijente uz nepoznanice, u istom
redoslijedu kako se oni unose u matricu sustava za Gauflovu metodu eliminacije.
Zapravo, u poglavlju [6.2] spomenuta matrica sustava je spoj dviju matrica A i
B, tj. oblika (A|B). Zbog opisane poveznice matrica s linearnim operatorima
vidimo da je pitanje rjeSavanja sustava od m linearnih jednadzbi s n nepoznanica
ekvivalentno pitanju odredivanja vektora x (u n-dimenzionalnom prostoru R™)
kojeg linearan operatora A (s matricom A) preslikava u zadani vektor u kodomeni
(analogno kao §to je rjeSavanje jednadzbe x? — 5z + 1 = 8 odredivanje elementa
domene funkcije z +— 2% — 52 + 1 kojeg ta funkcija preslikava u 8 u kodomeni).
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Primjer 313 Sustav iz primjera ima matricni oblik AX = B uz

1 -1 2 N 2
0 1 -3 ! 1
A=13g o4 10 |"X=| 2 |:B=|,
2 1 1 T3 7

Uoc¢imo da nam umnoZak i-tog retka od A s X i izjednacavanje s b; tocno daje i-tu
jednadzbu sustava.

Dokazimo sada teorem [I9 U tu svrhu treba prvo dokazati teorem 20 Ako
imamo homogeni sustav u matricnom obliku A X = 0,,1, neka su X; i X dva
njegova rjesenja i a realan broj. Tada je A(X1+X2) = AX1+AXo = 0y,14+01 =
Om,1 1 A(aX) = A Xy = 0y,1, dakle su i X; + X5 i aX; takoder rjesenja istog
sustava. Time smo dokazali teorem [20] Prema propoziciji [25] zaklju¢ujemo da
homogeni sustavi ili imaju jedinstveno (trivijalno) rjesenje ili ih imaju beskonacéno
mnogo.

Ako pak gledamo nehomogeni sustav A X = B s B # 0, 1, oigledno je moguce
da nema rjesenja. Ako pak takav sustav ima bar jedno rjesenje, odaberimo jedno od
njegovih rjeSenja i oznac¢imo ga s Xp (tzv. partikularno rjesenje). Nadalje, homogeni
sustav s istom matricom koeficijenata, dakle sustav A X = 0y, 1, nazivamo (sustavu
A X = B) pripadnim homogenim sustavom. On ili ima samo trivijalno rjesenje ili ih
ima beskona¢no mnogo. Neka je Xy bilo koje rjesenje pripadnog homogenog sustava
iX=Xp+Xpy. Tadaje AX =AXp+Xy)=AXp+AXy=B+0,1 =5,
dakle je za svako rjeSenje X pripadnog homogenog sustava X = Xp + Xy rjeSenje
sustava A X = B. Prema prethodnom zaklju¢ujemo da je dokazan teorem [19]
Uoc¢imo da skup rjesenja nehomogenog sustava nije vektorski prostor: Ako su Xj
i X9 dva rjesenja, imamo A(X; + Xo2) = AX; + AXo = B+ B=2B # B ako B
nije nulmatrica.

Kao sto je kompozicija linearnih operatora, kad ima smisla, ponovno linearni
operator, tako vrijedi i:

Teorem 30 Ako je linearan operator A bijekcija, onda je © njegova inverzna
funkcija A™Y takoder linearan operator.

Primjer 314 Neka je A:V = W linearan operator i dimV = 3, dimW = 2.
Pretpostavimo da je A injekcija. Odaberimo bazu (a,b,c) za domenu. Vektori Aa,
Ab i Ac suu dvidmenzionalnogj kodomeni, pa moraju biti linearno zavisni. Uzmimo
da je Ac = aAa + BAb = A(aa + b), dakle se v = aa + Bb i ¢ jednako preslikaju
putem operatora A. No, v # ¢ jer je (a,b,c) baza pa su ta tri vektora lineanro
nezavisna. Dakle, A dva razlicita vektora domene preslika u isti vektor kodomene
te me moze biti injekcija.

Primjer 315 Neka je AV = W linearan operator ¢ dimV = 2, dimW =
3. Pretpostavimo da je A surjekcija. Bududi da je domena dvodimenzionalna,
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svi vektori domene su oblika v = aa + b, gdje je (a,b) neka odabrana baza
domene. Stoga je slika operatora A skup svih Av = ada + ﬁl;. To je ocigledno
najm'§eE| dvodimenzionalni potprostor kodomene pa ne moZe biti jednak cijeloj
trodimenzionalnoj kodomens.

Analogno kao u gornja dva primjera vidi se da linearan operator koji je inverti-
bilan mora imati domenu i kodomenu iste dimenzije. Najcesée se uzima, a tako
¢emo i mi, da ako nas zanima invertibilnost linearnog operatora uzimamo da je
V =W, tj. gledamo samo linearne operatore na V. Takvi operatori s obzirom
na svaku bazu B imaju neku kvadratnu matricu A reda n = dim V. Ako je takav
linearni operator bijekcija i AL vy pripadni inverzni linearni operator, onda
i on u istoj bazi ima neku kvadratnu matricu B reda n. Po definiciji inverzne
funkcije imamo

Aofi_lzfi_lo/i:fv.

Buduéi da kompoziciji linearnih operatora uz pretpostavku uskladenosti baza
odgovara mnozenje matrica, a jediniécnom operatoru odgovara jedini¢na matrica,
vidimo da mora vrijediti

A-B=B-A=1,.
Ovo razmisljanje navodi na sljede¢u definiciju:

Definicija 51 (Inverzna matrica) Za kvadratnu matricu A € M, njen inverz
(inverzna matrica od A) je, ako postoji, kvadratna matrica B € M, takva da vrijedi
A-B=B-A=1,. Ako takva matrica B postoji, jedinstveno je odredena te se
oznacava s A~ (a matricu A zovemo invertibilnom ili regularnom matricom,).

Opet zbog veze mnozenja matrica i komponiranja linearnih operatora zakljucujemo:
A je invertibilan to¢no ako je neka njegova matrica A invertibilna. Dakle, ako je A
matrica invertibilnog linearnog operatora A:V — V s obzirom na neku bazu od V,
onda je A~! matrica operatora A1 s obzirom na istu bazu. Takoder primijetimo
da nema smisla govoriti o invertibilnosti nekvadratnih matrica jer one odgovaraju
linearnim operatorima kojima domena i kodomena nisu iste dimenzije, pa sigurno
nisu bijekcije.

Lako je uvjeriti se da nije svaka kvadratna matrica invertibilna. Prvo, ocito
nuloperator ne moze biti bijektivan (on sve vektore salje u nulvektor pa ne moze
biti injekcija) pa ni kvadratne nulmatrice nisu invertibilne. No, nuloperatori nisu
jedini ne-inverzibil operatori.

Primjer 316 Neka je V' vektorski prostor dimenzije 4 i B(e1, ea, e3,e4) bilo koja
njegova baza. Definiramo linearni operator A: Vo>V njegovim djelovanjem na
bazi kao Ae; = 3eq za i = 1,2,3,4 (dakle, sve vektore baze Salje u trostruki prui
vektor baze, pa ocito nije bijekcija). Matrica tog operatora s obzirom na bazu B ima

8Dvodimenzionalan ako su Aa i Ab linearno nezavisni, nul-dimenzionalan ako su oba
nulvektori,a inace jednodimenzionalan.
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prvi redak (3,3,3,3), a svi ostali elementi su joj 0, dakle nije nulmatrica. ali ne
moZe biti invertibilna jer A nije invertibilan.

Zadatak 160 Je li jedinicna matrica invertibilna? Zasto? Ako da, sto joj je
inverzna matrica?

Analogno vidimo da na svakom vektorskom prostoru postoji beskona¢no mnogo
linearnih operatora na svakom (netrivijalnom) vektorskom prostoru koji nisu bijek-
tivni.

Zakljuc¢ujemo da beskona¢no mnogo kvadratnih matrica nije invertibilno. Stoga,

iako definicijsko svojstvo podsjeéa na svojstvo reciproénog broja u skupu R (z-z~! =

r7'-x = 1za 2 # 0) ne moZemo generalizirati definiciju dijeljenja brojeva
(r:y==x-y ! zay+#0) na dijeljenje matrica jer bismo iz njega morali iskljuéiti
beskona¢no mnogo matrica-djelitelja.

Korisno je uoditi:

Teorem 31 Ako je V netrivijalan i ako postoji vektor v € V, v # 0 kojeg linearni
operator A preslika u 0, onda A nije invertibilan. Stoga matrice koje sadrze
nulstupac nisu invertibilne.

Dokaz je jednostavan: Svaki linearan operator preslikava nulvektor u nulvektor,
pa ako postoji jos neki v koji se preslika u nulvektor imamo dva elementa domene
koji su se preslikali u isti element kodomene te operator nije injekcija. O

Ako je n x n-sustav linearnih jednadzbi zapisan u matricnom obliku A X = B
te ako je A invertibilna, onda mnozenjem jednakosti A X = B slijeva s A~! daje
A1 AX = A7' B, odnosno X = A~! B. Dakle, vrijedi:

Teorem 32 Ako je matrica A koeficijenata n X n-sustava A X = B invertiblna,
taj sustav je Cramerov i njegovo jedinstveno rjesenje je X = A~ B.

Matricni zapis n X n-sustava linearnih jednadzbi je A- X = B,
pri cemu je A kvadratna. Ako je A invertibilna, moZemo sustav slijeva pommnoziti
s A, ¢ime dobijemo A™' - A-X = A!. B, dakle X = A~' B. Vidimo dakle da
n X n-sustavi cija matrica koeficijenata je invertibilna imaju jedinstveno rjesenje;
takvi sustavi nazivaju se Cramerovim sustavima. Uocimo da je za njih doduse
X = A7 B eksplicitna formula za racunanje rjesenja, ali ona u praksi nije od
velike koristi jer za racunanje inverza od A trebamo vise operacija nego za direktno
rjesavanje sustava AX = B, a uz to u slucaju da se A pokaze neinvertibilnom ne
znamo radi li se o sustavu bez rjesenja ili s beskonacno mnogo rjesenja.

Ostaje pitanje kako ¢emo za danu matricu provjeriti je li invertibilna i, ako jest,
kako joj naéi inverz? Ponekad je inverz ocigledan iz definicije linearnog operatora.

Primjer 317 Ako je R, 4 matrica rotacije za kut ¢ oko z-osi Kartezijevog koordi-
natnog sustava, onda je matrica rotacije oko z-o0si za kut 2w — ¢ jednaka matrici
R, 2r_¢ jer su te dvije rotacije medusobno inverzne.
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Opéenito je u pozadini trazenja inverza matrice rjeSsavanje sustava linearnih
jednadzbi.

I

Primjer 318 Neka je A zadan s AX = < 2 1 > : < -
2

N .
10 ) ‘jegova matrica s

obzirom na kanonsku bazu od M je

a=(%0)

Ako je taj linearan operator invertibilan, onda postoji matrica

=)
(o) (e)-(t)

dakle postoje brojevi a, b, ¢, d takvi da su istovremeno zadovoljene jednadzbe

takva da je

204+c=1, 2b+d=0, —a=0, -—-b=1.

Taj sustav ima jedinstveno rjesenje (a,b,c,d) = (0,—1,1,2), pa vidimo da je nas
operator A je invertibilan { matrica njegovog inverza (s obzirom na kanonsku bazu

OdMQ,l)je
1[0 —1
A _(1 . )

Kao u ovom primjeru, tako vrijedi i opéenito: Odredivanja inverza kvadratne
matrice A reda n ekvivalentno je rjeSavanju sustava linearnih jednadzbi koji proizlazi
iz uvjeta A- A~! = I,,. Taj sustav ima n? nepoznanica (elementi matrice A=1) i
n? jednadZbi (po jedna koja proizlazi iz izjednacavanja svih pozicija od A- A7t s
odgovaraju¢im pozicijama u I,). Ako malo bolje pogledamo gornji primjer, odnosno
ako iskoristimo opéu definiciju mnoZenja matrica, vidimo da matricu A~! zapravo
mozemo odrediti rjeSavanjem n sustava tipa n x n koji su svi oblika A- X; = I;, gdje
je X; nepoznati j-ti stupac od A7l a I; je j-ti stupac jedini¢ne matrice. Bududi
da u Gauflovoj metodi eliminacija odluke o elementarnim transformacijama koje
se provode ne ovise o stupcu slobodnih ¢lanova i budué¢i da pritom ne dolazi do
mijesanja stupaca, svih tih n sustava mozemo rijesiti paralelno (kao u primjeru .
Stoga je postupak za odredivanje inverza matrice sljede¢i: Primijenimo Gauflovom
metodom eliminacija na matricu [A|l,] dok ne dobijemo oblik [I,,|B]. Ako smo
uspjeli dobiti taj oblik, onda je A~! = B, a ako u lijevom dijelu ne uspijemo dobiti
jedini¢nu matricu, A nije invertibilna.
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-2 0 1
Primjer 319 Inverz matrice A = 1 0 —1 | dobivamo eliminacijom
4 2 1
-2 0 1 1 00 1 00| -1 -1 0
1 0 -1]01O0|~...~L0 10| 5/2 3 1/2
4 2 1 0 01 001 -1 =2 0
-1 -1 0
teje A=V =1 5/2 3 1/2 |. Toc¢nost racuna mozemo provjeriti pomocu defi-
-1 -2 0

nicije: AA™Y = I3.

Zadatak 161 Uz koji wvjet je operator skaliranja invertibilan? Kako izgleda
inverzna matrica njegove matrice?

Za invertiranje su posebno zgodne ortogonalne matrice. iPrvo ¢emo definiciju
ortogonalne matrice pojednostaviti koristeéi operaciju transponiranja.

Definicija 52 (Transponirana matrica) Transponirana matrica matrice A =
laij] € My, je matrica A* € M, koja na poziciji (i, ) ima aj;.

Drugacije receno, ako matrici A zamijenimo retke i stupce (,,preklopimo ju
preko dijagonale”), dobivamo njenu transponiranu matricu A’.

2 1 3\ _ [T °
0 -12) "

Ocigledno vrijedi: (A?)! = A. Neke matrice su ,,imune“na transponiranje.

Primjer 320

Definicija 53 (Simetri¢na matrica) Matricu nazivamo simetricnom ako je jed-
naka svojoj transponiranoj matrici, tj. ako je a;; = aj; za sve i, j.

Buduéi da transponiranje zamjenjuje broj redaka i stupaca, zakljuATujemo da
simetri¢ne matrice moraju biti kvadratne.

Primjer 321 Matrica

-2 1 3
A= 1 -1 2
3 2 5

je simetricna.
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Kod kompleksnih matrica simetricnost obic¢no nije zanimljiva, vec
srodno svojstvo hermitske konjugiranosti: Za matricu A € My, »,(C) njena hermitski
konjugirana matrica je matrica A* € My n(C) koju iz A dobijemo tako da ju
transponiramo i sve elemente kompleksno konjugiramo (tj. na poziciji (i,7) u A* je
aj;). Kompleksna matrica je hermitska ako je jednaka svojoj hermitski konjugiranoj
matrici (dakle, ako je A = A*). I hermitske matrice moraju biti kvadratne. Pritom
za dijagonalne elemente vidimo da mora vrijediti a;; = ay;, tj. svaki dijagonalnsi
element mora sam sebi biti kompleksno konjugiran. Stoga dijagonalni elementi
hermitske matrice moraju biti realni brojevi.

Sad se ranija definicija ortogonalne matrice moze koriste¢i mnozenje matrica
krace zapisati kao
AA'=A"A=1,.
Vidimo da je matrica ortogonalna toc¢no ako joj je inverz jednak transponiranoj
matrici. Posebno, inverzna matrica bilo kojeg operatora simetrije je njezina trans-
ponirana matrica, uz uvjet da se radi o matrici tog operatora s obzirom na neku
ortonorminarnu bazu.

Zadatak 162 S obzirom na ortonormiranu bazu za V3(O) odredite matricu inverza
rotorefleksije reda 5 kojoj je os rotacijske komponente x-os.

Zadatak 163 Koje kvadratne matrice redova 2 i 3 mogu biti istovremeno ortogo-
nalne i simetricne?

Lako je provjeriti da vrijedi

amw () n)=(0 )

tj. dobili smo formulu za racunanje inverza 2 X 2-matrice:

-1
a b _ 1 d -b
c d ad—bc\ —c a ’

Vidimo da je inverz kvadratne matrice reda 2 moguée izrac¢unati uvijek, osim ako je
umnozak njenih dijagonalnih elemenata umanjen za umnozak ostala dva elementa
jednak 0. Brojevi tipa ad — bc pojavljuju se i u raznim drugim kontekstima.

Primjer 322 Ako su u Kartezijevom koordinatnom sustavu zadane tocke P = (a,b)
i Q = (c,d), povrsina A paralelograma odredenog s ﬁ i Oﬁ je A= |§§ X ®| =
lad —bc.

Vidjeli smo da je invertibilnost matrice A € Ms mogudée karakterizirati jednim
brojem koji se iz nje lako izracuna. Taj broj nazivamo determinantom matrice Aﬂ

9Prava matematicka definicija je drugacija i temelji se na permutacijama. Zainteresirane
Citatelje u tu svrhu upuéujemo na standardnu matematicku literaturu iz linearne algebre.
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Definicija 54 (Determinanta) Broj det A koji karakterizira invertibilnost kva-
dratne matrice A (ako je jednak 0, matrica nema inverz, a ako je razli¢it od 0, ima
ga) zove se determinantom matrice.

Po prethodnom vidimo da je determinanta kvadratne matrice A reda 2 (uz
oznake kao gore) det A = ad — be. Ako su matrici A ispisani njezini elementi,
njezina determinanta omeduje se vertikalnim crtama:

det A =

a =ad-—be.
c

b
d

Determinante kvadratnih matrica reda 3 imaju znacajnu primjenu u klasi¢noj
algebri vektora, vezano za sve primjene vektorskog i mjesovitog produkta (vidi
odjeljke i , dakle za izracunavanje povrsina paralelograma i trokuta,
provjeru komplanarnosti, volumene prizmi i piramida, ...Za determinante reda 3
Cesto se koristi Sarrusovo pravilo:

ai; aiz a3 aj; a2 aiz | ai; a2
as age a3 | =| (ag1) ax a3 |az (axn) =
asy as2 dass aszy as2 asz | azr  as2

= 11022033 + 012023031 + 413021032 — 31022013 — (32023411 — A33021012.

Primjer 323

-2 0 1 -2 0 1 -2 0
1 0 -1|=|1 0 -1 1 0 =
4 2 1 4 2 1 4 2

=-2.0-140-(=1)-4+1-1-2-1:0-4—(=2)-(=1)-2-0-1-1=—2

Sarrusovo pravilo ne moze se generalizirati na veée matrice. Opcenito se za
racunanje determinanti koristi Laplaceov razvoj (koji je primjenjivi i na matrice
reda 3). Laplaceov se razvoj moze provoditi po bilo kojem (i-tom) retku ili bilo
kojem (j-tom) stupcu. Laplaceov razvoj po nekom retku (ili stupcu) izra¢unava
determinantu kvadratne matrice A reda n tako da svaki element tog retka (odnosno
stupca) pomnozi s determinantom matrice koju bismo iz A dobili tako da iz nje
pobrisemo redak i stupac tog elementa. Tako dobijemo n umnozaka, koje zatim
naizmjeni¢no zbrajamo i oduzimamo. Kod razvoja po neparnim retcima (stupcima)
alterniranje zbrajanja i oduzimanja je + — + — 4+ — ..., a kod razvoja po parnim
retcima (stupcima) alterniranje zbrajanja i oduzimanja kreée s —.

Primjer 324 Izracunajmo det(A) razvojem po prvom stupcu ako je

2 7 0 1
2 -1 0 5
A= 0 -1 -1 -1
3 2 -3 4
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Imamo
-1 0 5 7 0 1
det(4)=2-{ -1 -1 —-1|—-2-] -1 -1 -1 |+
2 -3 4 2 -3 4
7 0 1 7 0 1
+0-| —1 0 5|—-3-] —1 0 5(1=2-32—2-(—44) —3-36 = 44.
2 -3 4 -1 -1 -1

Pritom su se potrebne tri (Ceturtu ne trebamo racunati jer se mnozi s nulom)
3 x 3-determinante mogle izracunati bilo Sarrusovim pravilom bilo Laplaceovim
razvojem po bilo kojem retku ili stupcu.

Kako se iz prethodnog primjera moze vidjeti, koli¢ina racuna se smanjuje ako
je u retku (ili stupcu) po kojemu razvijamo poneka nula. Stoga se preporuca da se
determinanta matrice racuna Laplaceovim razvojem po onom retku ili stupcu u
kojem je najvise nula.

Zadatak 164 Izracunajte

25 0 2
-1 1 0 2
01 -5 2
31 -1 0

S obzirom na to da Laplaceov razvoj po i-tom stupcu daje isti rezultat kao
razvoj po i-tom retku zakljucujemo da je determinanta svake matrice jednaka
determinanti njezine transponirane matrice:

det(A") = det(A).

Za kompleksne matrice je det(A*) = det(A).
Zadatak 165 Koliko iznose determinante od 0,, 1 I, ¢

Znamo da matrice koje sadrze nulstupac odgovaraju neinvertibilnim linearnim
operatorima (a i Laplaceov razvoj po nulstupcu dao bi nulu). Ako matrica sadrzi
nulredak, njezina transponirana matrica sadrzi nulstupac, pa je opet determinanta
nula:

Propozicija 30 Ako kvadratna matrica A sadrzi nulstupac ili nulredak, onda je
det(A) = 0.

Gornje-/donjetrokutaste matrice su one kvadratne matrice ¢iji svi elementi
ispod/iznad dijagonale su 0. Matrice koje su istovremeno gornje- i donjetrokutaste
zovu se dijagonlne. Uzastopnim Laplaceovim razvojem po prvom retku odnosno
stupcu lako zaklju¢imo:
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Propozicija 31 Determinanta gornjetrokutaste, donjetrokutaste ili dijagonalne
matrice jednaka je produktu elemenata na dijagonali.

Zadatak 166 Koliko iznosi det(I, — A), gdje je A nxn-matrica koja na dijagonali
ima jedinice, iznad dijagonale nule, a ispod dijagonale (dakle, za i > j) su joj
elementi a;; =i+ j?

Za velike matrice s malo nula zgodno je kombinirati racunanje determinanti s
elementarnim transformacijama. Pritom vrijedi:

Propozicija 32 Zamjena dva retka ili dva stupca matrice mijenja predznak deter-
minante. Ako matrici neki redak ili stupac pomnozimo skalarom «, determinanta
dobivene matrice je o puta determinanta matrice prije tog mnozenja. Ako je-
dan redak matrice pribrojimo nekom drugom (ili jedan stupac drugom stupcu),
determinanta se ne mijenja.

Posljedi¢no, determinanta se ne mijenja niti kad visekratnik nekog retka dodamo
drugom (ili visekratnik nekog stupca dodamo drugom stupcu). Iz navedenog
zaklju¢ujemo da za kvadratnu matricu A reda n vrijedi

det(aA) = o™ det(A).

Dakle, determinanta kao funkcija det : M,, — R za n > 1 nije homogena (a lako
je uvjeriti se da nije ni aditivna), pa nije linearan funkcional. Iz navedenog je
o¢ito i da ako u matrici imamo dva proporcionalna retka (ili stupca), oduzimanje
prikladnog visekratnika jednog od drugog ne mijena determinantu, ali rezultira
matricom s nulretkom (odnosno nulstupcem), odnosno ako matrica sadrzi dva
proporcionalna retka (ili stupca), determinanta joj je 0, tj. matrica nije invertibilna.

Svojstvo da determinanta promijeni predznak pri zamjeni redaka
ili stupaca iskoriseno je pri formalizaciji Paulijevog principa u kvantnoj mehanici:
Nikoja dva elektrona u istom atomu ne mogu imati iste sve kvantne brojeve. To se
izvodi iz nemogucénosti razlikovanja elektrond.

Ako atom ima n elektrona, svaki od njih je opisan po jednom valnom funkcijom
Y1, Y9, ..., ¥y, Primjerice, za slucaj n = 2 elektrona 1 7 2 s valnim funkcijama
Y1 1 Ye, njthovim mmnoZenjem vidimo da su moguce dvije valne funkcije sustava:
P1(1)1pa(2 7 Y1(2)Y2(1). Zbog nemogucénosti razlikovanja elektrond slijedi da ne
moZemo dati prednost jednoj od te dvije funkcije, pa se kao ukupna valna funkcija
uzima jedna od dvije funkcije 11(1)2(2) £ 11(2)2(1). Cestice kojima odgovara
opis pomocu antisimetricne varijante (promjena redoslijeda mijenja predznak valne
funkcije)

_ | (1) 4a(2)

zovu se fermioni (to su primjerice elektroni), a one kojima odgovara simetricna
varijanta 1 (1)12(2) + ¥1(2)12(1) zovu se bosoni (primgjerice fotoni).
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Poopéenjem gornje ideje dobiva se da je za sustav od n fermiona ukupna valna
funkcija dana tzv. Slaterovom determinantom

Pi(1) Pi(2) ... ¢u(n)

w(n,z,...,m):\/lm ¢2§1> w:@) %@

(1) Yn(2) ... zpn.(cn)

~—

Ona je antisimetricna (mijenja predznak) na zamjenu uloga dvaju fermiona jer
zamjena dva stupca mijenja predznak determinante, a upravo takva antisimetricnost
je matematicka formalizacija Paulijevog principa.

Tako determinanta nema svojstvo linearnosti, ima jedno drugo dobro svojstvo:

Teorem 33 (Binet-Cauchy) Determinanta umnoska matrica jednaka je umno-
sku njihovih determinanti:

det(A - B) = det(A) - det(B)

za kvadrante matrice A i B istog reda n.

Posljedica Binet-Cauchyjevog teorema je da je determinanta inverzne matrice
reciproéna determinanti polazne matrice. Naime, iz A - A~! = I,, slijedi det(A -
A~1) = det(I,,) = 1. Po Binet-Cauchyjevom teoremu lijeva strana zadnje jednakosti
je det(A) - det(A~1) pa je

1
~ det(A)

det(A™1) .
Iz toga se ponovno vidi da vrijedi svojstvo istaknuto u definiciji determinante:
Ako je matrica invertibilna, determinanta joj je razli¢ita od nule i obrnuto, ako je
det(A) # 0, onda je A invertibilna.

Buduéi da je za ortogonalne matrice A = A~ a znamo i det(A?) = det(A),
zakljuéujemo da za ortogonalne matrice vrijedi

1
det(A)’

det(A) = det(A?) = det(A™Y) =

.
det(A)? = 1.

Bududi da su elementi ortogonalne matrice realni, slijedi da joj je i determinanta
realan broj pa dobivamo:

Teorem 34 Determinanta ortogonalne matrice je uvijek ¢li 1 ili —1.
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Moze se dokazati da su trag i determinanta invarijante linearnih operatora na
n-dimenzionalnim prostorima, tj. da za dani A:V =V sve matrice od A uvijek
imaju isti trag i istu determinantu. Stoga mozemo govoriti i o determinanti odnosno
tragu linearnog operatora. Buduéi da operatori simetrije u ortonormiranim bazama
imaju ortogonalne matrice, zaklju¢ujemo:

Korolar 2 Svaki operator simetrije u svakoj bazi ima matricu s determinantom 1
ili —1, tj. moguce determinante operatora simetrije su +1.

Zadatak 167 Moze li matrica iz primjera biti matrica ikojeg operatora sime-
trije na V2(0)? A na V3(0)? Zasto?

Operatori simetrije kojima je determinanta —1 (primjerice sva zrcaljenja te
centralna simetrija, rotoinverzije i rotorefleksije na V3(0)) zamjenjuju lijevo i
desno, tj. ne mogu biti simetrije kiralnih objekata, dok operatori simetrije kojima je
determinanta 1 ¢uvaju lijevo i desno (primjerice, jedini¢ni operator i sve rotacije).

Jedna od primjena determinanti je i Cramerovo pravilo za rjeSavanje sustava
linearnih jednadzbi. Cramerov sustav je n X n-sustav s jedinstvenim rjeSenjem
(tj. sustav A X = B s invertibilnom A). Komponente rjesenja takvog sustava lako

se opisuju preko determinanti: Ako su nepoznanice x1, o, ..., Ty, onda je
D;
Ty — —
D

za sve i, gdje je D = det(A), a D; je determinanta matrice koju iz A dobijemo
tako da joj i-ti stupac zamijenimo stupcem slobodnih ¢lanova B. Ovo pravilo ima
vise nedostataka. Prakti¢no je samo za 2 X 2- i 3 x 3-sustave jer za veée sustave
racunanje determinatni iziskuje vise racuna nego Gauflova metoda eliminacija.
Nadalje, u slucaju da je D = 0, ne mozemo zakljuciit ima li sustav beskonacno
mnogo rjesenja ili ih uopée nema. Uz to, Cramerovo pravilo nije primjenjivo na
sustave kod kojih broj nepoznanica nije jednak broju jednadzbi.

Primjer 325 Rijesimo sustav

20 —y + 2z =2,
—r—y+3z=0,
r+2y—52=1
Cramerovim pravilom. Imamo:
2 -1 1 2 -1 1
D=|-1 -1 3 |=-1, D=0 -1 3 |=-4,
1 2 =5 1 2 =5
2 2 1 2 -1 2
Dy=| -1 0 3 |=-11, D3=| -1 -1 0 |= -5,
1 1 -5 1 2 1
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Zadatak 168 Za kakve m in sustav
mx+ny=1 x4+y=mn
ima jedinstveno rjesenje?

Promotrimo sad ponovno prostor geometrijskih vektora V3(0). Neka je dana
neka njegova desna baza B = (veca, b, @) (direktna baza).. Znamo da je volumen
jedinicéne Celije V =a - bx & Vektori baze B mogu se zapisati svojim koordinatama
u ortonormiranoj bazi (;, 7, l?) a=lai,as,asl, b= [b1,b2,bs], €= [c1,c2,c3). Neka

Je

a; ag as
A= b1 by b3
1 C2 C3

Tada je zbog invarijatnosti determinante matrice operatora
V=3 bxc=detA

Iz svojstava determinanti znamo i da je det(A A?) = det A-det A® = det A-det A =
(det A)2 = V2. No,

a; az as ap b1
A At = bl bz b3 . a b2 C9 =5
c1 C2 cC3 as bg C3
CL% + CL% + a% a1b1 + a2b2 + a3b3 aic1 + asco + ascs
= | a1b1 + azbs + asbs b3 + b3 + b3 bici + baco + bscs
aic1 + azca +ascz  bicy + baco + bes A +c3+c

Buduéi da su koordinate @ = [a1,a2,a3], b = [b1,be,bs], ¢ = [c1,c2,c3] dane s
obzirom na ortonormiranu bazu, posljednja matrica jednaka je matrici

a-a a-b a-c
M=|b-a b-b b-C |,
c-a c¢-b c-c

te slijedi V? = det M, odnosno

V =+vdet M.

Matrica M naziva se metrickim tenzorom baze B te se osim za izracunavanje
volumena jedini¢ne Celije moze iskoristiti i za racunanje skalarnog produkta dvaju
vektora zadanim koordinatama u bazi B:
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Zadatak 169 Za neki kristal pripadna kristalografska direktna baza ima parametre
a=b=c=%5A, a=0=~="755° Izacunajte di11, V* i kut izmedu vektora @
iar.

Zadatak 170 Za parametre baze kao u primjeru izracunagjte metricke tenzore
direktne i reciprocne baze, dsig, iznose vektora [3,1,0], [3,1,0]*, kut medu njima,
povrsinu paralelograma kojeg ta dva vektora razapinju i njihov vektorski produkt.

Zadatak 171 Dokazite da je za svaku direkinu bazu metricki tenzor njezine reci-
procne baze inverz njenog metrickog tenzora.

Primjer 326 Dokazimo kristalografsku restrikciju; Rotacije koje su simetrije re-
setke u dvo- ili trodimenzionalnom prostoru mogu biti samo rotacije redova 1, 2, 3,
4176.

Ako je # rotacija prostora VZ(O) (oko O) ili V3(O) (oko neke osi o kroz O)
koja je simetrija resetke, to znaci da tocke resetke preslikava u tocke resetke. Neka
je R matrica te rotacije s obzirom na ortonormiranu bazu (u trodimenzionalnom
slucaju bazu odaberimo tako da joj je treci vektor na osi rotacije o). Trag od R
je (vidi odjeljak@) jednak 1 + 2cos«, gdje je o kut rotacije. Ako pak matricu
istog operatora uzmemo s obzirom na bazu u kojoj tocke resetke imaju cjelobrojne
koordinate, buduéi da se radi o simetriji resetke, dobit éemo matricu R’ kojoj je trag
cijeli broj. Buduci da je trag invarijanta linearnog operatora slijedi da je 1+ 2 cos «

cijeli broj, tj. 2cosa je cijeli broj, dakle je cosa jedan od brojeva —1, —%, 0, %, 1.

7.4 Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori

Primjer 327 Vektori paralelni s osi rotacije se u odnosu na ostale vektore prostora
V3 isticu (s obzirom na odnos prema rotaciji) time da se ne mijenjaju: Ako je o
paralelan s osi rotacije 7, onda je U = . Reéi éemo: Za operator rotacije u V3

svaki vektor paralelan osi rotacije je svojstven, s pripadnom svojstuneom vrijednosti
1.

Primjer 328 Promotrimo linearni operator odreden matricom

(1)

na standardni nacin (dakle, operator A M1 — Msg, AX = A X). Za X =
(1 22)t imamo
Ax — < 1+ 572 )
€2

Postoji li za ovaj operator vektor domene koji se preslika u samog sebe? Ako da,
trebalo bi vrijediti (x1,x2) = (z1 + dxa,x2). U drugoj komponenti sigurno dolazi do
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podudaranja, a iz uvjeta podudarnost prvih komponenti (x1 = x1 + bxa) proizlazi
uvjet x5 = 0. Dakle, ako je X = (x1 0), onda je AX = X. Reéi éemo: Linearan
operator A posjeduje svojstveni vektor s pripadnom svojstvenom vrijednosti 1.

Primjer 329 Operator skaliranja S,V = V, tj. mnoZenje skalarom o svaki
vektor v preslikava u av. Reéi éemo: Za operator skaliranja s o svi vektori su
svojstveni 1 odgovarajuca svojstvena vrijednost je a.

Kao sto sugeriraju primjeri, kad govorimo o svojstvenim vektorima i svojstvenim
vrijednostima, za dani linearni operator nas zanima koje vektore preslikava u njihove
skalarne visekratnike (,kojim vektorima se ¢uva smjer® je prikladno pitanje ako
se radi o linearnim operatorima na prostorima geometrijskih vektora). Buduéi da
su za svaki vektor on i njegov svaki skalarni visekratnik elementi istog vektorskog
prostora, vidimo da ovakvo pitanje ima smisla samo za linearne operatore kojima
se domena i kodomena podudaraju. Neka je stoga u nastavku A:V = V linearni
operator.

Definicija 55 (Svojstveni vektori i svojstvene vrijednosti) Neka je AV =
V' linearan operator. Za skalar A kazZemo da je svojstvena vrijednost operatora A
ako postoji vektor v € V, v # 0, takav da je

Av = \.

Ako je X\ svojstvena vrijednost linearnog operatora fl, svaki v € V' koji zadovoljava
gornju jednakost zovemo svojstvenim vektorom operatora A (pridruZenim svojstvenoj
vrijednosti A). Skup svih svojstvenih vrijednosti linearnog operatora zove se spektar
operatora.

U definiciji svojstvenih vrijednosti smo ,zabranili“ nulvektor jer bi inace svaki
skalar bio svojstvena vrijednost svakog linearnog operatora (AO =0 = )0 za sve
skalare \). No, naravno, za svaku svojstvenu vrijednost je nulvektor jedan od
pripadnih svojstvenih vektora.

Primjer 330 Stacionarna Schrédingerova jednadzba ﬁd} = Evy je problem svoj-
stventh vrijednosti Hamiltonijana: Svojstvene vrijednosti Hamiltonijana su moguce
energije sustava.

Teorem 35 Skup svih svojstvenih vektora linearnog operatora na 'V koji odgovaraju
istoj svojstvenoj vrijednosti ¢ine potprostor od V , tzv. svojstveni potprostor.

Dokazimo to. Neka je A svojstvena vrijednost operatora A:V =V ineka jewv
neki pripadni svojstveni vektor. Tada su svi njemu proporcionalni vektori w = pv
takoder svojstveni za A uz istu svojstvenu vrijednost:

Alpv) = pAv = p v = X (w).
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Nadalje, ako su v i w dva svojstvena vektora koji odgovaraju svojstenoj vrijednosti
A imamo
Alv+w) = Av+ Aw = Xv + dw = (v + w),

odnosno dokazali smo da je zbroj dva svojstvena vektora ponovno svojstveni vektor,
uz istu svojstvenu vrijednost. Dakle, skup svih svojstvenih vektora linearnog
operatora A:V >V koji odgovaraju danoj svojstvenoj vrijednosti A ¢ini potprostor
od V. g

Svojstveni potprostor operatora A : V' — V koji odgovara svojstvenoj vrijednosti
A oznacit ¢emo s VA,/\'

Primjer 331 Iz primjem vidimo da je za svaki operator skaliranja So: VoV

Ve a=V
i da je to jedini svojstveni potprostor za taj slucaj (spektar od So = {a}).

Specijalno, buducéi da je I = S1, jedinicni operator ima jednu svojstvenu vrijed-
nost, to je 1 (spektar mu je {1}), a pripadni svojstveni potprostor je citava domena
tog operatora.

Pogledajmo linearne operatore simetrija na V2(0) i V3(0). Buduéi da u tim
prostorima vrijedi da su dva vektora istog smjera tocno ako je jedan jednak skalar
puta drugi, vidimo da su operatorima simetrije svojstveni oni vektori kojima se
djelovanjem operatora ne promijeni smjer.

U dvodimenzionalnom slucaju imali smo operatore rotacija oko O i operatore
osnih simetrija s obzirom na pravce kroz O. Netrivijalna rotacija u dvodimenzi-
onalnom slu¢aju nema svojstvenih vektora ni vrijednosti (spektar joj je prazan) jer
svakom vektoru osim nulvektora mijenja smjer. Osna simetrija ¢uva smjer vekto-
rima koji su na osi simetrije ili koji su okomiti na nju. Prvi se preslikavaju sami u
sebe, pa je odgovarajuca svojstvena vrijednost 1, odnosno svojstveni potprostor
osne simetrije koji odgovara svojstvenoj vrijednosti 1 je skup svih vektora na osi
simetrije. Oni drugi se preslikavaju u sebi suprotne, pa je odgovarajuéa svojstvena
vrijednost —1, odnosno svojstveni potprostor osne simetrije koji odgovara svoj-
stvenoj vrijednosti —1 je skup svih vektora na pravcu kroz O koji je okomit na os
simetrije. Spektar osne simetrije je {—1, 1}.

U trodimenzionalnom slucaju uz rotacije oko osi kroz O i zrcaljenja s obzirom na
ravnine kroz O imamo i centralne simetrije, no one su skalarni operatori s faktorom
—1 pa im je cijeli V3(O) svojstveni potprostor za svojstvenu vrijednost —1 i nemaju
drugih svojstvenih vrijednosti. Spektar centralne simetrije je {—1}. Netrivijalna
rotacija u trodimenzionalnom sluc¢aju, kao sto smo vidjeli u uvodnom primjeru ovog
odjeljka, ima svojstvenu vrijednost 1, a pripadni svojstveni potprostor ¢ine vektori
na osi rotacije. Ostalim vektorima se netrivijalnom rotacijom mijenja smjer, pa je
1 jedina svojstvena vrijednost za rotacije. Spektar netrivijalne rotacije prostora je
{1}. Za zrcaljenja u trodimenzionalnom sluc¢aju kao i u dvodimenzionalnom imamo
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dvije svojstvene vrijednosti 1 i —1, odnosno opet je spektar {—1,1}. No, prvoj sad
odgovara svojstveni potprostor svih vektora u ravnini simetrije. Drugoj kao i u
prethodnom slucaju odgovara svojstveni potprostor vektora na normali ravnine
simetrije.

Posljednji slu¢aj se isti¢e u odnosu na ostale: Za zrcaljenje u V3(O) imamo
svojstvenu vrijednost (to je 1) kojoj odgovara svojstveni potprostor dimenzije
veée od 1. U takvom slucaju govorimo o degeneraciji: Ako istoj svojstvenoj
vrijednosti odgovaraju dva ili vise linearno nezavisnih svojstvenih vektora (tj.
svojstveni potprostor ima dimenziju veéu od 1), tu svojstvenu vrijednost nazivamo
degeneriranom.

Primjer 332 U kvantnoj mehanici u slucaju degeneriranih svojstvenih vrijed-
nosti govorimo o degeneriranom stanju sustava. Primjerice, za energetske nivoe
(svojstvene vrijednosti Hamiltonijana) opisane glavnim kvantnim brojem n > 1
1 azimutnim kvantnim brojem 0 < I < n dolazi do degeneracija, lj. postoji vise
neproporcionalnih valnih funkcija (razlicitih orbitala, primjerice zal=1in =2
imamo 3 tzv. 2p-orbitale, koje opisuju elektrone s istom energijom,).

Ako je operator A : V = V invertibilan, on ne moze nenul vektor preslikati
u nulvektor (zasto?), dakle ne postoji v # 0 takav da je Av = 0-v. Bududéi da
invertibilnim operatorima odgovaraju invertibilne matrice, zaklju¢ujemo:

Teorem 36 Linearni operator je invertibilan (odnosno, matrica je invertibilna)
tocno ako mu (joj) spektar ne sadrzi 0.

Takoder, buduéi da je Av = v za svaku svojstvenu vrijednost A i pripadni

svojstveni vektor v, u sluéaju kad je V unitaran imamo |[Av|| = |A| - ||v]|. Ako je A
jos ortogonalan operator znamo i ||Av|| = ||v||, dakle je |A\| = 1, odnosno dokazali
Smo:

Teorem 37 Svojstvene vrijednosti ortogonalnih operatora (operatora simetrije)
mogu biti samo 1 7 —1.

Rekli smo veé da su determinanta i trag invarijante linearnih operatora, tj. sve
matrice istog linearnog operatora imaju istu determinantu i isti trag, tj. mozemo
govoriti o determinanti i tragu operatora. Stoga ako znamo da je A neki operator
simetrije na V2(0) ili V3(0), kako smo vidjeli u prethodnim odjeljcima, on ima
determinantu 1 ili —1 i, kako smo vidjeli gore, jedine moguée svojstvene vrijednosti
su mu 1. Ako ima determinantu —1, radi se o centralnoj simetriji, zrcaljenju,
rotoinverziji ili rotorefleksiji, a ako ima determinantu 1, onda se radi o rotaciji. Ako
je det A= 1, tj. ako je A rotacija, onda (kao u dokazu kristalografske restrikcije)
znamo i da je trA = 1+ 2cos p, tj. kut rotacije je a,rccostrAT*l. Os rotacije je
pravac na kojem lezi bilo koji od nenul-svojstvenih vektora. Ako je pak det A=
—1, vrstu operatora simetrije kao i polozaj njegovog centra/osi/ravnine dobijemo
analiziranjem svojstvenih potprostora, vidi kasniji primjer |335
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Kako odrediti svojstvene vektore i vrijednosti danog linearnog operatora A:
V — V (na konacnodimenzionalnom prostoru V, dimV = n)? Neka je A € M,
matrica tog operatora obzirom na neku bazu B od V. Buduéi da djelovanju
operatora na vektor odgovara mnozenje matrice operatora s matricom stupcem,
definicijska jednakost sad poprima matri¢ni oblik

Av=Av,

(gdje je v matrica-stupac koja sadrzi koordinate svojstvenog vektora u bazi B). Ta
je jednakost ekvivalentna s
(A - )\In)v = On,la (76)

Sto je matri¢na jednadzba koja odgovara homogenom n X n-sustavu linearnih
jednadzbi s matricom koeficijenata A—A\I,,. Znamo da takav sustav ima jedinstveno,
trivijalno rjesenje, to¢no ako je ta matrica invertibilna, tj. ako joj je determinanta
razlic¢ita od 0. Dakle, ako je det(A — AI,,) # 0, onda jedino nulvektor zadovoljava
definicijsku jednakost pa A nije svojstvena vrijednost. UzevL i u obzir da je
determinanta invarijanta operatora, det(A — AI,,) ¢e imati istu vrijednost neovisno
o odabiru baze B, dakle vrijedi:

Teorem 38 Ako je A € M,, matrica linearnog operatora fl, svojstvene vrijednosti
operatora A su riesenja jednadzbe (stupnja n)

det(A — \I,,) = 0.

Ta jednadzba se zove se karakteristicnom jednadzbom operatora A (odnosno, matrice

A).

Vidimo da iz toga slijedi da su ne samo determinanta i trag, nego i svojstveni
vektori, spektar i karakteristi¢ni polinom invarijante operatora, tj. uvijek ¢emo za
njih dobiti iste rezultate neovisno o tome koju matricu danog linearnog operatora
odaberemo.

Zadatak 172 DokaZite da linearni operator na trodimenzionalnom prostoru uvijek
ima bar jednu realnu svojstvenu vrijednost.

Zadatak 173 Dokazite da ako su svih n rjesenja karakteristicne jednadzbe realna,
onda je njihov umnozak (svako mnozimo onoliko puta kolika mu je kratnost) jednak
determinanti operatora A. Uputa: Koristite Viéteove formule.

Buduéi da je stupanj karakteristicne jednadzbe jednak dimenziji od V', vidimo
da spektar operatora sadrzi najvise n razli¢itih svojstvenih vrijednosti. Ako smo
odredili spektar od fl, za svaki A u spektru odgovarajuéi svojstveni potprostor je
skup rjesenja homogenog sustava |[7.6] Tocnije, rjeSenja tog sustava daju koordinate
(u bazi na koju se odnosi matrica A) svojstvenih vektora koji odgovaraju svojstvenoj
vrijednosti A.
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Primjer 333 Odredimo spektar i svojstvene vektore operatora A:R? - R? koji
je obzirom na neku bazu od R? prikazan matricom

(1)

2—-A —4
-1 —-1-2A

Karakteristicna jednadzba je

‘:(A+2)(/\—3):0.

Njena rjesenja su A\; = —2 i Ao = 3, dakle spektar naseg operatora je skup {—2,3}.
Svojstvene vektore koji odgovaraju svojstvenoj vrijednosti 3 dobijemo rjesava-
njem homogenog sustava kojem je matrica koeficijenata A — 31 :

-1 —410 1 4]0

-1 —410 0 010
pa je x1 +4xe =0, tj. x1 = —4t, 9 =t € R. Rjesenja (svojstveni vektori matrice,
tj. operatora A koji pripadaju svojstvenoj vrijednosti 3) su vektori iz R? oblika

(.1‘1, .1‘2) = (—4t, t) = t(—4, 1).

Zadatak 174 Odredite svojstvene vektore operatora iz prethodnog primjera koji
pripadaju svojstvenoj vrijednosti —2.

Primjer 334 Promotrimo linearan operator na R3 koji obzirom na neku bazu ima
matricy

1
A=10
1

O N O
—_ O =

Njegov karakteristicni polinom je
ka(d) = —=X\(2 — \)?

pa su mu svojstvene vrijednosti A = 0 ¢ A = 2. Odredimo svojstvene vektore za
svojstvenu vrijednost 2, tj. rijesimo homogeni sustav s matricom A — 21 :

10 10 ~10 10
00 00|~ o0 0o0f0o]~(10-1]0).
10 —10 0 0 0|0

Rjesenje sustava su sve trojke (x1,x2,x3) sa svojstvom xq1 —x3 =0, zo =t € R
i3 =s € R, tj. trojke oblika (s,t,s) = s(1,0,1) +¢(0,1,0). Za t = 0 dobivamo
svojstventi vektor (1,0,1), a za s = 0 svojstveni vektor (0,1,0). Vektori (1,0,1) ¢
(0,1,0) nisu proporcionalni, dakle su linearno nezavisni, pa svojstvenoj vrijednosti
2 odgovaraju dva linearno nezavisna svojstvena vektora. Prema tome, A = 2 je
degenerirana svojstvena vrijednost operatora prikazanog matricom A.
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Primjer 335 Linearan operator A na V3(O) je operator simetrije i s obzirom na
neku bazu ima matricu

1 V3 V3-1 2-3
A=5 | V3 —1-v3 V3
-1 1++3 3

Determinanta ove matrice je —1, dakle se radi o centralnoj simetriji, zrcaljenju,
rotoinverziji (ili rotorefleksiji). Trag ove matrice je 1, dakle se ne moze raditi o
centralnoj simetriji (trag bi bio —3). Trag svakog zrcaljenja je 1, rotorefleksije
je 2cosa — 1, a rotoinverzije —2cosa — 1. Dakle, ako se radi o rotorefleksiji
morao bi biti o = 360° (tj. rotorefleksija koja je ,cisto* zrcaljenje), a ako se radi o
rotoinverziji morao bi biti o« = 180° (no, nije tesko uvjeriti se da je rotoinverzija
reda 2 oko neke osi isto sto i zrcaljenje s obzirom na ravninu okomitu na o0s). Dakle,
nas linearan operator je zrcaljenje s obzirom na meku ravninu (sami se uvjerite
da se ne moze raditi o rotorefleksiji reda razlic¢itog od 1). Svojstvene vrijednosti
operatora A su 1 i —1, pri éemu je 1 degenerirana. Dakle, ravnina ovog zrcaljenja je
ravnina kroz O kojoj normala ima smjer svojstvenih vektora od —1. Jedan takav je
1 = [1,0,1], tj. ravnina zrcaljenja je ravnina kroz O normale i = d+¢ ako je (d, b, %)
baza s obzirom na koju je dana gornja matrica. Ako je ta baza ortonormirana,
jednadzba ravnine zrcaljenja bila bi x + z = 0, a inace bismo jednadzZbu te ravnine
Ax + By + Cz = 0 dobili tako da odredimo koordinate [A, B,C|* vektora 7i u
reciprocnoj bazi baze (a, 5,5)

S obzirom na to da su dijagonalne matrice posebno zgodne za racune s ma-
tricama, postavlja se pitanje dijagonalizacije: Moze li se zadani linearni operator
dijagonalizirati, tj. postoji li baza za V' s obzirom na koju mu je matrica dijagonalna?

Zadatak 175 Odredite spektar matrice

Ako je to matrica linearnog operatora A : V3(0) — V3(0) s obzirom na bazu
(@,b,7), koji su svojstveni vektori za svaku od svojstvenih vrijednosti?

Opéenito vrijedi:

Teorem 39 Svojstvene vrijednosti linearnog operatora AV 5V kojemu u
nekoj bazi B od V odgovara dijagonalna matrica su brojevi na njenoj dijagonali.
Odgovarajuci svojstveni vektori su redom vektori baze B. Vrijedi i obrnuto: Ako
postoji baza od V' ¢iji svi elementi su svojstveni vektori od A, onda se taj operator
moZe dijagonalizirati.
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Primjer 336 U modelu krutog rotora koji se koristi za objasnjenje rotacijskih
spektara molekula, molekula se gleda kao skup jezgri na fiksnim medusobnim polo-
Zajima odredenim prosjecnom geometrijom molekule u odredenom elektronskom 1
vibracijskom stanju. Kineticka energija T rotacije krutog tijela moZe se izracunati

formulom

1
T = -w'lw,
2

gdje je w € M3 1 matrica koordinata vektora kutne brzine, a I € M3z je tzv. tenzor
inercije (matrica linearnog operatora na V3(O) na ¢ijoj dijagonali su momenti
inercije obzirom na odabrane koordinatne osi, a tzvan dijagonale su tzv. produkts
inercije). Pritom se I uvijek moZe dijagonalizirati u nekoj bazi B = (a, I;,E) za
V3(0) — ti dijagonalni elementi (svojstvene vrijednosti I, < I, < I.) zovu se glavni
momenti inercije, a vektori baze B (odnosno odgovarajuée koordinatne osi) zovu se
glavne ost inercije. Vrijedi:

1
T = i(Iawg + I,,w% + Icw?),

gdje su wq,wp,w. koordinate od w obzirom na bazu B. Temeljem te dijagonalizacije
rotori se klasificiraju na linearne (I, =0, I, = 1.), sferne (I, = Iy = 1..), simetricne
(dva jednaka glavna momenta inercije, treéi razlicit) i asimetricne (sva tri glavna
momenta inercije razlicita).

Opéenito nije lako iz dane jedne matrice linearnog operatora saznati moze li
se taj operator dijagonalizirati. Iznimka su linearni operatori kojima su matrice
simetriéne (odnosno, u sluéaju kompleksnih prostora, hermitske) — oni se uvijek
mogu dijagonalizirati.

Zadatak 176 Argumentirajte zasto se linearni operator ¢ija karakteristicna jed-
nadzba ima onoliko razlicitih rjesenja kolika je dimenzija prostora sigruno moZe
dijagonalizirati!



Formule

Osnovne racunske operacije u skupu R

1
a"=g-x-x-x, " =— (x#£0) an = Yam,

b
ate =ab a¢ abc = CL7 a®) = g% + (ab)C = ab®
aC
(a+b)?=a?+2ab+b* (a+0b)®=a®+ 3a%b + 3ab® + b
a? —b*=(a—b)(a+b), a®—0b>=(a—>b)(a®+ab+b?)

Rjesenja kvadratne jednadzbe

b+ Vb2 —4dac
2a

ar’+br+c=0: T1,2 =
Eksponencijalne i logaritamske funkcije

log,a* =z, z € R; %Y=y y>0
log,(z ') = log, x +log, z’, log, E/ =log, z — log, ' (z,2' > 0)
x

logy =
log a’

log, = = logy /o x = —log, x (a,b>0;a,b#1;x>0)

u(z)’® = exp(v(z) Inu(z))
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Trigonometrijske i ciklometrijske funkcije

cos’x +sin’x =1

T . L[
cos 5—93 =sinx, sin 5—90 =coszx

2 2

sin(2z) = 2sinxz cosx, cos(2z) = cos®x — sin“ x

sin(z £ y) =sinzcosy +cosxsiny, cos(x+y) = coszcosy F sinxsiny.
cos T 1

sin
tgxr = , ctgx = — = —.
cosx sinx tgx

Derivacije realnih funkcija jedne varijable
Jednadzba tangente na graf funkcije f u tocki c:

y—fle)=1f(c)-(z—0).

Tablica derivacija:

f() f'(x)
C
z" nazt !
a® a®lna
loga x T IL a
sin x cosx
cosx —sinzx
tgx cosl2 x
ctgx — Slln%x
arcsin x 1_1x2
arccos x — =
arctgx I sz
arcctg x ﬁ
shzx chz
chz shx

)
g9(z) g(x)
(




Uvjeti za lokalne ekstreme dvaput derivabilnih funkcija f: D — R:
e ceD, f'(c)=0, f"(¢) <0 = cje tocka lokalnog maksimuma od f.

e ceD, f'(c)=0, f"(¢) > 0 = c je tocka lokalnog minimuma od f.
Integrali realnih funkcija jedne varijable

Tablica neodredenih integrala:

K Kz+C
a+1

Y a# -1 T4 +C

1 In|z|+C

a® % +C

sinz —cosx +C

Ccos T sinx + C

1+1x2 arctgx + C
1 _ arcsinz + C
11—z

/(F(x) +G(z)) dz = /F(x) d:c—l—/G(:v) dz, /KF(JZ) de =K /F(az) dz.

/:F(:U)dmzo, /abF(x)dx:/:F(:p)dac—i—/ch(x)dx, /abF(x)dx:_/baF(I)dx

o Ako je F parna, F(x) dx = 2/ F(x) dx;
0

—C

C
o ako je F' neparna, F(z) dz =0.

—C

Formula parcijalne integracije

b b
/udv:uv—/vdu, /udvzuvﬁi—/vdu

Formula supstitucije

b f(®)
JFU@r@a= =@ = [Fow. [ Feere@as [ e



Parametarski zadane krivulje

o Kruznica ili kruzni luk polumjera R sa srediStem (xg,y0): © = 29 + R cost,
y =1yo + R sint za t iz prikladnog intervala.

o Elipsa ili luk elipse s poluosima duljina a (horizontalna poluos) i b (vertikalna
poluos) i sredistem (zg, yo): * = zo+a cost, y = yo+b sint za t iz prikladnog
intervala.

Parametarsko deriviranje (2D)
dy _ g P
e=a(t),y=ylt)=> =" v=yi*+y

Limesi funkcija

Vazni limesi u tocéki

i —1
i 07— g OR@ L
z—0 I z—0 T

1

lim — = 400 (n € N,a>0),

z—0+ ™
. a . a
zli%l_ = +oo  (n € N,n paran,a > 0), zl_l}%l_ P (n € N,n neparan, a > 0),
m1_1>%1+10ga$ =400 (0<a<1l), xl_1}161+logax =—00 (a>1).

Vazni limesi u beskonac¢nosti

lim C=C

r—7Fo00

1
lim — =0 (a>0)

z—+oo0 @

lim a*=0 (0<a<l1), lim a*=0 (a>1).

T—+00 T——00
1 X
B (1 + m) =e
Asimptote

o y = L je horizontalna asimptota za y = f(z) < limy—_ f(z) = L i(li)
lim, o f(x) = L;



e y = kx+1 je horizontalna asimptota za y = f(z) < lim,—,_ o (f(2) —kz) =
L i(li) limg—y— oo (f(x) — kx) = L, pri cemu je k # 0.

o z = c je vertikalna asimptota za y = f(z) < bar jedan od jednostranih
limesa od f u c je beskonacan.

Prosje¢na vrijednost po dijelovima neprekidne F': [a,b] — R

. 1 b q
F = F(t) dt
b_a/a (t)

Nepravi integrali

b b +o0 R
/ F(t) dt = lim / F(t) dt, F(t)dt= lim [ F()dt,
—R a

—00 R—+o00 R—+00 /g

c —+o00
(1) dt = [ Ft)dt+ [ F(t)dt

[

+o00
F
—0o0
+oo | +o0 1
/0 x"exp(—ax) dr = %, /0 exp(—az?) dz = 2\/Z (a>0)

e Ako je x = a vertikalna asimptota za F,

b b
/ Flo)de = lim [ F(z)de.
a e=0+ Jate

e Ako je x = b vertikalna asimptota za F,

b b—e
/ F(z)dz = lim F(z)dx.

e—0+ Jq

o Ako je za neki ¢ € {(a,b) pravac = ¢ VA za f:

/abF(a:)dx—/{;F(m)dx—i—/ch(x)dm.

Veza Kartezijevih i polarnih koordinata u ravnini

T=TcCosp, y=rsiney,

y
r=fa? P tgp =



Kompleksni brojevi

z=r4+YyYi=>—2=—x—yYi, zZ2=x—Y1I,
1
z |22

Y
= 2 2 ¢ =2,
o] = +y/a? +92, tgarg(s) =

(z+yi) £ @ +yi)=(xta)+(yxy)i

z-Z= 2%

2,

exp(it) = cost + i sint

) _ ) . 1 1
2=zl exp(ip), 7= 2] exp(—ip) = |2| exp(i (27 — ¢)), — = B exp(—i )
. o , 2| exp(ip)  |2| .
<] exp(i )l exp(i0) = || ul explifo+0)). (oD = Z explife—0)
2" = |z|" exp(ing) zan€Z

"\zﬁexp(i%—i—%’r'k) zak=0,1,...,n—1(n€N)
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R",

d(A, B),

¢elija, jedini¢na, 278

Cestica u jednodimenzionalnoj kutiji, [161

aditivnost, 249

aditivnost deriviranja,

ako, [3|

ako i samo ako, [3]

aksceleracija, [74]

algebra, linearna, [I8]]

amplituda, [56]

analiza, matematicka, [67]

antiderivacija, [75} [86]

aplikata, [20]]

aproksimacija, lokalna,

apscisa, [§ 207]

apsolutna vrijednost, [} [64] [02] [145]

apsolutna vrijednost kompleksnog broja,
[166} 170

argument kompleksnog broja,

arkus-funkcije,

arkus-kosinus, 58|

arkus-kotangens,

arkus-sinus,

arkus-tangens, 58|

asimptota, [34] [[24] [125]

asimptota, horizontalna, 34} [35] [41] [43]
A3} B9, 24} [125} [127]

asimptota, kosa, [124] [125] [127]

asimptota, vertikalna, [49]
(25} 129} [135]

asocijativnost, [

baza, [I185] [188), [189 [193] [200} 201} [220]
[239} 248

baza eksponencijalne funkcije,
baza vektorskog prostora, 253
baza, desna, [200

baza, direktna, [T98] [200] 278|

baza, kanonska, 239H241], [247], [255] [260],
200

baza, kristalografska,

baza, lijeva, 200]

baza, ortogonalna, [192], [194], [199] [247]

20 (]
baza, ortonormirana, [192} [194], [199] [201],
203} 247 [258] [272]

baza, recipro¢na, [199] 200] [203] P12} 279]

bijekcija, [17] 41} A7, [267] [268]

bitni prekid,

Bohrov radijus, [42]

Bornova interpretacija valne funkcije, [I61}
1109

broj,

broj, ¢isto imaginarni, [I65]

broj, kompleksan, [165], [175} 234} 236]

broj, kompleksno konjugiran, [167]

broj, racionalan, [6]

brojka, [5]

brojnost,

brzina, [68] [74], [T06]

brzina reakcije,
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brzina, trenutna, 68|

centar mase, [I53] [I87]
cikloida,

Cramerov sustav,
Cramerovo pravilo,

decimalni zapis,

degenerirana svojstvena vrijednost, 282]

derivabilnost, [72] [I48]

derivacija, B0} [73) [7S) B2, (07}, (23
[45}, 179

derivacija produkta funkcija, 93]
derivacija kompozicije funkcija, [94]
derivacija kvocijenta funkcija,
derivacija produkta funkcija,
derivacija, druga, [74] [I09] [T10]
derivacije, vise, [74]

deriviranje, logaritamsko,
determinanta,

determinanta matrice, 273
determinanta, Slaterova, [276|
diferencijalna jednadzba, logisticka,
dijagonala matrice,
dijagonalizacija operatora, [285|
dijagonalna matrica, 285

dijeljenje polinoma,

dimenzija,

dipolni moment, [187]

diskriminanta,

diskriminanta kvadratne jednadZbe,
divergencija, nepravog integrala,
domena, [T1]

domena, prirodna,

e, A2, 50} [I27]

eksponencijalni oblik kompleksnog broja,
1 (0

ekstrem, globalni,
ekstrem, lokalni,
ekstremi, globalni, [120]

ekstremi, lokalni, [T11] [T13] [T14] [T16]
element,

element matrice, 254]

element skupa,

elementarne transformacije, 275]
elipsa, [106]

energija, Gibbsova, [120)
entalpije,

exp, 2]

faktorizacija polinoma, [I02]

fazna tranzicija, [141

formula, de Moivreova, [173

formula, Eulerova,

formula, Lagrangeova, [198

formula, Newton-Leibnizova, [86] [87]
frekvencija, kutna,

fundamentalni zakon recipro¢ne resetke,

212} 242
funkcija,
funkcija apsolutne vrijednosti, [T43]
funkcija gustoée vierojatnosti,
funkcija gustuce vjerojatnosti, [I17]
funkcija stanja,
funkcija zadana po dijelovima,
funkcija, afina, 22] 28] 215
funkcija, algebarska, [39] [40]
funkcija, derivabilna, [144]
funkcija, Dirichletova, [I43]

funkcija, eksponencijalna,

258
funkcija, elementarna, [40]
145

funkcija, glatka,
funkcija, hiperbolna,
funkcija, integrabilna, [148] [246]
funkcija, inverzna,
funkcija, kompleksna, [I61], [I67] 247]
funkcija, konkavna, (110
funkcija, konstantna,

funkcija, konveksna, [T09] [T10]
funkcija, kvadratna,

funkcija, linearna, 22} [I77], 243
funkcija, logaritamska,

funkcija, neelementarna,



funkcija, neparna, [16] (43} 55} (9} [85], 156,
289

funkcija, neprekidna, [121], [T40] [T48], [150],
[L52} 235]

funkcija, ogranicena, [147]

funkcija, padajuéa, 49,
[ 4]

funkcija, padajuca,

funkcija, parna,

funkcija, periodic¢na, [52H54] 56} [177]

funkcija, periodi¢na,

funkcija, po dijelovima neprekidna, [143]
[L50; 152

funkcija, podintegralna, [77],

funkcija, prava racionalna, [102]

funkcija, racionalna,

funkcija, rastuda, [41] [43] (49} (9} 111} [14]]

funkcija, rastuca,

funkcija, realna,

funkcija, Riemann-integrabilna, [14§]

funkcija, trancendentna, [40]

funkcija, transcendentna, 59|

funkcija, trigonometrijska,

funkcija, valna,

funkcija, vertikalna, [T29]

funkcije, ciklometrijske,

funkcije, trigonometrijske, [I73]

funkcional, linearni,

gama-funkcija,
GauBova metoda eliminacija, [224] [226]
[230} 270]

glavna vrijednost argumenta, [166|

graf funkcije,
granice integrala, [82]

gustoca,

homogeni sustav linearnih jednadzbi, 219]

221} 229
homogenost, [67] 249]
homogenost deriviranja,
horizontalna asimptota,

ideniteta, [77]

identiteta, [12] 23] [L67]

imaginarna jedinica, [IG5]

imaginarni dio kompleksnog broja, [165

injekcija, [16], [47]

integrabilnost,

integral, [77]

integral, neodredeni, [77], [78] [88} [147]

integral, nepravi,

integral, odredeni, [83] [85] [89, [147]
(1438} [150} [T54] [16T]

integral, Riemannov, [87] [[48|
integriranje racionalnih funkcija, [L02

interval,
invarijante operatora, [277] [283
invertibilna matrica, [268

inverz funkcije, Fi_ﬂ @

inverz matrice, [272)

inverzija, [25]]

inverzna funkcija,

inverzna matrica, 268] 272} 270]
ishodiste, 201}, [202]

ishodiste,

izjednacavanje kemijske jednadzbe, 221]
iznos geometrijskog vektora,
iznos vektora,

jakost struje,
jedini¢na éelija,

jedini¢na matrica, 274]

gustoca vjerojatnosti, Maxwell—Boltzmannd'@él,iniéni operator, [205

[I17, 129
Hamiltonijan,

hermitski konjugirana matrica, 274]
hiperbolne funkcije,
homogeni sustav linearnih jednadzbi, [220]

237} [267] [283]

jedinica, mjerna, [2]
jedinstvenost limesa, [131]
jednadBa, diferencijalna,
jednadzba krivulje, eksplicitna, [105]
jednadzba pravca, implicitna,
jednadzba stanja idealnog plina, [90)
jednadzba, linearna, [219




jednadzba, diferencijalna, [75] [78] konvergencija, nepravog integrala, [I55]

237 158
jednadzba, homogena linearna, 219 koordinate, [§], [185] [T8SHIOT], [193] [201],
jednadzba, kvadratna, [220], [239], [248], [253], [250]
jednadzba, linearna, 201}, 15| 236, 249, koordinate vektora, [220] [239]
koordinatne osi, [7}
jednadzba, Schrédingerova, 280 koordinatne ravnine,
jednadzba pravca, 202] koordinatni sustav, [201]

jednadzba stanja idealnog plina, koordinatni sustav, Kartezijev,
24, 36| korijen, [38|

jednadzba tangente na graf funkcije, [f0] korijeni, [47]

jednadzba, Henderson-Hasselbalchova, korjenovanje, [}, [3§]

jednadzba, kvadratna, 27} [T65] korjenovanje kompleksnih brojeva,

jednadzba, linearna, [215H218 kosinus, [53] 54}, 56, 57, 193]
kosinus hiperbolni,

kanonski oblik jednadzbe pravca, 208 kotangens, [56]

kapacitet, toplinski, kotangens hiperbolni,
karakteristi¢na jednadzba operatora, [283) kratnost nultocke polinoma,
kinetika, kemijska, 24 [71] [[08 kristalografska restrikcija, [279]
kiralnost, krivulja, [201]
Kirchhoffov zakon, drugi, [06] krivulja u prostoru, 208
kodomena, krivulja u ravnini, [L05
koeficijent brzine reakcije, krivulja, integralna,
koeficijent smjera, 22} [70] krivulja, parametarski zadana, [105
koeficijent, stehiometrijski, kru%n%ca, @ N
koeficijent, vodeéi (kvadratna f.), kru%n%ca, jedinicna,
koeficijent, vodeéi (polinoma), kruznice, [175 _

R . kut izmedu vektora
koeficijenti polinoma, . ’
kolinearnost, 239 kut izmedu dva vektora, [193
komplanarnost, kut izmedu pravca i ravnine,

kompleksno konjugiranje, [I61] [I67} [I7]] llzuz izmedu vektora,
kompozicija, 252 ut pravaca, 210]

kompozicija funkcija, kvadranti, N
L . kvantna teorija, [I6]]
kompozicija linearnih operatora, [264]

komutativnost, [ L’Hopital-ovo pravilo, 13§

komutator, [265] L’Hospital-ovo pravilo,

konkavnost, [108] [109} T12] [I13] Lagrangeov teorem o srednjoj vrijednosti,
konstanta, e\

konstanta disocijacije, [51] lancanica, [43]

konstanta integracije, [77] lan¢ano pravilo, [94]

konstanta, Columbova, [89] Laplaceov razvoj,

konstanta, opéa plinska, lemniskata, Bernoullijeva,

konveksnost, [T08], [109], [112], [113] limes funkcije,




limes funkcije u beskonacnosti, [125] [127],
131

limes funkcije u tocki, [I30] [131], [I35]

limes kompozicije funkcija, [142

limes kvocijenta funkcija, [I33]

limes produkta funkcija, [133

limes razlike funkcija, [133

limes slijeva,

limes u tocki,

limes zbroja funkcija, [133]

limes zdesna, [131

limes, beskonacan, [135]

limes, jednostrani,

limesi racionalnih funkcija, [127]

linearan operator, [260

linearizacija,

linearizacija neafine ovisnosti,

linearna diferencijalna jednadzba prvog
reda, homogena, [237]

linearna kombinacija, 236

linearna nezavisnost, 238] 241}, 247]

linearna zavisnost,

linearni funkcional, 261 264]
linearni operator, [268

linearnost, 249

linearnost deriviranja, [73] [77]
linearnost integriranja, [77]
linearnost odredenog integrala,
In,

log,

logaritam, dekadski,

logaritam, prirodni, [50] [87]

maksimum funkcije, 26|
maksimum, globalni, [T19]

maksimum, lokalni, [T10] [I16]

masa, [89

matrica, [254]

matrica linearnog operatora,
259} [260}, [283), [285]

matrica sustava, [225] [226] [266]

matrica sustava linearnih jednadzbi,
matrica, dijagonalna, 274]
matrica, gornjetrokutasta,

matrica, hermitska, 272} 280]

matrica, invertibilna, 282]

matrica, jedini¢na, 255] 2606}, [269]

matrica, kompleksna,

matrica, kvadratna, [254]

matrica, ortogonalna, 259 R71], 272] 276]

matrica, realna,

matrica, simetri¢na, [2806]

matrica, simetri¢na,

matrica, skalarna,

matrica, transponirana, 277]

matrica-stupac, [260]

medumrezni razmak, P11 212] [242] 244]

metoda supstitucije, [I04]

metoda supstitucije (integrali),

metoda supstitucije (sustavi linearnih
jednadzbi),

metoda supstitucije za integrale,

Millerovi indeksi, [204]

mimoilazni pravci, [209

minimum funkcije, [26]

minimum, globalni, [T19]

minimum, lokalni, [T10} [I16]

mjerne jedinice u derivacijama,

mjerne jedinice u integralima, [79] [I52]

mnozenje vektora skalarom,

mnozenje geometrijskih vektora skala-

rom, [I87]
mnozZenje matrica,
mnoZenje matrice skalarom, [263]
mnozenje vektora skalarom,
234
moment sile,
monom, [28] [33] [236]

nehomogeni sustav linearnih jednadzbi,
219

neodredeni izrazi kod limesa, [I3§]

neodredeni izrazi u limesima, (138

nepostojanje derivacije, [01]

neprekidnost,

neprekidnost u tocki,

neutralni element, [4]

Newton-Leibnizova formula, [I50]




Newtonov zakon grijanja i hladenja, [04]

norma vektora,

normiranost funkcije gustoce vjerojat-

nosti, [I60]
nulfunkcional, 250]
nulmatrica,

nuloperator,
nultocka, visestruka,

nultocke funkcije,
nulvektor, [182] [183] [186} [234] [235] [255]

ocekivana vrijednost slucajne varijable,
161

oduzimanje geometrijskih vektora, [I87]

oduzimanje matrica, [262

oduzimanje vektora, 235

okomitost praca na ravninu, 210

okomitost pravaca, [210]

okomitost ravnina, 205

opca plinska konstanta,

opéa jednadzba ravnine, 202]

operator, 249

operator deriviranja, 250} 255

operator simetrije, 25TH253] [258], 272]
277} 282

operator skaliranja, [242] 248] 251}, 255),
271}, 280}, 231]

operator, jedinic¢ni,

operator, linearni, 280]

operator, ortogonalni,

operatori simetrija, [28]]

operatori simetrije, 257]

orbitala, [161]

orbitala, 1s, [42]

orbitala, atomska, [162]

ordinata, [§] [207]

orijentacija vektora, [183

ortogonalna matrica, [270]

ortogonalnost funkcija, [163

ortogonalnost vektora, 247]

o0s, polarna,

osna simetrija, [250]

osnovni teorem infinitezimalnog racuna,
100

oznacavanje osi,
oznaka derivacije,
oznake derivacija, [74]

p[H],

parabola,

paralelnost pravaca, [209]

paralelnost pravca i ravnine, 211
paralelnost ravnina, [203
parametarske jednadzbe pravca, [207]
parametarske jednadzbe ravnine, [205

parametri baze, [188] [I89] [192], [193]
parcijalna integracija,
period, 53|

period, temeljni,
periodi¢nost, [I70]
periodiénost,

pH, 5]

plin, idealni,

ploha,

pocetni uvjet, [79]

podrudéje integriranja,
podskup, [12]

polarna udaljenost,
polarne koordinate u ravnini, [I75]

polarni koordinatni sustav u ravnini,
polarni kut, [I75]

polinom, !
poloviste duzine, 201

pomak, fazni,

postojanje limesa funkcije, [I3]]
potencija, opéa, [97]

potencija, opéa, p2|

potencijal, Lennard-Jonesov,
potenciranje, []

potenciranje kompleksnih brojeva,
potprostor vektorskog prostora, [237]

potprostor, pravi, [237]
potprostor, svojstveni, 280}, [281]
potprostor, trivijalni,
povrsina paralelograma, [196
pravac, brojevni, [7]

pravac, horizontalni,




pravac, vertikalni, [I0]
pravokutni koordinatni sustav, [7]
prekid prve vrste, [I4]]

prekid, bitan,

prikaz vektora u bazi, 239
primitivna funkcija,

princip homogenosti,
prirodna domena,

problem povrSine,

problem tangente, [69] [82]
produkt funkcija, skalarni, [163

produkt, mjesovita, [200]
produkt, mjeSoviti,
produkt, skalarni, [192] [193], [199, [242]
2406} 259} [260]
produkt, vektorski, [I97] 199} 273]
projekcija, ortogonalna,
promjena baze, 241
proporcionalnost, 23]
proporcionalnost, obrnuta,
prosjecna vrijednost,
prosjecna vrijednosti, [151
prostor, direktni, [I9§]
prostor, reciprocni,
prostor, trivijalan, 235]
prostor, unitarni, [242]

prostor, vektorski, [I87] 260} [263]

provjera linearne nezavisnosti, [241

racun, infinitezimalni, [67]
racunske operacije,

rad, 89 [122]

rad, elektri¢ni,

rad, kemijski, 89

rad, mehanicki,

rad, volumni, [89]

radij-vektor,

radijan, [54]

rastav na parcijalne razlomke,
ravnina, 207}, [203]

ravnina, mrezna,
reSetka,

reSetka, kristalna,

reakcija nultog reda,

reakcija prvog reda, [24]

realna funkcija jedne varijable,
realni dio kompleksnog broja, [165]
red matrice,

red reakcije, [61]

red rotacije, [252

red veli¢ine,

refleksija,

regularna matrica, [268

reprezentant vektora, [I82]

restrikcija funkcije, [A7]

rjeSenje diferencijalne jednadzbe, [74]
rjeSenje, partikularno,
rjeSenje, trivijalno, 220]

rjeSenje linearne jednadZbe,
rjeSenje sustava linearnih jednadzbi, 219
rotacija, [I67], [I72], 252}, 279], 28T]
rotacija ravnine, 258

rotoinverzija, 252

rotorefleksija,

Sarrusovo pravilo,

segmentni oblik jednadzbe ravnine, 200]
sekanta,

signum, [84] [92]

sila, konzervativna,

simetrija, 253] 277]

simetrija, centralna, 251], 252] 255 81]
simetrija, osna, [167], 252}, 257] [287]
simetrija, rotacijska,
simetrije, [25]]

sinus, [531{57]

sinus hiperbolni,

skalar, [I8T], [184] 234]

skalarni produkt,

skaliranje funkcije, [I8]

skok,

skup, 3]

skup cijelih brojeva,

skup prirodnih brojeva, [3]

skup racionalnih brojeva,

skup realnih brojeva,

slika funkcije, [I3] [12]]
slobodni ¢lan,




slobodni pad, [79]

sluc¢ajna varijabla, kontinuirana,
slucajna varijabla, kotinuirana, [160
smjer ravnine, [203]

smjer vektora, [183

spektar operatora, @

spirala, Arhimedova,

spirala, hiperbolna,

sredina, aritmeticka, [123]

sredina, geometrijska,
stehiometrija, [220]

stehiometrijski koeficijent, 221]

stupanj polinoma,

subdivizija, [147]

subdivizija, ekvidistantna,

suma, integralna,

surjekcija, [16}, [47]

sustav jednadzbi,

sustav linearnih jednadzbi, 222] 223] 237}

[266}, [269
sustav linearnih jednadzbi,

sustav, Cramerov, 269]

sustav, homogen,

sustav, koordinatni, [I90]

sustav, kristalni,

sustavi bez rjesenja, [228

sustavi s beskona¢no mnogo rjesenja, 229
sustavi s jedinstvenim rjesenjem, [228
svojstvena vrijednost,

svojstveni potprostor, [283]

svojstveni vektor, 283

tabli¢no integriranje,
tablica derivacija, [72]

tangens, [56], [L76]

tangens hiperbolni, 43|

tangenta, 69, 01} [106], 132} [144]

teziti, [[24

temeljni zakon reciprocne resetke, 212]
tenzor, metricki,

teorem o dijeljenju polinoma, [29]
teorem srednje vrijednosti za integrale,

152

teorem srednje vrijednosti, Lagrangeov,
[1o0H102)

teorem, Binet-Cauchyjev, [276|

teorem, Bolzano-Weierstra$-ov, [121]

teorem, Bolzano-Weierstraflov,
151

termodinamika,

termodinamika, statisticka, [I17]

tip matrice, [254]

tocka infleksije, 113} [T14]

tocka prekida,

tocka, kritic¢na,

tocka, stacionarna, [I14]

to¢no ako,

tocka infleksije, [112]

tocka prekida,

tok funkcije, [59], [123], [124], [126], [129]

trag, (277} E53

trag matrice, [264]

transformacije grafova, [17] [64]

transformacije, elementarne,

translacija, [L68]

translacija grafa funkcije, [I§]

transponirana matrica, [274]

transponiranje, [277]

trigonometrijske funkcije,

trigonometrijski zapis kompleksnog broja,
v

udaljenost, 194

udaljenost tocke od ravnine, [213
uklonjivi prekid,

uredeni par, [7]

uvjeti, pocetni,

valna duljina, 53|

varijabla,

varijabla, diskretna, 2]

varijabla, kontinuirana,

varijabla, kontinuirana slucajna, [159

varijabla, nezavisna, [T}, [§] [IT]
varijabla, zavisna,
vektor, [I81] 234

vektor normale, [203|




vektor smjera pravca, [207]

vektor, euklidski,

vektor, geometrijski, [I81], [182] 242 251]
vektor, jedinic¢ni,

vektor, suprotni,

vektor, svojstveni, 280]

vektori, kolinearni, [183],

vektorski prostor, beskona¢nodimenziona-
lan,

vektorski prostor, kompleksan, 234] [242]

vektorski prostor, kompleksni, 242]

vektorski prostor, konac¢nodimenziona-
lan, 239

vektorski prostor, realan,

vektorski prostor, realni, [I87]

veliATina, skalarna,

veli¢ina, skalarna,

veli¢ina, vektorska, [I8]]

viSestruko deriviranje, [74]

visestruka nultocka polinoma, [30], [T03]

vjerojatnosni prostor, [I59]

vjerojatnost, [IT7], [I59], [I60]

vodedi ¢lan polinoma,

volumen paralelepipeda,

vrijednost, svojstvena, [280]

Weissovi parametri,

zakon ocuvanja energije,

zakon, Arrheniusov,

zakon, drugi Kirchhoffov, [06]

zakon, drugi Newtonov,
zakon, Hessov, [236]

zakon, Kohlrauschov,

zakon, Ostwaldov,

zakrivljenost grafa, [I08] [I10]
zaokruzivanje, [7]

zbrajanje geometrijskih vektora, [I86] [I97]
zbrajanje matrica, [262

zbrajanje vektora, [186] [I87] [191] 234]
znacajne znamenke, [0]

znamenka,

znanstvena notacija, [0]

zrcaljenje, [[67] (2501

zrcaljenje grafa funkcije, [I7]
zrcaljenje prostora, [258
zrcaljenje ravnine, 257]
zrcalna simetrija, [258
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