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Bernoullijevi pokusi &

Bernoullijev pokus

Sluéajni pokusi s dva elementarna dogadaja nazivaju se
Bernoullijevi pokusi. Ako je vjerojatnost jednog od njih, nazovimo
ga ,,uspjehom”, p, onda je vjerojatnost drugog (,,neuspjeha*)
uviegk g =1 — p.
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Bernoullijev pokus

Sluéajni pokusi s dva elementarna dogadaja nazivaju se
Bernoullijevi pokusi. Ako je vjerojatnost jednog od njih, nazovimo
ga ,,uspjehom”, p, onda je vjerojatnost drugog (,,neuspjeha*)
uviegk g =1 — p.

.

Slu&ajni pokus izlaska na ispit iz Matematike 1 na prvom roku
moZemo gledati kao Bernoullijev pokus ako razlikujemo samo dva

dogadaja: ,,pad ispita“ i ,,prolaz ispita“. U tom slu¢aju imamo
Bernoullijev pokus s p = P>345 i q = Py.

.
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Binomna razdioba @

Ako uzastopno (nezavisno) ponavljamo Bernoullijev pokus n puta,
a zanima nas vjerojatnost P,(k) da se uspjeh dogodio k puta, ta
vjerojatnost se moZe izracunati formulom binomne raspodjele:

Pn(k) = (Z) pkq" %, k=01,....n

gdje je (Z) = w tzv. binomni koeficijent.


https://www.youtube.com/shorts/MnBBV73KbDo

Binomna razdioba
0000000000

Binomna razdioba @

Ako uzastopno (nezavisno) ponavljamo Bernoullijev pokus n puta,
a zanima nas vjerojatnost P,(k) da se uspjeh dogodio k puta, ta
vjerojatnost se moZe izracunati formulom binomne raspodjele:

Pn(k) = (Z) pkq" %, k=01,....n

gdje je (Z) = w tzv. binomni koeficijent.

Za sluc¢aj p = % primjerice za uzastopno bacanje novcica, formula

binomne razdiobe poprima oblik Pp(k) = 2%, (D)
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a zanima nas vjerojatnost P,(k) da se uspjeh dogodio k puta, ta
vjerojatnost se moZe izracunati formulom binomne raspodjele:

Pn(k) = (Z) pkq" %, k=01,....n

gdje je (Z) = w tzv. binomni koeficijent.

Za sluc¢aj p = % primjerice za uzastopno bacanje novcica, formula

binomne razdiobe poprima oblik Pp(k) = 2%, (D)

Quincunx (Galtonova plota)
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Zakon velikih brojeva &

U statistici se iz puno rezultata slu¢ajnog pokusa za koji nisu
poznate teorijske vjerojatnosti pokusavaju izvesti zakljuéci o
vjerojatnostima. Tu koristimo tzv. empirijsku vjerojatnost
(vjerojatnost a posteriori), definiranu kao iznos oko kojeg se
grupiraju relativne frekvencije razmatranog dogadaja.

Ako se prati radioaktivni raspad kod 1000 istovrsnih atoma u istim
uvjetima tijekom jedne sekunde, te ako se utvrdi da je u toj
sekundi se raspalo njih 155, vjerojatnost da se jedan atom te vrste
raspadne unutar jedne sekunde moZemo procijeniti s 15,5 %.
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U statistici se iz puno rezultata slu¢ajnog pokusa za koji nisu
poznate teorijske vjerojatnosti pokusavaju izvesti zakljuéci o
vjerojatnostima. Tu koristimo tzv. empirijsku vjerojatnost
(vjerojatnost a posteriori), definiranu kao iznos oko kojeg se
grupiraju relativne frekvencije razmatranog dogadaja.

Ako se prati radioaktivni raspad kod 1000 istovrsnih atoma u istim
uvjetima tijekom jedne sekunde, te ako se utvrdi da je u toj
sekundi se raspalo njih 155, vjerojatnost da se jedan atom te vrste
raspadne unutar jedne sekunde moZemo procijeniti s 15,5 %.

Veza izmedu vjerojatnosti a posteriori i vjerojantosti a priori

(teorijske vjerojatnosti) dana je (slabim) zakonom velikih brojeva:
Kako se povecava broj opazanja, relativna frekvencija dogadaja A
postaje sve bliza teorijskoj vjerojatnosti od A u jednom izvodenju

naleiicea
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Ako uzastopno bacamo pravedni nov¢icé, s porastom broja bacanja
relativna frekvencija glava ce biti sve bliza P(A) = 50%. To ne
znaci da Ce s porastom broja pokusa apsolutne frekvencije pisma i
glava postajati sve bliZe.

Broj bacanja ‘ Broj G ‘ Rel. frekv. G ‘ |G — P| ‘

10 6 60 % 2

100 55 55% 10
1000 520 52% 40
10000 5305 5305 % 610
100000 | 50300 5030 % 600
1000000 | 502000 5020 % 4000
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Za nasumicno odabranog studenta koji prijavi prvi rok vjerojatnost
P> 345 prolaska ispita iz Matematike 1 moZemo procijeniti kao s
P>345 = 37,50 %.

Codina Hroj Pismeni Pralmnast Usmeni Prolamast || Prolenost
prijora 1 2 3 4 L riamend 1 2 3 4(5 USTETH

25./25. ] T10]10] 4| Of 7742% |11 8 4[1(0 41,94 %
24,725, 13 T 5] 2] 0f 0f 538% 2 41 0(0]0

23./24. 18 21 2 7| 5[ 2| 8880% (|12] 0] 0|31

211, 13 1] 1] 3] 4 4] 2231% 4] 3| 113

20. /21, 45 O] 7| 811|100 8000% [[22] 4] 4|42 |
19. /2. ] Of 3] 1] 3 1 wo00% || 3] 1| 301 6250% || 6250%
Ukupno 128 || 26|28 |31 (27| 17| 80475 [ 54|20 (12|97 | 47.06% | 37504
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Zelimo predvidjeti vjerojatnost rezultata m : n u uskoro nadolazecoj
utakmici D-G.
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Zelimo predvidjeti vjerojatnost rezultata m : n u uskoro nadolazecoj
utakmici D-G. Osnovni model koristi binomnu razdiobu, u kojoj se
uzima da je upucivanje udarca prema protivni¢kim vratima
Bernoullijev pokus s p jednakom uspjesnosti (kvocijentu broja
pogodaka i udaraca) pojedine moméadi i da je rezultat posljedica
nezavisnog slijeda i takvih pokusa (gdje je i blizu prosje¢nog broja
udaraca) te da su brojevi pogodaka D i G bar priblizno nezavisni.
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utakmici D-G. Osnovni model koristi binomnu razdiobu, u kojoj se
uzima da je upucivanje udarca prema protivni¢kim vratima
Bernoullijev pokus s p jednakom uspjesnosti (kvocijentu broja
pogodaka i udaraca) pojedine moméadi i da je rezultat posljedica
nezavisnog slijeda i takvih pokusa (gdje je i blizu prosje¢nog broja
udaraca) te da su brojevi pogodaka D i G bar priblizno nezavisni.
Ako D u prosjeku daje a golova po utakmici i pritom u prosjeku
upucuje A udaraca prema protivni¢kim vratima, to znaci da je
uspjesnost D pp = 3.
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Zelimo predvidjeti vjerojatnost rezultata m : n u uskoro nadolazecoj
utakmici D-G. Osnovni model koristi binomnu razdiobu, u kojoj se
uzima da je upucivanje udarca prema protivni¢kim vratima
Bernoullijev pokus s p jednakom uspjesnosti (kvocijentu broja
pogodaka i udaraca) pojedine moméadi i da je rezultat posljedica
nezavisnog slijeda i takvih pokusa (gdje je i blizu prosje¢nog broja
udaraca) te da su brojevi pogodaka D i G bar priblizno nezavisni.
Ako D u prosjeku daje a golova po utakmici i pritom u prosjeku
upucuje A udaraca prema protivni¢kim vratima, to znaci da je
uspjesnost D pp = . Ako G u prosjeku daje b golova po utakmici
i pritom u prosjeku upucuje B udaraca prema protivni¢kim vratima,
uspjesnost od G je pg = %. D ce najvjerojatnije uputiti k = |A] ili
[A] udaraca, a G e najvjerojatnije uputiti ¢ = | B] ili | B| udaraca:

P = (;) <i> pB(1— pp)*"pe (1 — pe) "

= g =
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Uzastopno bacamo kockicu i zanima nas kladenje na padanje bar
Jedne E3. Recimo da uzastopno 20 puta nije pala 3. Zna¢&i Ii to da
Je sad vjerojatnije da u sljedecem bacanju padne E¥7?
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Uzastopno bacamo kockicu i zanima nas kladenje na padanje bar

Jedne E3. Recimo da uzastopno 20 puta nije pala 3. Zna¢&i Ii to da
Je sad vjerojatnije da u sljedecem bacanju padne E¥7?

Ne! Kao prvo, kockica nema memoriju, nego je u svakom bacanju

vjerojatnost da padne &8 jednaka tocno %.
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Uzastopno bacamo kockicu i zanima nas kladenje na padanje bar
Jedne E3. Recimo da uzastopno 20 puta nije pala 3. Zna¢&i Ii to da
Je sad vjerojatnije da u sljedecem bacanju padne E¥7?

Ne! Kao prvo, kockica nema memoriju, nego je u svakom bacanju
vjerojatnost da padne &8 jednaka tocno %.
Nadalje, zakon velikih brojeva se odnosi na neodredeno velik broj
bacanja, odnosno ne odnosi se na njihov ma koliko velik konacan
broj. Ako bismo kockicu bacali jako puno puta, recimo milijun,
ovih prvih 20 (pa i puno vise) ne-Sestica postaju tek

% = 0,00002 od svega, te se nece primijetiti u tome da ée u
tih milijun bacanja udio &3 biti ipak blize %: Zakon velikih brojeva
djeluje kroz samu brojnost ponavljanja pokusa, a ne kroz
mijenjanje vjerojatnosti u pojedinom izvodenju.
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Kako raspoznati stvarni od izmisljenog niza od, recimo, 20,
bacanja novcica?



https://statisticsfundamentals.com/calculators/coin-toss-streak-calculator/
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Kako raspoznati stvarni od izmisljenog niza od, recimo, 20,
bacanja novcica?

© Je li niz prepravilan?



https://statisticsfundamentals.com/calculators/coin-toss-streak-calculator/
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Kako raspoznati stvarni od izmisljenog niza od, recimo, 20,
bacanja novcica?
@ Je li niz prepravilan? Opcenito, ljudi kad zapisuju zamisljene
rezultate bacanja nov¢i¢a imaju tendenciju precesto mijenjati
P u G i obrnuto. Ako su bacanja stvarno nezavisna, parovi
GG, GP, PG i PP se u prosjeku pojavljuju jednako Cesto.
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P u G i obrnuto. Ako su bacanja stvarno nezavisna, parovi
GG, GP, PG i PP se u prosjeku pojavljuju jednako Cesto.

@ Kiriva interpretacija zakona velikih brojeva: nije vjerojatno da
P i G bude jednako mnogo.
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@ Kiriva interpretacija zakona velikih brojeva: nije vjerojatno da
P i G bude jednako mnogo. Za 20 bacanja, vjerojatnost
10 : 10 je samo oko 17,62 %, a s porastom broja bacanja
vjerojatnost to¢nog prepolavljanja se smanjuje.
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© Potcjenjivanje vjerojatnosti nizova PP...P i GG. .. G.
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Kako raspoznati stvarni od izmisljenog niza od, recimo, 20,
bacanja novcica?

@ Je li niz prepravilan? Opcenito, ljudi kad zapisuju zamisljene
rezultate bacanja nov¢i¢a imaju tendenciju precesto mijenjati
P u G i obrnuto. Ako su bacanja stvarno nezavisna, parovi
GG, GP, PG i PP se u prosjeku pojavljuju jednako Cesto.
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P i G bude jednako mnogo. Za 20 bacanja, vjerojatnost
10 : 10 je samo oko 17,62 %, a s porastom broja bacanja
vjerojatnost to¢nog prepolavljanja se smanjuje.

© Potcjenjivanje vjerojatnosti nizova PP... P i GG. .. G. Vec kod
20 bacanja vjerojatnost bar 4 uzastopna ili pisma ili glave je
preko 76 %, a njih 5 preko 45 %.; vjerojatnost da nema bar
Jjednog niza od vise od tri uzastopna pisma ili glave je samo
oko 23 %.
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Sto se vise isplati u lotu, uvijek igrati iste brojeve, uvijek odigrati
neke brojeve koji se nisu pojavili u zadnjih recimo desetak
izvla&enja, ili pak svaki put nasumi¢no birati brojeve?
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Zadatak

Sto se vise isplati u lotu, uvijek igrati iste brojeve, uvijek odigrati
neke brojeve koji se nisu pojavili u zadnjih recimo desetak
izvlaenja, ili pak svaki put nasumiéno birati brojeve? Svejedno je!

Prema zakonu velikih brojeva i rezultatima primjera iz proslog
predavanja, ako se tri opisane igre s kockicama A, B i C ponavljaju
Jako puno puta, u igri A protiv B ¢e dugoro&no &esce (7 : 5)
pobjedivati A, u igri B protiv C ¢e dugoro&no &esce (7 : 5)
pobjedivati B i u igri C protiv A ¢e dugoro&no &esce (25 : 11)
pobjedivati C.
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Zadatak

Sto se vise isplati u lotu, uvijek igrati iste brojeve, uvijek odigrati
neke brojeve koji se nisu pojavili u zadnjih recimo desetak
izvlaenja, ili pak svaki put nasumiéno birati brojeve? Svejedno je!

Prema zakonu velikih brojeva i rezultatima primjera iz proslog
predavanja, ako se tri opisane igre s kockicama A, B i C ponavljaju
Jako puno puta, u igri A protiv B ¢e dugoro&no &esce (7 : 5)
pobjedivati A, u igri B protiv C ¢e dugoro&no &esce (7 : 5)
pobjedivati B i u igri C protiv A ¢e dugoro&no &esce (25 : 11)
pobjedivati C. To znali da ako se dva igrac¢a dogovore da jedan
izabere bilo koju od kockica, a drugi jednu od preostale dvije, onaj
koji bira drugi je u prednosti jer uvijek moZe izabrati kockicu s
kojom ce, ako dovoljno dugo igraju, pobjedivati.
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Sto ako u igri iz prethodnog primjera igra&i uzimaju po dvije
jednake kockice, dakle po dvije A, dvije B ili dvije C pa gledamo
tko Ce baciti veci zbroj, hoce li i dalje biti bolje birati kao drugi?
Koje su sad vjerojatnosti pobjeda za sve moguce kombinacije?
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Sto ako u igri iz prethodnog primjera igra&i uzimaju po dvije
jednake kockice, dakle po dvije A, dvije B ili dvije C pa gledamo
tko Ce baciti veci zbroj, hoce li i dalje biti bolje birati kao drugi?
Koje su sad vjerojatnosti pobjeda za sve moguce kombinacije?

Necemo zadatak rijesiti u potpunosti, ali pogledajmo dvije kockice
A. S njima moZemo dobiti zbrojeve 6, 9 i 12:
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Sto ako u igri iz prethodnog primjera igra&i uzimaju po dvije
jednake kockice, dakle po dvije A, dvije B ili dvije C pa gledamo
tko Ce baciti veci zbroj, hoce li i dalje biti bolje birati kao drugi?
Koje su sad vjerojatnosti pobjeda za sve moguce kombinacije?

Necemo zadatak rijesiti u potpunosti, ali pogledajmo dvije kockice
A. S njima moZemo dobiti zbrojeve 6, 9 i 12:
@ Zbroj 6 dobijemo ako je na obje kockice pao 3, dakle s

vjerojatnosti 2 - 2 = 32
@ Zbroj 12 dobijemo ako je na obje kockice pao 6, dakle s
vjerojatnosti % . % = 3—16.

o U ostalim slucajevima past ¢e zbroj 9, s vjerojatnosti
25 1 _ 10

36 36 ~ 36°
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Sto ako u igri iz prethodnog primjera igra&i uzimaju po dvije
jednake kockice, dakle po dvije A, dvije B ili dvije C pa gledamo
tko Ce baciti veci zbroj, hoce li i dalje biti bolje birati kao drugi?
Koje su sad vjerojatnosti pobjeda za sve moguce kombinacije?

Necemo zadatak rijesiti u potpunosti, ali pogledajmo dvije kockice
A. S njima moZemo dobiti zbrojeve 6, 9 i 12:

@ Zbroj 6 dobijemo ako je na obje kockice pao 3, dakle s
vjerojatnosti 2 - 2 = 32
@ Zbroj 12 dobijemo ako je na obje kockice pao 6, dakle s
vjerojatnosti % . % = 3—16.
o U ostalim slucajevima past ¢e zbroj 9, s vjerojatnosti
25 1 _ 10

36 36 36
Analogno se izralunaju vjerojatnosti mogucih rezultata za po dvije

B i C, a nakon toga tablice mogudih rezultata za A protiv B, B
protiv C i C protiv A. Pokazuje se da je sad B jale od A, C ja&e od
BiAiaéeod C ©
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Koliko Vas je trenutno ovdje? Tko bi prihvatio okladu u omjeru 1:1 da
bar dvoje Vas ima isti dan rodendan? A da netko ima isti rodendan kao
ja?
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Koliko Vas je trenutno ovdje? Tko bi prihvatio okladu u omjeru 1:1 da
bar dvoje Vas ima isti dan rodendan? A da netko ima isti rodendan kao
ja? A omjer ...
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Koliko Vas je trenutno ovdje? Tko bi prihvatio okladu u omjeru 1:1 da
bar dvoje Vas ima isti dan rodendan? A da netko ima isti rodendan kao
ja? A omjer ...

Vjerojatnost da 2 osobe nemaju isti dan rodendan je 35

365’
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Koliko Vas je trenutno ovdje? Tko bi prihvatio okladu u omjeru 1:1 da
bar dvoje Vas ima isti dan rodendan? A da netko ima isti rodendan kao
ja? A omjer ...

Vjerojatnost da 2 osobe nemaju isti dan rodendan je

st - 364  363.
3 osobe nemaju isti dan rodendan je 3¢ - 3%,

364 .

3¢5, Vjerojatnost da
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Koliko Vas je trenutno ovdje? Tko bi prihvatio okladu u omjeru 1:1 da
bar dvoje Vas ima isti dan rodendan? A da netko ima isti rodendan kao
ja? A omjer ...

Vjerojatnost da 2 osobe nemaju isti dan rodendan je 35

3¢5, Vjerojatnost da
3 osobe nemaju isti dan rodendan je g%‘; . %; vjerojatnost da od n osoba
nikoje dvije ne dijele rodendan je

364-363-...-(365—n+1)
36571 o
365-364-...-343-...-(365—n+1) 365!

365" 3657 (365 — n)!
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Koliko Vas je trenutno ovdje? Tko bi prihvatio okladu u omjeru 1:1 da
bar dvoje Vas ima isti dan rodendan? A da netko ima isti rodendan kao
ja? A omjer ...

Vjerojatnost da 2 osobe nemaju isti dan rodendan je 35

3¢5, Vjerojatnost da
3 osobe nemaju isti dan rodendan je g%‘; . %; vjerojatnost da od n osoba
nikoje dvije ne dijele rodendan je

364-363-...-(365—n+1)

36571 B
_ 365-364-...-343-...-(365—n+1) 365!
B 365" 3657 (365 — n)!’
Vjerojatnost da bar dvije od 1 < n < 365 osoba dijele rodendan je

Poo=1- %. Naravno, za n > 365 vjerojatnost je 100 %.
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Koliko Vas je trenutno ovdje? Tko bi prihvatio okladu u omjeru 1:1 da
bar dvoje Vas ima isti dan rodendan? A da netko ima isti rodendan kao
ja? A omjer ...

Vjerojatnost da 2 osobe nemaju isti dan rodendan je %; vjerojatnost da
3 osobe nemaju isti dan rodendan je g%‘; . %; vjerojatnost da od n osoba

nikoje dvije ne dijele rodendan je

364-363-...-(365—n+1)
3651

_ 365-364-...-343-...-(365—n+1) 365!

B 365" 3657 (365 — n)!’
Vjerojatnost da bar dvije od 1 < n < 365 osoba dijele rodendan je
Poo=1- %. Naravno, za n > 365 vjerojatnost je 100 %.

Kladenje uz omjer 1 : 1 je isplativo za mene jer je vjerojatnije da sam u
pravu nego da nisam &m je n > 22: Py, &~ 47,57 %, P32 ~ 50,73 %.
Zasto je otito da vjerojatnosti P, brzo rastu?
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Koliko Vas je trenutno ovdje? Tko bi prihvatio okladu u omjeru 1:1 da
bar dvoje Vas ima isti dan rodendan? A da netko ima isti rodendan kao
ja? A omjer ...

Vjerojatnost da 2 osobe nemaju isti dan rodendan je
3 osobe nemaju isti dan rodendan je g%‘; . %;
nikoje dvije ne dijele rodendan je

364. \are
3¢5, Vjerojatnost da

vjerojatnost da od n osoba

364-363-...-(365—n+1)

36571
_ 365-364-...-343-...-(365—n+1) 365!
B 365" 3657 (365 — n)!’
Vjerojatnost da bar dvije od 1 < n < 365 osoba dijele rodendan je
Poo=1- %. Naravno, za n > 365 vjerojatnost je 100 %.

Kladenje uz omjer 1 : 1 je isplativo za mene jer je vjerojatnije da sam u
pravu nego da nisam &m je n > 22: Py, &~ 47,57 %, P32 ~ 50,73 %.
Zasto je otito da vjerojatnosti P, brzo rastu?

. . . . .« . . 364 n
VJerOJatnc?st da J.edna od n osoba ima rodendan kad i ja je 1 — (ﬁ) . Za
n > 3 to je manje od Py ».
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Otekivanje @

Octekivanje je teorijski prosje¢ni rezultat slu€ajnog pokusa ako se
pokus ponavlja jako puno puta (,,u beskonatnost”). Pritom se
pretpostavlja da smo elementarne dogadaje, ako nisu ve¢ sami po
sebi brojevi, opisali broj¢ano.
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Otekivanje @

Octekivanje je teorijski prosje¢ni rezultat slu€ajnog pokusa ako se
pokus ponavlja jako puno puta (,,u beskonatnost”). Pritom se
pretpostavlja da smo elementarne dogadaje, ako nisu ve¢ sami po
sebi brojevi, opisali broj¢ano. Formalno se to poistovjecivanje
provodi uvodenjem pojma sluajne varijable, tj. funkcije X koja
elementarnim dogadajima promatranog pokusa pridruZuje (realne)
brojeve. Zbog zakona velikih brojeva, prosje¢ni rezultat opazanja s
povecanjem broja izvodenja slu¢ajnog pokusa postaje sve blizi
ocekivanju.

Ocekivanje za konatni slucaj

Ako sluéajni pokus ima samo kona¢no mnogo mogucih ishoda,
olekivanje u slucajne varijable X je jednako zbroju umnoZaka
vjerojatnosti s iznosima koje X pridruZuje pojedinaénim
elementarnim dogadajima. Za slu¢aj binomne razdiobe je i = np.
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Za bacanje kockice, uz X koja redom elementarne dogadaje (-], (J,
(3, &3, &, B9 poistovjecuje s brojevima 1, 2, 3, 4, 5, 6 je

1 1 1 1 1 21
=—-14--24+--34+—--44+—--54+—--6=—=35.
Hee ' T8 e T T T 6~
lako 3,5 ne moZe biti ishod bacanja kockice, za jako velik broj
bacanja ée prosjecan iznos svih rezultata biti blizu 3,5.
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Za bacanje kockice, uz X koja redom elementarne dogadaje (-], (J,
(3, &3, &, B9 poistovjecuje s brojevima 1, 2, 3, 4, 5, 6 je
1 1 1 1 1 1 21
=—-14--24--34--44+—--5+—--6=— =35.
Hee ' T8 e T T T 6
lako 3,5 ne moZe biti ishod bacanja kockice, za jako velik broj
bacanja ée prosjecan iznos svih rezultata biti blizu 3,5.

Ako je u jednom (Benoullijevom) pokusu vjerojatnost nekog
dogadaja p, ocekivana relativna frekvencija tog dogadaja u puno
pokusa je p. Dok nam ocekivanje daje dugoro¢ni prosje¢ni rezultat,
to ne znadi da povremeno neée biti i vedih odstupanja od njega.
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Za bacanje kockice, uz X koja redom elementarne dogadaje (-], (J,
(3, &3, &, B9 poistovjecuje s brojevima 1, 2, 3, 4, 5, 6 je
1 1 1 1 1 1 21
=—-14--24--34--44+—--5+—--6=— =35.
Hee ' T8 e T T T 6
lako 3,5 ne moZe biti ishod bacanja kockice, za jako velik broj
bacanja ée prosjecan iznos svih rezultata biti blizu 3,5.

Ako je u jednom (Benoullijevom) pokusu vjerojatnost nekog
dogadaja p, ocekivana relativna frekvencija tog dogadaja u puno
pokusa je p. Dok nam ocekivanje daje dugoro¢ni prosje¢ni rezultat,
to ne znadi da povremeno neée biti i vedih odstupanja od njega.

Standardna devijacija

Standardna devijacija je mjera rasipanja rezultata oko o&ekivanog
(prosje€nog). Za binomnu razdiobu s n pokusa standardna
devijacija iznosi 0 = /npq.
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Binomna razdioba se s porastom izvodenja priblizavaju normalnoj
razdiobi i koristedi istu dobiva se sljedece pravilo: Oko 68 % svih
rezultata nalazit ¢e se unutar p + o, oko 95% unutar i + 20 i oko
99,7 % unutar p + 30.

U kazinu igrate rulet (standardni, s utorima 0 i 1-36), pri éemu u
svakom krugu ulaZete po 1 €na jedan broj. Ako ste pogodili, u tom
krugu Cete dobiti svoj ulog natrag i jos 35 euro, a suprotnom gubite
svoj ulog.

U pojedinom krugu vjerojatnost dobitka 35 €je 3% a vjerojatnost
gubitka 1 €je 2. Dakle, olekivani dobitak u jednom krugu iznosi
£ (+35) + 2. (—1) = — % eura, tj. olekujete gubitak od 0,027
eura po krugu, odnosno ocekujete gubitak od 27 centi u deset
krugova. Dakle, igra¢ koji uzastopono ulaZe isti iznos na jedan broj
dugoro&no moZe olekivati gubitak od 2,7%. To je samo prosje¢ni

gubitak i to naravno ne znaci da povremeno nece i dobijati.
.e .e . . . _ 36 _ 6
Standardna devijacija ovdje iznosi ¢ = \/n 57x = 35\/n.
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Marta i Martina igraju igricu. Marta kaZe: ,,Bacit ¢u tri novc¢ica u
zrak. Ako svi padnu na pismo ili ako svi padnu na glavu, dat Cu ti
2 eura, ali ako padnu ikako drugalije, ti ¢es meni dati 1 euro. “
Martina razmislja: ,,Ako od tri novcica dva padnu razli¢ito, treci ce
pasti jednako kao jedan od njih. A ako dva padnu jednako, treci ée
ili pasti kao oni ili ¢e pasti razli¢ito. Za to su Sanse jednake. Dakle,
jednako je vjerojatno da Ce pasti tri jednako i da nece, a Ana ulaZe
dvaput vise nego ja, dakle sam ja u prednosti. “ | tako Martina
prihvaca okladu. Je li to bilo pametno?
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Marta i Martina igraju igricu. Marta kaZe: ,,Bacit ¢u tri novc¢ica u
zrak. Ako svi padnu na pismo ili ako svi padnu na glavu, dat Cu ti
2 eura, ali ako padnu ikako drugalije, ti ¢es meni dati 1 euro. “
Martina razmislja: ,,Ako od tri novcica dva padnu razli¢ito, treci ce
pasti jednako kao jedan od njih. A ako dva padnu jednako, treci ée
ili pasti kao oni ili ¢e pasti razli¢ito. Za to su Sanse jednake. Dakle,
jednako je vjerojatno da Ce pasti tri jednako i da nece, a Ana ulaZe
dvaput vise nego ja, dakle sam ja u prednosti. “ | tako Martina
prihvaca okladu. Je li to bilo pametno?

Nije. Baciti 3 nov¢ica istovremeno isto je kao baciti jedan od njih 3

puta: binomna razdiobas n=3ip= %
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Marta i Martina igraju igricu. Marta kaZe: ,,Bacit ¢u tri novc¢ica u
zrak. Ako svi padnu na pismo ili ako svi padnu na glavu, dat Cu ti
2 eura, ali ako padnu ikako drugalije, ti ¢es meni dati 1 euro. “
Martina razmislja: ,,Ako od tri novcica dva padnu razli¢ito, treci ce
pasti jednako kao jedan od njih. A ako dva padnu jednako, treci ée
ili pasti kao oni ili ¢e pasti razli¢ito. Za to su Sanse jednake. Dakle,
jednako je vjerojatno da Ce pasti tri jednako i da nece, a Ana ulaZe
dvaput vise nego ja, dakle sam ja u prednosti. “ | tako Martina
prihvaca okladu. Je li to bilo pametno?

Nije. Baciti 3 nov¢ica istovremeno isto je kao baciti jedan od njih 3
puta: binomna razdiobas n=3ip= 1 Vjerojatnost GGG je
(g) 2—13 = %, a vjerojatnost PPP je ( ) % = f.
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Marta i Martina igraju igricu. Marta kaZe: ,,Bacit ¢u tri novc¢ica u
zrak. Ako svi padnu na pismo ili ako svi padnu na glavu, dat Cu ti
2 eura, ali ako padnu ikako drugalije, ti ¢es meni dati 1 euro. “
Martina razmislja: ,,Ako od tri novcica dva padnu razli¢ito, treci ce
pasti jednako kao jedan od njih. A ako dva padnu jednako, treci ée
ili pasti kao oni ili ¢e pasti razli¢ito. Za to su Sanse jednake. Dakle,
jednako je vjerojatno da Ce pasti tri jednako i da nece, a Ana ulaZe
dvaput vise nego ja, dakle sam ja u prednosti. “ | tako Martina
prihvaca okladu. Je li to bilo pametno?

Nije. Baciti 3 nov¢ica istovremeno isto je kao baciti jedan od njih 3
puta: binomna razdiobas n=3ip= 1 . Vjerojatnost GGG je

(g) 2—13 = l, a vjerojatnost PPP je ( ) 2% = %.

Vjerojatnost da Martina dobije 2 € Je % é
Marti dade 1€ vjerojatnost je 1 — z = 75 %:

PMartina = 0,25-2—0,75-1 = —0,25 €

7—25% ada
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Koeficijenti &

U prethodnom primjeru imali smo situaciju koeficijent 1 : 2 pri
omjeru vjerojatnosti 1 : 3. Da je u primjeru Marta bila kladionica,
a Martina igra&, Martini bi Marta ponudila koeficijent 3.
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Koeficijenti &

U prethodnom primjeru imali smo situaciju koeficijent 1 : 2 pri
omjeru vjerojatnosti 1 : 3. Da je u primjeru Marta bila kladionica,
a Martina igra&, Martini bi Marta ponudila koeficijent 3.

Omjer uloga 1 : a odgovara kladioni¢kom koeficijentu K = 1 + a.
Omjer (koeficijent) nazivamo pravednim ako odgovara oekivanju
0. Opénito, ako je p vjerojatnost dobitka, onda je omjer (1 —p) : p
pravedan (odnosno, koeficijent K = 1/p je posten), jer je tada
olekivani dobitak p- (1 —p) — (1 —p)-p=0.
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Koeficijenti &

U prethodnom primjeru imali smo situaciju koeficijent 1 : 2 pri
omjeru vjerojatnosti 1 : 3. Da je u primjeru Marta bila kladionica,
a Martina igra&, Martini bi Marta ponudila koeficijent 3.

Omjer uloga 1 : a odgovara kladioni¢kom koeficijentu K = 1 + a.
Omjer (koeficijent) nazivamo pravednim ako odgovara oekivanju
0. Opénito, ako je p vjerojatnost dobitka, onda je omjer (1 —p) : p
pravedan (odnosno, koeficijent K = 1/p je posten), jer je tada
olekivani dobitak p- (1 —p) — (1 —p)-p=0.

Primjerice, ako se s nekim kladite na ishod bacanja nov¢i¢a,
pravedno je da oboje uloZite isti iznos jer su Vam vjerojatnosti
pobjede jednake: Omjer 1 : 1 (koeficijent 2): O&ekivani dobitak iz
Vase perspektive je 50% -1 —50% -1 = 0.
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Koeficijenti &

U prethodnom primjeru imali smo situaciju koeficijent 1 : 2 pri
omjeru vjerojatnosti 1 : 3. Da je u primjeru Marta bila kladionica,
a Martina igra&, Martini bi Marta ponudila koeficijent 3.

Omjer uloga 1 : a odgovara kladioni¢kom koeficijentu K = 1 + a.
Omjer (koeficijent) nazivamo pravednim ako odgovara oekivanju
0. Opénito, ako je p vjerojatnost dobitka, onda je omjer (1 —p) : p
pravedan (odnosno, koeficijent K = 1/p je posten), jer je tada
olekivani dobitak p- (1 —p) — (1 —p)-p=0.

Primjerice, ako se s nekim kladite na ishod bacanja nov¢i¢a,
pravedno je da oboje uloZite isti iznos jer su Vam vjerojatnosti
pobjede jednake: Omjer 1 : 1 (koeficijent 2): O&ekivani dobitak iz
Vase perspektive je 50% -1 —50% -1 = 0.

Ako je koeficijent 2,6 pravedan, znali da je vjerojatnost dobitka
1:2,6 =38,46%.
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Vladimira i Franjo igraju sljedecu igru. Oboje imaju po jedan
standardni komplet karata (od 52 karte) i svatko promijesa svoj.
Stave svako svoj komplet na stol, poledinom prema gore. Redom
otvaraju oboje najgornju kartu. Dogovorili su se da ako u ijednom
trenutku oboje otvore istu kartu, Vladimira &asti Franju vecerom, a
ako otvore sve karte bez da se ijedan par podudara, on &asti nju.
Je li igra pravedna ili je netko od njih u prednosti? Koji je
olekivani broj podudaranja?
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Vladimira i Franjo igraju sljedecu igru. Oboje imaju po jedan
standardni komplet karata (od 52 karte) i svatko promijesa svoj.
Stave svako svoj komplet na stol, poledinom prema gore. Redom
otvaraju oboje najgornju kartu. Dogovorili su se da ako u ijednom
trenutku oboje otvore istu kartu, Vladimira &asti Franju vecerom, a
ako otvore sve karte bez da se ijedan par podudara, on &asti nju.
Je li igra pravedna ili je netko od njih u prednosti? Koji je
olekivani broj podudaranja?

Ocekivani broj podudaranja je 1: Ako gledamo karte od vrha
prema dolje, prije nego ih krenemo otvarati, vjerojatnost da se
najgornje karte podudaraju je % vjerojatnost da se druge dvije
karte podudaraju je % i tako dalje.
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Ako kompleti imaju samo po 2 karte, vjerojatnost da se prvi par ne
podudara je % Ako se prvi par nije podudarao, ne podudara se ni
drugi, a ako se prvi par podudara onda se podudara i drugi. Dakle,
vjerojatnost da se ni prvi ni drugi par ne podudaraju je % odnosno
u ovom sluéaju igra bi bila pravedna.
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Ako kompleti imaju samo po 2 karte, vjerojatnost da se prvi par ne
podudara je % Ako se prvi par nije podudarao, ne podudara se ni
drugi, a ako se prvi par podudara onda se podudara i drugi. Dakle,
vjerojatnost da se ni prvi ni drugi par ne podudaraju je % odnosno
u ovom sluéaju igra bi bila pravedna.

Ako V i F imaju po 3 karte uzmimo da su Franjine karte redom 1,
2, 3. Onda se Vladimirine mogu pojaviti u redoslijedima 123, 132,
213, 231, 312 i 321. Nijednog podudaranja nema u 2 od tih 6
slu¢ajeva, dakle je sad vjerojatnost da nema podudaranja %
odnosno igra sad vise nije pravedna jer su Vladimirine Sanse da
dobije besplatnu veceru sad 1 : 2, a Franjine 2 : 1. Igru bi mogli
uciniti pravednom da u slu¢aju da nema podudaranja F ¢asti V s 2
velere,.
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Ako kompleti imaju samo po 2 karte, vjerojatnost da se prvi par ne
podudara je % Ako se prvi par nije podudarao, ne podudara se ni
drugi, a ako se prvi par podudara onda se podudara i drugi. Dakle,
vjerojatnost da se ni prvi ni drugi par ne podudaraju je % odnosno
u ovom sluéaju igra bi bila pravedna.

Ako V i F imaju po 3 karte uzmimo da su Franjine karte redom 1,
2, 3. Onda se Vladimirine mogu pojaviti u redoslijedima 123, 132,
213, 231, 312 i 321. Nijednog podudaranja nema u 2 od tih 6
slu¢ajeva, dakle je sad vjerojatnost da nema podudaranja %
odnosno igra sad vise nije pravedna jer su Vladimirine Sanse da
dobije besplatnu veceru sad 1 : 2, a Franjine 2 : 1. Igru bi mogli
uciniti pravednom da u slu¢aju da nema podudaranja F ¢asti V s 2
velere,.

Cim se igra s vise od dvije karte igra nije pravedna, nego je F u
prednosti. MoZe se pokazati da $to je viSe karata, to je vjerojantost
bar jednog podudaranja bliza 1 — % ~ 63,2 %, pri &emu je toj
vjerojatnosti vrlo blizu ve¢ kad imate po 20 karata. Dakle, posteni
koeficijent bi bio otprilike 1,58.
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Korjenovanje &

Definicija korjenovanja i potenciranja na racionalne eksponente

S V/x je oznaken svaki broj koji potenciran na n-tu potenciju daje
X.
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Korjenovanje &

Definicija korjenovanja i potenciranja na racionalne eksponente

S V/x je oznaken svaki broj koji potenciran na n-tu potenciju daje
x. Definiramo da je x1/" = v/x za prirodan broj n, dakle da je za

prirodan n i cijeli m
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Korjenovanje &

Definicija korjenovanja i potenciranja na racionalne eksponente

S V/x je oznaken svaki broj koji potenciran na n-tu potenciju daje
x. Definiramo da je x1/" = v/x za prirodan broj n, dakle da je za
prirodan n i cijeli m

m
Xn = v/xm,

Dok smo u skupu realnih brojeva, parni korijeni (primjerice, kvadratni) su
definirani samo za nenegativne brojeve, ali za pozitivne brojeve daju po
dvije vrijednosti;
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Korjenovanje &

Definicija korjenovanja i potenciranja na racionalne eksponente

S V/x je oznaken svaki broj koji potenciran na n-tu potenciju daje
x. Definiramo da je x1/" = v/x za prirodan broj n, dakle da je za
prirodan n i cijeli m

Xn = \/xM,

Dok smo u skupu realnih brojeva, parni korijeni (primjerice, kvadratni) su
definirani samo za nenegativne brojeve, ali za pozitivne brojeve daju po
dvije vrijednosti; neparni (primjerice, kubni) korijeni definirani su za sve
realne brojeve i poprimaju samo po jednu vrijednost.
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Korjenovanje &

Definicija korjenovanja i potenciranja na racionalne eksponente

S V/x je oznaken svaki broj koji potenciran na n-tu potenciju daje
x. Definiramo da je x1/" = v/x za prirodan broj n, dakle da je za
prirodan n i cijeli m

Xn = \/xM,

Dok smo u skupu realnih brojeva, parni korijeni (primjerice, kvadratni) su
definirani samo za nenegativne brojeve, ali za pozitivne brojeve daju po
dvije vrijednosti; neparni (primjerice, kubni) korijeni definirani su za sve
realne brojeve i poprimaju samo po jednu vrijednost.

V25 = £25;
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Korjenovanje &

Definicija korjenovanja i potenciranja na racionalne eksponente

S V/x je oznaken svaki broj koji potenciran na n-tu potenciju daje
x. Definiramo da je x1/" = v/x za prirodan broj n, dakle da je za
prirodan n i cijeli m

n

Xn = \/xM,

Dok smo u skupu realnih brojeva, parni korijeni (primjerice, kvadratni) su
definirani samo za nenegativne brojeve, ali za pozitivne brojeve daju po
dvije vrijednosti; neparni (primjerice, kubni) korijeni definirani su za sve
realne brojeve i poprimaju samo po jednu vrijednost.

V25 = 425, /-8 = —2.
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Korjenovanje &

Definicija korjenovanja i potenciranja na racionalne eksponente

S V/x je oznaken svaki broj koji potenciran na n-tu potenciju daje
x. Definiramo da je x1/" = v/x za prirodan broj n, dakle da je za
prirodan n i cijeli m

Dok smo u skupu realnih brojeva, parni korijeni (primjerice, kvadratni) su
definirani samo za nenegativne brojeve, ali za pozitivne brojeve daju po
dvije vrijednosti; neparni (primjerice, kubni) korijeni definirani su za sve
realne brojeve i poprimaju samo po jednu vrijednost.

V25 = +25; /-8 = 2.
U izrazu \/30 — /30 — /25 podrazumijevamo \/30 — /30 — V25 =
V30 — /30 — 5 = /30 — v/25 = /30 — 5 = /25 = 5.
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Zadatak

. . . _h—37%
Koliko iznosi —12 ?
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Zadatak
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Koliko iznosi —1727° 7 —1.
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Zadatak

a4
Koliko iznosi —1727° 7 —1.
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0@00000

Zadatak

—4
Koliko iznosi —1727° 7 —1.

Recipro¢ni broj od 10 je % = 0,1. MoZete li naéi jos neki primjer
broja takav da je decimalni zapis njegovog reciprocnog broja
moguce dobiti pomicanjem decimalnog zareza za neki broj mjesta
ulijevo?
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0@00000

Zadatak

—4
Koliko iznosi —1727° 7 —1.

Recipro¢ni broj od 10 je % = 0,1. MoZete li naéi jos neki primjer
broja takav da je decimalni zapis njegovog reciprocnog broja
moguce dobiti pomicanjem decimalnog zareza za neki broj mjesta
ulijevo? x € {+/10,10,10+/10,100,100/10...}.
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[e]e] lelele]e]

Procjena iznosa korijena @

/5000000 ~?




Iracionalni brojevi
[e]e] lelele]e]

Procjena iznosa korijena @

v/5000000 ~? 1003 = 1000000 < 5000000 < 10003 = 1000000000
= cjelobrojni dio je troznamenkast
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[e]e] lelele]e]

Procjena iznosa korijena @

v/5000000 ~? 1003 = 1000000 < 5000000 < 10003 = 1000000000
= cjelobrojni dio je troznamenkast

/5000000 = 100+/5,
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[e]e] lelele]e]

Procjena iznosa korijena @

v/5000000 ~? 1003 = 1000000 < 5000000 < 10003 = 1000000000
= cjelobrojni dio je troznamenkast

v/5000000 = 100v/5, 13 =1<5< 23 =8 =
100 < v/5000000 < 200
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[e]e] lelelele)

Procjena iznosa korijena @

v/5000000 ~? 1003 = 1000000 < 5000000 < 10003 = 1000000000
= cjelobrojni dio je troznamenkast

v/5000000 = 100v/5, 13 =1<5< 23 =8 =
100 < v/5000000 < 200

v

v/55555 — /55555 ~?
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[e]e] lelelele)

Procjena iznosa korijena @

v/5000000 ~? 1003 = 1000000 < 5000000 < 10003 = 1000000000
= cjelobrojni dio je troznamenkast

v/5000000 = 100v/5, 13 =1<5< 23 =8 =
100 < v/5000000 < 200

v

v/55555 — /55555 ~? Razlika troznamenkastog i
dvoznamenkastog broja
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[e]e] lelelele)

Procjena iznosa korijena @

v/5000000 ~? 1003 = 1000000 < 5000000 < 10003 = 1000000000
= cjelobrojni dio je troznamenkast

v/5000000 = 100v/5, 13 =1<5< 23 =8 =
100 < v/5000000 < 200

v

v/55555 — /55555 ~? Razlika troznamenkastog i
dvoznamenkastog broja = izmedu 10 j 1000
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[e]e] lelelele)

Procjena iznosa korijena @

v/5000000 ~? 100% = 1000000 < 5000000 < 10003 = 1000000000
= cjelobrojni dio je troznamenkast

v/5000000 = 100v/5, 13 =1<5< 23 =8 =

100 < +/5000000 < 200 )

v/55555 — /55555 ~? Razlika troznamenkastog i
dvoznamenkastog broja = izmedu 10 j 1000

1002 = 10000, 200 = 40000, 300% = 90000 =
200 < +/55555 < 300
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Procjena iznosa korijena @

v/5000000 ~? 100% = 1000000 < 5000000 < 10003 = 1000000000
= cjelobrojni dio je troznamenkast

v/5000000 = 100v/5, 13 =1<5< 23 =8 =

100 < +/5000000 < 200 )

v/55555 — /55555 ~? Razlika troznamenkastog i
dvoznamenkastog broja = izmedu 10 j 1000

1002 = 10000, 200 = 40000, 300% = 90000 =

200 < +/55555 < 300

103 = 1000, 203 = 8000, 303 = 27000, 403 = 64000 =
30 < v/55555 < 40
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Procjena iznosa korijena @

v/5000000 ~? 100% = 1000000 < 5000000 < 10003 = 1000000000
= cjelobrojni dio je troznamenkast

v/5000000 = 100v/5, 13 =1<5< 23 =8 =

100 < +/5000000 < 200 )

v/55555 — /55555 ~? Razlika troznamenkastog i
dvoznamenkastog broja = izmedu 10 j 1000

1002 = 10000, 200% = 40000, 3002 = 90000 =

200 < /55555 < 300

103 = 1000, 20° = 8000, 30% = 27000, 403 = 64000 =

30 < v/55555 < 40

Dakle, nas broj je izmedu 200 — 40 = 160 / 300 — 30 = 270.
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Heronova metoda @

Ako imamo trenutnu procjenu x za v X, novu (bolju) procjenu x’

1 X
moZemo dobiti kao x’ = 5 <X + X).

23/4 = 23/(22) — \/\/23 = \///8
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[e]e]e] Jelele]

Heronova metoda @

Ako imamo trenutnu procjenu x za v X, novu (bolju) procjenu x’

1 X
moZemo dobiti kao x’ = 5 <X + X).

23/4 _ 23/(22) — W = \/V/8 Koliko je to otprilike?
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[e]e]e] Jelele]

Heronova metoda @

Ako imamo trenutnu procjenu x za v X, novu (bolju) procjenu x’

1 X
moZemo dobiti kao x’ = 5 <X + X).

23/4 _ 23/(22) — \/ﬁ = \/V/8 Koliko je to otprilike?
2 <8<3=2</8<3;
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[e]e]e] Jelele]

Heronova metoda @

Ako imamo trenutnu procjenu x za v X, novu (bolju) procjenu x’

1 X
moZemo dobiti kao x’ = 5 <X + X).

23/4 _ 23/(22) — \/ﬁ = \/V/8 Koliko je to otprilike?

28<32=22<1/8<312<2<3<4=22=1<234<2
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[e]e]e] Jelele]

Heronova metoda @

Ako imamo trenutnu procjenu x za v X, novu (bolju) procjenu x’

1 X
moZemo dobiti kao x’ = 5 <X + X).

23/4 = 23/(22) = \/\/23 = \/\/8 Koliko je to otprilike?
2 <8< =22</8<3,12<2<3<4=2=1<234<2
(X=8),x=25
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Heronova metoda @

Ako imamo trenutnu procjenu x za v X, novu (bolju) procjenu x’

1 X
moZemo dobiti kao x’ = 5 <X + X).

23/4 = 23/(22) = \/\/23 = \/\/8 Koliko je to otprilike?
2 <8< =22</8<3,12<2<3<4=2=1<234<2
(X=8),x=25

1 8
'= (254 — ) =285
X 2<’5+2,5> ’
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Heronova metoda @

Ako imamo trenutnu procjenu x za v X, novu (bolju) procjenu x’

1 X
moZemo dobiti kao x’ = 5 <X + X).

23/4 _ 23/(22) — \/ﬁ = \/V/8 Koliko je to otprilike?

28<32=22<1/8<312<2<3<4=22=1<234<2
(X=8),x=25

1 8
25+ > | =285
< 2<5+25> )

VV8~/285: X=285x=1=

1 2,85 3,85
~-(1 : = —~— =1,925.
VB~ (1425) = 22 102
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Iracionalni brojevi @

Definicija iracionalnih i realnih brojeva

Realni brojevi su svi brojevi koji se mogu prikazati na brojevnom
pravcu:
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[e]e]e]e] lele]

Iracionalni brojevi @

Definicija iracionalnih i realnih brojeva

Realni brojevi su svi brojevi koji se mogu prikazati na brojevnom
pravcu:Svakom realnom broju odgovara to€no jedna totka
brojevnog pravca i obrnuto, svakoj to¢ki na brojevnom pravcu
odgovara to¢no jedan realan broj.
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Iracionalni brojevi @

Definicija iracionalnih i realnih brojeva

Realni brojevi su svi brojevi koji se mogu prikazati na brojevnom
pravcu:Svakom realnom broju odgovara to€no jedna totka
brojevnog pravca i obrnuto, svakoj to¢ki na brojevnom pravcu
odgovara to¢no jedan realan broj. Iracionalni brojevi su realni
brojevi koji nisu racionalni. Decimalni zapis iracionalnog broja
uvijek je beskonadan i neperiodi¢an.

Istaknuti iracionalni brojevi su v/2, v/3, v/5, v6, V7, v/8, V10,
V11, ..., broj e i omjer ™ opsega i promjera bilo kojeg kruga.
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[e]e]e]e] lele)

Iracionalni brojevi @

Definicija iracionalnih i realnih brojeva

Realni brojevi su svi brojevi koji se mogu prikazati na brojevnom
pravcu:Svakom realnom broju odgovara to€no jedna totka
brojevnog pravca i obrnuto, svakoj toc¢ki na brojevnom pravcu
odgovara to¢no jedan realan broj. Iracionalni brojevi su realni
brojevi koji nisu racionalni. Decimalni zapis iracionalnog broja
uvijek je beskonadan i neperiodi¢an.

Istaknuti iracionalni brojevi su v/2, v/3, v/5, v6, V7, v/8, V10,
V11, ..., broj e i omjer ™ opsega i promjera bilo kojeg kruga.

V/3 je iracionalan.
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Iracionalni brojevi @

Definicija iracionalnih i realnih brojeva

Realni brojevi su svi brojevi koji se mogu prikazati na brojevnom
pravcu:Svakom realnom broju odgovara to€no jedna totka
brojevnog pravca i obrnuto, svakoj toc¢ki na brojevnom pravcu
odgovara to¢no jedan realan broj. Iracionalni brojevi su realni
brojevi koji nisu racionalni. Decimalni zapis iracionalnog broja
uvijek je beskonadan i neperiodi¢an.

Istaknuti iracionalni brojevi su v/2, v/3, v/5, v6, V7, v/8, V10,
V11, ..., broj e i omjer ™ opsega i promjera bilo kojeg kruga.

/3 je iracionalan. Pretpostavimo suprotno: Neka je v/3 = o gdje
Jje razlomak 7 maksimalno skracen.
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Iracionalni brojevi @

Definicija iracionalnih i realnih brojeva

Realni brojevi su svi brojevi koji se mogu prikazati na brojevnom
pravcu:Svakom realnom broju odgovara to€no jedna totka
brojevnog pravca i obrnuto, svakoj toc¢ki na brojevnom pravcu
odgovara to¢no jedan realan broj. Iracionalni brojevi su realni
brojevi koji nisu racionalni. Decimalni zapis iracionalnog broja
uvijek je beskonadan i neperiodi¢an.

Istaknuti iracionalni brojevi su v/2, v/3, v/5, v6, V7, v/8, V10,
V11, ..., broj e i omjer ™ opsega i promjera bilo kojeg kruga.

/3 je iracionalan. Pretpostavimo suprotno: Neka je v/3 = o gdje
Jje razlomak “ maksimalno skracen. Tada je m® = 3n3, dakle
m = 3k.
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Iracionalni brojevi @

Definicija iracionalnih i realnih brojeva

Realni brojevi su svi brojevi koji se mogu prikazati na brojevnom
pravcu:Svakom realnom broju odgovara to€no jedna totka
brojevnog pravca i obrnuto, svakoj toc¢ki na brojevnom pravcu
odgovara to¢no jedan realan broj. Iracionalni brojevi su realni
brojevi koji nisu racionalni. Decimalni zapis iracionalnog broja
uvijek je beskonadan i neperiodi¢an.

Istaknuti iracionalni brojevi su v/2, v/3, v/5, v6, V7, v/8, V10,
V11, ..., broj e i omjer ™ opsega i promjera bilo kojeg kruga.

/3 je iracionalan. Pretpostavimo suprotno: Neka je v/3 = o gdje
Jje razlomak “ maksimalno skracen. Tada je m® = 3n3, dakle

m = 3k. Stoga je 27k = 3n3, dakle n® = 9k3 pa bi i n bio djeljiv
s 3, Sto je kontradikcija.
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Euklidov algoritam se danas obi¢no koristi za racunanje najveéeg
zajedni¢kog djelitelja (mjere) dva prirodna broja m i n. Ako je

m > n, podijelimo djeljenik m s djeliteljem n i zapiSemo ostatak. U
svakom sljedeéem koraku na mjesto djeljenika ide prethodni
djelitelj, a na mjesto djelitelja prethodni ostatak. Postupak staje
kad dobijemo ostatak 0 te je traZeni najveci zajednicki djelitelj
jednak zadnjem djelitelju.
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0000080

Euklidov algoritam se danas obi¢no koristi za racunanje najveéeg
zajedni¢kog djelitelja (mjere) dva prirodna broja m i n. Ako je

m > n, podijelimo djeljenik m s djeliteljem n i zapiSemo ostatak. U
svakom sljedeéem koraku na mjesto djeljenika ide prethodni
djelitelj, a na mjesto djelitelja prethodni ostatak. Postupak staje
kad dobijemo ostatak 0 te je traZeni najveci zajednicki djelitelj
Jjednak zadnjem djelitelju. U pitagorejsko doba taj se algoritam
primjenjivao na duZine, a dijeljenje se svodilo na nanoSenje manje
duZine na vecu. Ako postupak ne staje, veliine na koje je
primijenjen nisu sumjerljive.
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000000

Iracionalan broj potenciran na iracionalan broj moZe biti
racionalan, ali i iracionalan.
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Iracionalan broj potenciran na iracionalan broj moZe biti
racionalan, ali i iracionalan.

. . 2
Pogledajmo broj a = \@f
@ Ako je a racionalan, onda je on primjer koji dokazuje da
iracionalan broj potenciran na iracionalan moZe biti racionalan.
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000000

Iracionalan broj potenciran na iracionalan broj moZe biti
racionalan, ali i iracionalan.

Pogledajmo broj a = \@ﬁ
@ Ako je a racionalan, onda je on primjer koji dokazuje da

iracionalan broj potenciran na iracionalan moZe biti racionalan.

. 241 .. .. . . .
Tada je ﬁf = a- /2 primjer koji dokazuje da iracionalan
broj potenciran na iracionalan moZe biti iracionalan.
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000000

Iracionalan broj potenciran na iracionalan broj moZe biti
racionalan, ali i iracionalan.

. . 2
Pogledajmo broj a = \@f
@ Ako je a racionalan, onda je on primjer koji dokazuje da
iracionalan broj potenciran na iracionalan moZe biti racionalan.
. 2+1 .. .. . . .
Tada je ﬁer = a-\/2 primjer koji dokazuje da iracionalan
broj potenciran na iracionalan moZe biti iracionalan.

@ Ako je a iracionalan, onda je on primjer koji dokazuje da
iracionalan broj potenciran na iracionalan moZe biti

iracionalan.
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000000

Iracionalan broj potenciran na iracionalan broj moZe biti
racionalan, ali i iracionalan.

. . 2
Pogledajmo broj a = \@f
@ Ako je a racionalan, onda je on primjer koji dokazuje da
iracionalan broj potenciran na iracionalan moZe biti racionalan.
. 2+1 .. .. . . .
Tada je ﬁf = a- /2 primjer koji dokazuje da iracionalan
broj potenciran na iracionalan moZe biti iracionalan.
@ Ako je a iracionalan, onda je on primjer koji dokazuje da
iracionalan broj potenciran na iracionalan moZe biti
. 2.4/2 2 .
iracionalan. Tada aV2 = ﬁf V2 = /2" = 2 pokazuje da
iracionalan broj potenciran na iracionalan moZe biti racionalan.
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