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Dva osnovna teorema o krugu i kruznici

Za danu tetivu, pripadni sredisnji kut je dvostruko veéi od bilo
kojeg obodnog kuta nad tom tetivom.



https://www.24sata.hr/sport/znate-li-cemu-sluzi-polukrug-na-rubu-kaznenog-prostora-evo-u-kojem-slucaju-se-jedino-koristi-977837
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Za danu tetivu, pripadni sredisnji kut je dvostruko veéi od bilo
kojeg obodnog kuta nad tom tetivom. Specijalno, prema
Talesovom teoremu, obodni kut nad promjerom je pravi.
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Dva osnovna teorema o krugu i kruznici

Za danu tetivu, pripadni sredisnji kut je dvostruko veéi od bilo
kojeg obodnog kuta nad tom tetivom. Specijalno, prema
Talesovom teoremu, obodni kut nad promjerom je pravi.
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Povrsina kruga je razmjerna kvadratu njegova polumjera, ali ne i
njegovom polumjeru. No, opseg je kruga je razmjeran njegovom
polumjeru i promjeru.
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Dva osnovna teorema o krugu i kruznici

Za danu tetivu, pripadni sredisnji kut je dvostruko veéi od bilo
kojeg obodnog kuta nad tom tetivom. Specijalno, prema
Talesovom teoremu, obodni kut nad promjerom je pravi.

Povrsina kruga je razmjerna kvadratu njegova polumjera, ali ne i
njegovom polumjeru. No, opseg je kruga je razmjeran njegovom
polumjeru i promjeru.

Zadatak
DokaZite: Ako u kruZnom dijagramu Zelimo nacrtati isjeCak koji
predstavlja udio od p %, odgovarajudi sredisnji kut iznosi to&no
p-3,6°.

.

Zadatak

Ispravite matematicke greske u vijesti na ovom .


https://www.24sata.hr/sport/znate-li-cemu-sluzi-polukrug-na-rubu-kaznenog-prostora-evo-u-kojem-slucaju-se-jedino-koristi-977837
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Upisana kruznica mnogokuta (ne samo pravilnog) je kruZnica koja
dodiruje (sije¢e u to¢no po jednoj tocki) sve njegove stranice, a
opisana kruznica mnogokuta je kruZnica koja prolazi kroz sve
vrhove mnogokuta. Upisana i opisana kruznica postoje za svaki
trokut, ali ne i za sve n-terokute s n > 3. No, svakom pravilnom
mnogokutu se moZe upisati i opisati kruZnica, pri ¢emu su te dvije
kruZnice koncentri¢ne. Obratno, mnogokut je upisan kruZnici ako
mu vrhovi leZe na njoj, a opisan joj je ako ju dodiruje svaka
njegova strana.
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Dimenzijska homogenost i greske aproksimacija &

Ako neka formula nema dimenziju duljine, onda sigurno ne
predstavlja opseg ikojeg lika. Analogno vrijedi za povr3inu (i
volumene i bilo koje druge fizikalne veli¢ine).

Zapisati formulu za povrsinu kruga u obliku 7r je puno gore nego
zapisati formulu za povrsSinu jednakostrani¢nog trokuta u obliku

3

432. Koliko iznosi relativna greska aproksimacije u drugom slucaju?




Planimetrija

[e]e] lelele}

Dimenzijska homogenost i greske aproksimacija &

Ako neka formula nema dimenziju duljine, onda sigurno ne
predstavlja opseg ikojeg lika. Analogno vrijedi za povr3inu (i
volumene i bilo koje druge fizikalne veli¢ine).

Zapisati formulu za povrsinu kruga u obliku 7r je puno gore nego

zapisati formulu za povrsSinu jednakostrani¢nog trokuta u obliku

%32. Koliko iznosi relativna greska aproksimacije u drugom slucaju?
V.

Zadatak

Odredite relativne greske izradunavanja povrsine kruga promjera d

2 . . . i
kao 3,14 - (2)” te staroegipatskim postupkom u kojem se povrsina
kruga raluna kao povrsina kvadrata kojemu je stranica %d .

.




Planimetrija
00000

Pokusavajudi rijesiti problem kvadrature kruga, Hipokrat s Hiosa je
ub. st. pr. Kr. konstruirao je odredene likove koji su kasnije dobili
naziv Hipokratovi mjeseci. Prvi Hipokratov mjesec je sljedeci
mjesecoliki lik:

—

“\
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Pokusavajudi rijesiti problem kvadrature kruga, Hipokrat s Hiosa je
ub. st. pr. Kr. konstruirao je odredene likove koji su kasnije dobili
naziv Hipokratovi mjeseci. Prvi Hipokratov mjesec je sljedeci
mjesecoliki lik:

—

“\

DokaZite da on uvijek ima istu povrsinu kao jednakokracnu
pravokutni trokut temeljem kojeg je konstruiran.
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SlaZete kovanice od jednog eura (promjer im je 23,25 mm) na
veliki stol i to Sto gusce.
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SlaZete kovanice od jednog eura (promjer im je 23,25 mm) na
veliki stol i to Sto gusée. Znate da je dokazano da je najgusce
pakiranje ovakvo:
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SlaZete kovanice od jednog eura (promjer im je 23,25 mm) na
veliki stol i to Sto gusée. Znate da je dokazano da je najgusce
pakiranje ovakvo:

Koliko iznosi prazna povrsina izmedu takvih Sest kovanica i jedne
sredisnje oko koje su rasporedene? Ako znamo da je gustoca
éitavog pakiranja jednaka omjeru prekrivene i sve povrsine u bilo
kojem jednakostrani¢nom trokutu ¢&iji vrhovi &ine sredine triju
susjednih nov¢ica, koliko iznosi gustoca tog najgusceg pakiranja?
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Octigledno je traZena povrsina jednaka 3esterostrukoj povrSini
izmedu triju susjednih krugova promjera d = 23,25 mm.
Pogledajmo jednakostrani¢ni trokut kojeg tvore sredista tih triju
krugova (plavo na slici).
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Octigledno je traZena povrsina jednaka 3esterostrukoj povrSini
izmedu triju susjednih krugova promjera d = 23,25 mm.
Pogledajmo jednakostrani¢ni trokut kojeg tvore sredista tih triju
krugova (plavo na slici).

Povrsina mu je @dz.
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Octigledno je traZena povrsina jednaka 3esterostrukoj povrSini
izmedu triju susjednih krugova promjera d = 23,25 mm.
Pogledajmo jednakostrani¢ni trokut kojeg tvore sredista tih triju
krugova (plavo na slici).

Povrsina mu je ?dz. Od te povrsine krugovi pokrivaju tri svoja
isje¢ka sa sredi$njim kutovima 60°, dakle to¢no pola jednog kruga,

& 1 w2 __ 742
odnosno povrdinu 5 - 7d° = gd=.
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Octigledno je traZena povrsina jednaka 3esterostrukoj povrSini
izmedu triju susjednih krugova promjera d = 23,25 mm.
Pogledajmo jednakostrani¢ni trokut kojeg tvore sredista tih triju
krugova (plavo na slici).

Povrsina mu je ?dz. Od te povrsine krugovi pokrivaju tri svoja
isje¢ka sa sredi$njim kutovima 60°, dakle to¢no pola jednog kruga,

el w2 w2 ; 5 <
odnosno povrsinu 5 - 7d° = gd=. Stoga je traZena povrsina

6 - (?Cﬂ — gd2> = 6\/§4—37r - 23,252 ¢cm? = 1,308 cm?
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Octigledno je traZena povrsina jednaka 3esterostrukoj povrSini
izmedu triju susjednih krugova promjera d = 23,25 mm.
Pogledajmo jednakostrani¢ni trokut kojeg tvore sredista tih triju
krugova (plavo na slici).

Povrsina mu je ?dz. Od te povrsine krugovi pokrivaju tri svoja
isje¢ka sa sredi$njim kutovima 60°, dakle to¢no pola jednog kruga,
odnosno povrsinu % . %dz = %dz. Stoga je traZena povrSina

6 - (?Cﬂ — gd2> = 6\/§4—37r - 23,252 ¢cm? = 1,308 cm?.

Iz prethodnog ra¢una vidimo da je gusto¢a najgusceg pakiranja
sukladnih krugova jednaka

E T g
8= 290,69 %.
3 2V3 ’
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Geometrijska vjerojatnost &

Ako je vjerojatnosni prostor (skup svih elementarnih dogadaja)
beskonacdan, ali ga moZemo poistovjetiti s nekom krivuljom, likom
ili tijelom, a razmatrani dogadaj A onda shvatimo kao njegov
podskup, P(A) je koli¢nik duljina, povriina odnosno volumena koji
odgovaraju samom A i cijelom vjerojatnosnom prostoru.
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Geometrijska vjerojatnost &

Ako je vjerojatnosni prostor (skup svih elementarnih dogadaja)
beskonacdan, ali ga moZemo poistovjetiti s nekom krivuljom, likom
ili tijelom, a razmatrani dogadaj A onda shvatimo kao njegov
podskup, P(A) je koli¢nik duljina, povriina odnosno volumena koji
odgovaraju samom A i cijelom vjerojatnosnom prostoru.

Vili Seprtlji je ispao njezin stakleni arobni $tapi¢ duljine 30 cm i
prelomio se na dva mjesta. Kolika je vjerojatnost da ta tri dijela
vila moZe sloZiti u trokut?
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Geometrijska vjerojatnost &

Ako je vjerojatnosni prostor (skup svih elementarnih dogadaja)
beskonacdan, ali ga moZemo poistovjetiti s nekom krivuljom, likom
ili tijelom, a razmatrani dogadaj A onda shvatimo kao njegov
podskup, P(A) je koli¢nik duljina, povriina odnosno volumena koji
odgovaraju samom A i cijelom vjerojatnosnom prostoru.

Vili Seprtlji je ispao njezin stakleni arobni $tapi¢ duljine 30 cm i
prelomio se na dva mjesta. Kolika je vjerojatnost da ta tri dijela
vila moZe sloZiti u trokut?

Uzmimo da je mjera duljine fiksirana kao centimetar. Neka su u
odnosu na jedan kraj pozicije lomova x (pozicija loma bliZza tom
kraju) i y (centimetara). Naravno, 0 < x < y < 30.
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oo

Stoga u Kartezijevom koordinatnom sustavu vjerojatnosni prostor,
odnosno sve moguce lomove, moZzemo poistovjetiti s trokutom s
vrhovima (0,0), (0,30) i (30,30) (pri &¢emu rub nije uklju€en u
moguce ishode, ali rub ima povrsinu nula pa to ne mijenja povrsinu
trokuta).
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trokuta).

Duljine dobivenih dijelova Stapi¢a su x, y — x i 30 — y.
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Stoga u Kartezijevom koordinatnom sustavu vjerojatnosni prostor,
odnosno sve moguce lomove, moZzemo poistovjetiti s trokutom s
vrhovima (0,0), (0,30) i (30,30) (pri &¢emu rub nije uklju€en u
moguce ishode, ali rub ima povrsinu nula pa to ne mijenja povrsinu
trokuta).

Duljine dobivenih dijelova Stapi¢a su x, y — x i 30 — y. Da bi se iz
njih mogao sloZiti trokut, zbroj svake dvije mora biti dulji od trece.
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Stoga u Kartezijevom koordinatnom sustavu vjerojatnosni prostor,
odnosno sve moguce lomove, moZzemo poistovjetiti s trokutom s
vrhovima (0,0), (0,30) i (30,30) (pri &¢emu rub nije uklju€en u
moguce ishode, ali rub ima povrsinu nula pa to ne mijenja povrsinu
trokuta).

Duljine dobivenih dijelova Stapi¢a su x, y — x i 30 — y. Da bi se iz
njih mogao sloZiti trokut, zbroj svake dvije mora biti dulji od trece.
Dakle, y > 15, x < 15i x + 15 > y, tj. za razmatrani dogadaj
povoljan je onaj dio u kojem je y > 15 i x < 15 i ujedno ispod
pravca y = x + 15.
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Stoga u Kartezijevom koordinatnom sustavu vjerojatnosni prostor,
odnosno sve moguce lomove, moZzemo poistovjetiti s trokutom s
vrhovima (0,0), (0,30) i (30,30) (pri &¢emu rub nije uklju€en u
moguce ishode, ali rub ima povrsinu nula pa to ne mijenja povrsinu
trokuta).

Duljine dobivenih dijelova Stapi¢a su x, y — x i 30 — y. Da bi se iz
njih mogao sloZiti trokut, zbroj svake dvije mora biti dulji od trece.
Dakle, y > 15, x < 15i x + 15 > y, tj. za razmatrani dogadaj
povoljan je onaj dio u kojem je y > 15 i x < 15 i ujedno ispod
pravca y = x + 15.

TraZena vjerojatnost je + = 25%.



Zadatak

Geometrijska vjerojatnost
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Dvoje kolega dogovorili su se na fakultet i¢i tramvajem s iste
tramvajske stanice. Da bi na vrijeme stigli na predavanje u 8 h
moraju ,,uloviti “ tramvaj koji s te stanice krec¢e izmedu 7 : 00h |

7 :20h te oba sigurno stiZu na stanicu unutar tog vremena.

Uz pretpostavku da tramvaji stiZzu na stanicu nasumicno, ali
uniformno (svako vrijeme je jednako vjerojatno) i ako su se
dogovorili da jedan na drugog &ekaju najvise 5 minuta, pokaZite da
je vjerojatnost da Ce stvarno skupa i¢i na predavanje jednaka %.
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Osnovni stereometrijski objekti @

@ Svi planimetrijski objekti su ujedno stereometrijski objekti
(volumena 0)
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@ Svi planimetrijski objekti su ujedno stereometrijski objekti
(volumena 0)

@ Geometrijska tijela su ograni€eni objekti u prostoru s
pozitivnim volumenom. Rub geometrijskog tijela naziva se
njegovom plohom.
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Osnovni stereometrijski objekti @

@ Svi planimetrijski objekti su ujedno stereometrijski objekti
(volumena 0)

@ Geometrijska tijela su ograni€eni objekti u prostoru s
pozitivnim volumenom. Rub geometrijskog tijela naziva se
njegovom plohom.

@ Uz volumen, temeljna karakteristika objekata u prostoru je
oplogje (koje se za planimetrijske objekte podudara s njihovom
povr$inom, a za geometrijska tijela to je povrsina njihove
plohe).
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Osnovni stereometrijski objekti @

@ Svi planimetrijski objekti su ujedno stereometrijski objekti
(volumena 0)

@ Geometrijska tijela su ograni€eni objekti u prostoru s
pozitivnim volumenom. Rub geometrijskog tijela naziva se
njegovom plohom.

@ Uz volumen, temeljna karakteristika objekata u prostoru je
oplogje (koje se za planimetrijske objekte podudara s njihovom
povr$inom, a za geometrijska tijela to je povrsina njihove
plohe).

@ Poliedri su geometrijska tijela omedena mnogokutima
(stranama poliedra). Po dvije susjedne strane poliedra se
dodiruju u bridu, a krajevi bridova su vrhovi poliedra. Oplogje
poliedra je zbroj povrsina njegovih strana.
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Mogu li se u nekom vrhu nekog poliedra sastati to¢no dvije strane?
Koji je najveli zbroj kutova strana koje se sastaju u jednom vrhu
poliedra?
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Mogu li se u nekom vrhu nekog poliedra sastati to¢no dvije strane?
Koji je najveli zbroj kutova strana koje se sastaju u jednom vrhu
poliedra?

Ako bi se sastale samo dvije strane, onda vrh ne bi bio odreden jer
presjekom dviju ravnina ne mozemo dobiti samo jednu toc¢ku.
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Mogu li se u nekom vrhu nekog poliedra sastati to¢no dvije strane?
Koji je najveli zbroj kutova strana koje se sastaju u jednom vrhu
poliedra?

Ako bi se sastale samo dvije strane, onda vrh ne bi bio odreden jer
presjekom dviju ravnina ne mozemo dobiti samo jednu toc¢ku.
Zbroj kutova pri jednom vrhu mora biti manji od 360°.
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Mogu li se u nekom vrhu nekog poliedra sastati to¢no dvije strane?
Koji je najveli zbroj kutova strana koje se sastaju u jednom vrhu
poliedra?

Ako bi se sastale samo dvije strane, onda vrh ne bi bio odreden jer
presjekom dviju ravnina ne mozemo dobiti samo jednu toc¢ku.
Zbroj kutova pri jednom vrhu mora biti manji od 360°.

Zadatak

Zasto je ikona prikazan na slici los prikaz nogometne lopte?
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Odnosi medu pravcima i ravninama @

@ Dva pravca u prostoru mogu ...
o biti paralelni (usporedni) (||), ako leZe u istoj ravnini i ne sijeku
se (ili se podudaraju), ili
o se mogu sjedi (te takoder odreduju jedinstvenu ravninu), ili
e biti mimoilazni (mimosmjerni)
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se (ili se podudaraju), ili
o se mogu sjedi (te takoder odreduju jedinstvenu ravninu), ili
e biti mimoilazni (mimosmjerni)
@ Odnos pravca i ravnine moZze
e sjeti ravninu u jednoj totki (probodistu), ili
o je pravac paralelan ravnini (ne sijece ju ili cijeli leZi u ravnini).
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Odnosi medu pravcima i ravninama @

@ Dva pravca u prostoru mogu ...

o biti paralelni (usporedni) (||), ako leZe u istoj ravnini i ne sijeku

se (ili se podudaraju), ili

o se mogu sjedi (te takoder odreduju jedinstvenu ravninu), ili

e biti mimoilazni (mimosmjerni)
@ Odnos pravca i ravnine moZze

e sjeti ravninu u jednoj totki (probodistu), ili

o je pravac paralelan ravnini (ne sijece ju ili cijeli leZi u ravnini).
@ Dvije ravnine mogu biti . ..

o paralelne, ako se ne sijeku (ili se podudaraju), ili

o se sjeti duZ jednog pravca (presje€nice ravnina)
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Odnosi medu pravcima i ravninama @

@ Dva pravca u prostoru mogu ...

o biti paralelni (usporedni) (||), ako leZe u istoj ravnini i ne sijeku

se (ili se podudaraju), ili

o se mogu sjedi (te takoder odreduju jedinstvenu ravninu), ili

e biti mimoilazni (mimosmjerni)
Odnos pravca i ravnine moze

e sjeti ravninu u jednoj totki (probodistu), ili

o je pravac paralelan ravnini (ne sijece ju ili cijeli leZi u ravnini).
Dvije ravnine mogu biti . ..

o paralelne, ako se ne sijeku (ili se podudaraju), ili

o se sjeti duZ jednog pravca (presje€nice ravnina)

p L ¥ ako je p okomit na svaki pravac u

2 L I ako se sijeku u presje¢nici p te ako su njihove
presje¢nice s I 1. p medusobno okomite

o Kad kaZemo da su dva lika okomita, Zelimo reéi da su okomite
ravnine u kojima se oni nalaze.
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Zadani su ravnina ¥ te jedna to¢ka A u njoj i jedna to¢ka T izvan
te ravnine. Neka je p = AT, a q bilo koji drugi pravac koji prolazi
kroz T i neka je B probodiste q sa . Tada da p i q leZe u jednoj
ravnini jer nisu isti pravci, a imaju zajedni¢ku to¢ku T pa se sijeku
i stoga odreduju ravninu 1. Ta ravnina sije¢e * duZ pravca AB jer
sadrZi i tocku A i tocku B pa mora sadrZavati i ¢itav pravac AB, a
pritom ocito nije jednaka ravnini X jer sadrZi to¢ku T koja nije u X. |
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@ Prizma (n-terostrana) je poliedar omeden s dva paralelna i
sukladna n-terokuta (baze prizme) i n pravokutnika (pobotki
prizme) kojima su po dva nasuprotna brida medusobno
odgovarajudi bridovi baza. Razmak baza je visina h prizme, a
volumen prizme jednak je umnosku h i povrSine B njene baze.
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@ Prizma (n-terostrana) je poliedar omeden s dva paralelna i
sukladna n-terokuta (baze prizme) i n pravokutnika (pobotki
prizme) kojima su po dva nasuprotna brida medusobno
odgovarajudi bridovi baza. Razmak baza je visina h prizme, a
volumen prizme jednak je umnosku h i povrSine B njene baze.

@ Prizma je uspravna ako su poboctke okomite na baze. Prizma
je pravilna ako je uspravna i ako su joj baze pravilni
mnogokuti.
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@ Prizma (n-terostrana) je poliedar omeden s dva paralelna i
sukladna n-terokuta (baze prizme) i n pravokutnika (pobotki
prizme) kojima su po dva nasuprotna brida medusobno
odgovarajudi bridovi baza. Razmak baza je visina h prizme, a
volumen prizme jednak je umnosku h i povrSine B njene baze.

@ Prizma je uspravna ako su poboctke okomite na baze. Prizma
je pravilna ako je uspravna i ako su joj baze pravilni
mnogokuti.

@ Uspravna Cetverostrana prizma kojoj su sve strane
pravokutnici zove se kvadar. Kvadar kojemu su svi bridovi iste
duljine zove se kocka. Cetverostana prizma kojoj su sve strane
paralelogrami, po dvije nasuprotne sukladne, zove se
paralelepiped.

Zadatak
Izvedite formule za V i P opéeg kvadra te V' i d kocke. ‘
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S povecanjem odnosno smanjenjem V &esto, ali ne i uvijek, se
povecavava odnosno smanjuje i P tijela odredenog tipa (oprez, u
pravilu tu nemamo proporcionalnost!).
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S povecanjem odnosno smanjenjem V &esto, ali ne i uvijek, se
povecavava odnosno smanjuje i P tijela odredenog tipa (oprez, u
pravilu tu nemamo proporcionalnost!).

Polazna kocka: a = 9cm. RazreZemo ju na 27 jednakih kockica ie
odbacimo srednju kockicu te srednje kockice na svakoj od 6 strana
polazne kocke.
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S povecanjem odnosno smanjenjem V &esto, ali ne i uvijek, se
povecavava odnosno smanjuje i P tijela odredenog tipa (oprez, u
pravilu tu nemamo proporcionalnost!).

Polazna kocka: a = 9cm. RazreZemo ju na 27 jednakih kockica ie
odbacimo srednju kockicu te srednje kockice na svakoj od 6 strana
polazne kocke. Ponovimo postupak sa svakom od preostalih
kockica.
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S povecanjem odnosno smanjenjem V &esto, ali ne i uvijek, se
povecavava odnosno smanjuje i P tijela odredenog tipa (oprez, u
pravilu tu nemamo proporcionalnost!).

Polazna kocka: a = 9cm. RazreZemo ju na 27 jednakih kockica ie
odbacimo srednju kockicu te srednje kockice na svakoj od 6 strana
polazne kocke. Ponovimo postupak sa svakom od preostalih
kockica.

V1 =729 mI; V2 == V1—7-27 ml = 540 mI; V2 == V1—20-7-m| =400 ml

Py = 486cm?; P, = P; — 6-9cm? + 4 - 9cm? = 648 cm?
DZ: P, = 1056 cmZ.
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Valjci &

e Valjak (kruzni) je geometrijsko tijelo koje moZemo opisati kao
prizmu s kruznim bazama, a ako je uspravan moZemo ga
opisati i kao rotacijsko tijelo koje nastaje rotacijom
pravokutnika oko jedne njegove stranice.



Stereometrija
000000800000000

Valjci &

e Valjak (kruzni) je geometrijsko tijelo koje moZemo opisati kao
prizmu s kruznim bazama, a ako je uspravan moZemo ga
opisati i kao rotacijsko tijelo koje nastaje rotacijom
pravokutnika oko jedne njegove stranice.

@ Oplogje uspravnog valjka kojemu je visina h i polumjer baze r
je P =2rm (r+ h). Volumen valjka je, kao i kod prizme,

V = B h, gdje je B povrsina jedne njegove baze.
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Valjci &

e Valjak (kruzni) je geometrijsko tijelo koje moZemo opisati kao
prizmu s kruznim bazama, a ako je uspravan moZemo ga
opisati i kao rotacijsko tijelo koje nastaje rotacijom
pravokutnika oko jedne njegove stranice.

@ Oplosje uspravnog valjka kojemu je visina h i polumjer baze r
je P =2rm (r+ h). Volumen valjka je, kao i kod prizme,

V = B h, gdje je B povrsina jedne njegove baze.

Dvije (otvorene) konzerve oblika valjka, zanemarive debljine
stijenki, imaju i promjer i visinu od to¢no 10 cm. Jedan robot boji
prvu (samo izvana) brzinom 1cm? /s, a drugi robot u drugu ulijeva
vodu brzinom 1 ml/s. Oba rade dok konzerva nije do kraja obojena
odnosno napunjena. Koji robot ¢e brZe biti gotov s poslom?
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Valjci &

e Valjak (kruzni) je geometrijsko tijelo koje moZemo opisati kao
prizmu s kruznim bazama, a ako je uspravan moZemo ga
opisati i kao rotacijsko tijelo koje nastaje rotacijom
pravokutnika oko jedne njegove stranice.

@ Oplosje uspravnog valjka kojemu je visina h i polumjer baze r
je P =2rm (r+ h). Volumen valjka je, kao i kod prizme,

V = B h, gdje je B povrsina jedne njegove baze.

Dvije (otvorene) konzerve oblika valjka, zanemarive debljine
stijenki, imaju i promjer i visinu od to¢no 10 cm. Jedan robot boji
prvu (samo izvana) brzinom 1cm? /s, a drugi robot u drugu ulijeva
vodu brzinom 1 ml/s. Oba rade dok konzerva nije do kraja obojena
odnosno napunjena. Koji robot ¢e brZe biti gotov s poslom?
P=r’r+2rr-h=...=1257rcm? = t; = 1257s.

Y
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Valjci &

e Valjak (kruzni) je geometrijsko tijelo koje moZemo opisati kao
prizmu s kruznim bazama, a ako je uspravan moZemo ga
opisati i kao rotacijsko tijelo koje nastaje rotacijom
pravokutnika oko jedne njegove stranice.

@ Oplosje uspravnog valjka kojemu je visina h i polumjer baze r
je P =2rm (r+ h). Volumen valjka je, kao i kod prizme,

V = B h, gdje je B povrsina jedne njegove baze.

Dvije (otvorene) konzerve oblika valjka, zanemarive debljine
stijenki, imaju i promjer i visinu od to¢no 10 cm. Jedan robot boji
prvu (samo izvana) brzinom 1cm? /s, a drugi robot u drugu ulijeva
vodu brzinom 1 ml/s. Oba rade dok konzerva nije do kraja obojena
odnosno napunjena. Koji robot ¢e brZe biti gotov s poslom?
P=r’r+2rr-h=...=1257rcm? = t; = 1257s.
V=r?r-h=...=250rml = t, = 2t.
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Godine 1613., Johannes Kepler se u gradu Linzu Zenio po drugi
puta. Za svadbu je kupovao bacvu vina, no pri kupnji mu se
¢udnom ucinila metoda kojom je trgovac odredivao cijenu vina . ..

\
\

N
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Godine 1613., Johannes Kepler se u gradu Linzu Zenio po drugi
puta. Za svadbu je kupovao bacvu vina, no pri kupnji mu se
¢udnom ucinila metoda kojom je trgovac odredivao cijenu vina . ..

\
\

N

Nadimo dimenzije konkretnih triju razli¢itih bacvi, Ciji oblik
aproksimiramo valjcima, a koje imaju razli¢ite volumene, a da je
pritom duljina mokrog dijela stapa to¢no 1 m.

V = rPrh=Td%h,




Stereometrija
000000080000000

Godine 1613., Johannes Kepler se u gradu Linzu Zenio po drugi
puta. Za svadbu je kupovao bacvu vina, no pri kupnji mu se
¢udnom ucinila metoda kojom je trgovac odredivao cijenu vina . ..

\
\

N

Nadimo dimenzije konkretnih triju razli¢itih bacvi, Ciji oblik
aproksimiramo valjcima, a koje imaju razli¢ite volumene, a da je
pritom duljina mokrog dijela stapa to¢no 1 m.

V = r’rh=2d%h;, d> =1m? — (3)2
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Godine 1613., Johannes Kepler se u gradu Linzu Zenio po drugi
puta. Za svadbu je kupovao bacvu vina, no pri kupnji mu se
¢udnom ucinila metoda kojom je trgovac odredivao cijenu vina . ..

\
\

N

Nadimo dimenzije konkretnih triju razli¢itih bacvi, Ciji oblik
aproksimiramo valjcima, a koje imaju razli¢ite volumene, a da je
pritom duljina mokrog dijela stapa to¢no 1 m.
V=rrh=gd?h; d? =1m? - (3)" = V = Fh (1m? - &)
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Godine 1613., Johannes Kepler se u gradu Linzu Zenio po drugi
puta. Za svadbu je kupovao bacvu vina, no pri kupnji mu se
¢udnom ucinila metoda kojom je trgovac odredivao cijenu vina . ..

\
\

N

Nadimo dimenzije konkretnih triju razli¢itih bacvi, Ciji oblik
aproksimiramo valjcima, a koje imaju razli¢ite volumene, a da je
pritom duljina mokrog dijela stapa to¢no 1 m.

V=rrh=gd?h; d? =1m? - (3)" = V = Fh (1m? - &)

2 4
_ _ _ 99m 3 12 3
h1 = 0,2 m, hy = 0,4 m, h3 = O,8m = V= 20&) , Vo = 1275r m=,
_ 21w .3
Vs =15 m
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Godine 1613., Johannes Kepler se u gradu Linzu Zenio po drugi
puta. Za svadbu je kupovao bacvu vina, no pri kupnji mu se
¢udnom ucinila metoda kojom je trgovac odredivao cijenu vina . ..

\
\

N

Nadimo dimenzije konkretnih triju razli¢itih bacvi, Ciji oblik
aproksimiramo valjcima, a koje imaju razli¢ite volumene, a da je
pritom duljina mokrog dijela stapa to¢no 1 m.

V=rrh=gd?h; d? =1m? - (3)" = V = Fh (1m? - &)

2 4
h =02m, h, =04m, h3=08m = Vj = 355 m?, Vo = 35T m3,

Va=2Armd = oy = ¥y gp = 26y gy = V2,

™ = = =
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Piramide i stoéci @

e Piramida (n-terostrana) s vrhom A je poliedar omeden jednim
mnogokutom (bazom piramide, pri &emu ravnina baze ne
sadrzi A) i trokutima kojima su bridovi po jedan brid baze i
spojnice A s njegovim krajevima. Visina piramide je duljina
spojnice A s probodistem P okomice iz A na bazu.
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Piramide i stoéci @

e Piramida (n-terostrana) s vrhom A je poliedar omeden jednim
mnogokutom (bazom piramide, pri &emu ravnina baze ne
sadrzi A) i trokutima kojima su bridovi po jedan brid baze i
spojnice A s njegovim krajevima. Visina piramide je duljina
spojnice A s probodistem P okomice iz A na bazu. Trostrane
piramide nazivaju se tetraedrima. Pravilna piramida je
piramida kojoj je baza pravilni mnogokut kojem P srediste.
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Piramide i stoéci @

e Piramida (n-terostrana) s vrhom A je poliedar omeden jednim
mnogokutom (bazom piramide, pri &emu ravnina baze ne
sadrzi A) i trokutima kojima su bridovi po jedan brid baze i
spojnice A s njegovim krajevima. Visina piramide je duljina
spojnice A s probodistem P okomice iz A na bazu. Trostrane
piramide nazivaju se tetraedrima. Pravilna piramida je
piramida kojoj je baza pravilni mnogokut kojem P srediste.

@ Stozac (kruzni) moZemo opisati kao piramidu s kruZznom
bazom, odnosno kao geometrijsko tijelo omedeno jednim
krugom i spojnicama (izvodnicama sto&a) svih totaka njegove
rubne kruZznice s to¢kom izvan ravnine tog kruga
(alternativno, kao rotacijsko tijelo koje nastaje rotacijom
pravokutnog trokuta oko jedne od njegovih kateta).
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Piramide i stoéci @

e Piramida (n-terostrana) s vrhom A je poliedar omeden jednim
mnogokutom (bazom piramide, pri &emu ravnina baze ne
sadrzi A) i trokutima kojima su bridovi po jedan brid baze i
spojnice A s njegovim krajevima. Visina piramide je duljina
spojnice A s probodistem P okomice iz A na bazu. Trostrane
piramide nazivaju se tetraedrima. Pravilna piramida je
piramida kojoj je baza pravilni mnogokut kojem P srediste.

@ Stozac (kruzni) moZemo opisati kao piramidu s kruZznom
bazom, odnosno kao geometrijsko tijelo omedeno jednim
krugom i spojnicama (izvodnicama sto&a) svih totaka njegove
rubne kruZznice s to¢kom izvan ravnine tog kruga
(alternativno, kao rotacijsko tijelo koje nastaje rotacijom
pravokutnog trokuta oko jedne od njegovih kateta).

@ Oplosje uspravnog kruznog stosca polumjera baze r i visine h
je P=rm(r+ vh?>+ r?). Volumeni piramida i kruznih
sto¥aca: V = 1B A,
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Zadatak

Molekula SF4 ima geometriju tzv. klackalice. Pretpostavimo
stati¢nu, prosje¢nu geometriju u kojoj su veze sumpora i floura u
bazi duljine a = 154,2 pm, a veze atoma sumpora s druga dva
atoma fluora duljine b = 164,3 pm. Izra¢unajte udaljenosti izmedu
svaka dva atoma floura!
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Zadatak

Molekula SF4 ima geometriju tzv. klackalice. Pretpostavimo
stati¢nu, prosje¢nu geometriju u kojoj su veze sumpora i floura u
bazi duljine a = 154,2 pm, a veze atoma sumpora s druga dva
atoma fluora duljine b = 164,3 pm. Izra¢unajte udaljenosti izmedu
svaka dva atoma floura!

Dva F u bazi: d; = %a =231,3pm
Jedan F u bazi, jedan ne:

dr = va% + b2 =225, 3pm

Nijedan F u bazi: d3 =2b = 328,6 pm
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Izra¢unajmo oplosje i visinu pravilne Sesterostrane antiprizme kojoj svi
bridovi imaju duljinu a = 2 cm.
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Izra¢unajmo oplosje i visinu pravilne Sesterostrane antiprizme kojoj svi
bridovi imaju duljinu a = 2 cm.

P =2Ps+2-6P; = 3v/33% + 3v/3a% = 6v32% = 243 cm?

Srediste svake od baza je od vrhova te baze kao i do projekcije pojedinog
od vrhova druge baze na ravninu njegove baze udaljeno za a.
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Izra¢unajmo oplosje i visinu pravilne Sesterostrane antiprizme kojoj svi
bridovi imaju duljinu a = 2 cm.

P =2Ps+2-6P; = 3v/33% + 3v/3a% = 6v32% = 243 cm?

Srediste svake od baza je od vrhova te baze kao i do projekcije pojedinog
od vrhova druge baze na ravninu njegove baze udaljeno za a. Uzmimo
jedan vrh A, jedan vrh B u drugoj bazi koji je s A povezan bridom
projekciju A" vrha B na ravninu prve baze.




Stereometrija
000000000080000

Izra¢unajmo oplosje i visinu pravilne Sesterostrane antiprizme kojoj svi
bridovi imaju duljinu a = 2 cm.

P =2Ps+2-6P; = 3v/33% + 3v/3a% = 6v32% = 243 cm?

Srediste svake od baza je od vrhova te baze kao i do projekcije pojedinog
od vrhova druge baze na ravninu njegove baze udaljeno za a. Uzmimo
jedan vrh A, jedan vrh B u drugoj bazi koji je s A povezan bridom
projekciju A’ vrha B na ravninu prve baze. ANAA'B je pravokutan, s
hipotenuzom duljine a, jednom katetom duljine h i drugpm katetom

duljine |AA’| = ay/1 — ?
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Izra¢unajmo oplosje i visinu pravilne Sesterostrane antiprizme kojoj svi
bridovi imaju duljinu a = 2 cm.

P =2Ps+2-6P; = 3v/33% + 3v/3a% = 6v32% = 243 cm?

Srediste svake od baza je od vrhova te baze kao i do projekcije pojedinog
od vrhova druge baze na ravninu njegove baze udaljeno za a. Uzmimo
jedan vrh A, jedan vrh B u drugoj bazi koji je s A povezan bridom
projekciju A’ vrha B na ravninu prve baze. ANAA'B je pravokutan, s
hipotenuzom duljine a, jednom katetom duljine h i drugpm katetom

duljine |AA’| = ay/1 — ? pa je prema Pitagorinom pouc¢ku h = %a.
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Krenemo od kocke i na svakoj njenoj strani konstruiramo kvadratni
piramidu &ija visina je tocno pola brida kocke. DokaZite da tako
stvarno dobijemo rompski dodekaedra, izracunajte kutove u tim
rombovima i dokaZite da tako dobiveni rompski dodekaedar ima
to¢no dvaput veci volumen od polazne kocke.

Prvo treba odrediti kutove pobocki piramida u odnosu na njihove baze.
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Krenemo od kocke i na svakoj njenoj strani konstruiramo kvadratni
piramidu &ija visina je tocno pola brida kocke. DokaZite da tako
stvarno dobijemo rompski dodekaedra, izracunajte kutove u tim
rombovima i dokaZite da tako dobiveni rompski dodekaedar ima
to¢no dvaput veci volumen od polazne kocke.

Prvo treba odrediti kutove pobocki piramida u odnosu na njihove baze.
Ti kutovi iznose 45°.
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Krenemo od kocke i na svakoj njenoj strani konstruiramo kvadratni
piramidu &ija visina je tocno pola brida kocke. DokaZite da tako
stvarno dobijemo rompski dodekaedra, izracunajte kutove u tim
rombovima i dokaZite da tako dobiveni rompski dodekaedar ima
to¢no dvaput veci volumen od polazne kocke.

Prvo treba odrediti kutove pobocki piramida u odnosu na njihove baze.
Ti kutovi iznose 45°. 1z toga slijedi da smo stvarno dobili tijelo omedeno
s 12 rombova volumena dvostrukog u odnosu na kocku.
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Krenemo od kocke i na svakoj njenoj strani konstruiramo kvadratni
piramidu &ija visina je tocno pola brida kocke. DokaZite da tako
stvarno dobijemo rompski dodekaedra, izracunajte kutove u tim
rombovima i dokaZite da tako dobiveni rompski dodekaedar ima
to¢no dvaput veci volumen od polazne kocke.

Prvo treba odrediti kutove pobocki piramida u odnosu na njihove baze.
Ti kutovi iznose 45°. 1z toga slijedi da smo stvarno dobili tijelo omedeno
s 12 rombova volumena dvostrukog u odnosu na kocku. Pogledamo li
pola takvog romba, on je jednakokragan trokut.
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Krenemo od kocke i na svakoj njenoj strani konstruiramo kvadratni
piramidu &ija visina je tocno pola brida kocke. DokaZite da tako
stvarno dobijemo rompski dodekaedra, izracunajte kutove u tim
rombovima i dokaZite da tako dobiveni rompski dodekaedar ima
to¢no dvaput veci volumen od polazne kocke.

Prvo treba odrediti kutove pobocki piramida u odnosu na njihove baze.
Ti kutovi iznose 45°. 1z toga slijedi da smo stvarno dobili tijelo omedeno
s 12 rombova volumena dvostrukog u odnosu na kocku. Pogledamo li
pola takvog romba, on je jednakokra&an trokut. Dobijemo da su traZeni
kutovi o takav da mu je kosinus % i 3 takav da mu je tangens 2+/2.
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Platonova tijela &

Platonova tijela (pravilni poliedri)su poliedri kojima su sve strane
medusobno sukladni pravilni mnogokuti pri ¢emu se u svakom vrhu
sastaje isti broj strana. Postoji pet Platonovih tijela: pravilni
tetraedar (omeden s &etiri pravilna, tj. jednakostrani€na trokuta),
kocka (pravilni heksaedar), pravilni oktaedar (omeden s osam
jednakostrani€nih trokuta), pravilni dodekaedar (omeden s 12
pravilnih peterokuta) i pravilni ikozaedar (omeden s 20
jednakostrani¢nih trokuta).
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Zadatak

Skeletalni oktaedar je model pravilnog oktaedra koji se sastoji od
njegovih triju kvadratnih presjeka. Nije ga tesko izraditi tehnikom
modularnog origamija. Ako znate da ste krenuli od listova papira s
rubovima duljine a = 15 cm, izracunajte duljine spojnica sredista s
vrhovima oktaedra, te oplosje i volumen odgovarajuceg ,,punog “
oktaedra.

.
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Zadatak

Skeletalni oktaedar je model pravilnog oktaedra koji se sastoji od
njegovih triju kvadratnih presjeka. Nije ga tesko izraditi tehnikom
modularnog origamija. Ako znate da ste krenuli od listova papira s
rubovima duljine a = 15 cm, izracunajte duljine spojnica sredista s
vrhovima oktaedra, te oplosje i volumen odgovarajuceg ,,punog “
oktaedra.

.

Duljine spojnica sredista s vrhovima su 2,
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Zadatak

Skeletalni oktaedar je model pravilnog oktaedra koji se sastoji od
njegovih triju kvadratnih presjeka. Nije ga tesko izraditi tehnikom
modularnog origamija. Ako znate da ste krenuli od listova papira s
rubovima duljine a = 15 cm, izracunajte duljine spojnica sredista s
vrhovima oktaedra, te oplosje i volumen odgovarajuceg ,,punog “

oktaedra.

Duljine spojnica sredista s vrhovima su £, oplogje odgovarajuleg

2
punog oktaedra je P =6 - @ (%) ~ 292,3cm?,

.
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Zadatak

Skeletalni oktaedar je model pravilnog oktaedra koji se sastoji od
njegovih triju kvadratnih presjeka. Nije ga tesko izraditi tehnikom
modularnog origamija. Ako znate da ste krenuli od listova papira s
rubovima duljine a = 15 cm, izracunajte duljine spojnica sredista s
vrhovima oktaedra, te oplosje i volumen odgovarajuceg ,,punog “

& H DA

Duljine spojnica sredista s vrhovima su £, oplogje odgovarajuleg

2
punog oktaedra je P =6 - @ (%) ~ 292,3cm?, a volumen je

V=2. (ﬁf .2 =1687,5ml.
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Dijamant kristalizira u kubi¢nom sustavu te se jedini¢na celija
dijamanta moZe odabrati kao kocka brida a = 3,567 A. Pritom se
radi o tzv. plosno centirarnoj jedini¢noj Celiji (FCC), Sto znali da
moZemo odabrati Celiju tako da su jezgre osam atoma ugljika u
njezinim vrhovima i jo$ Sest po jedan u srediStu svake strane.
Dodatno, jos Cetiri atoma ugljika se nalaze u Cetiri od sredista
osam pravilnih tetraedara koji su odredeni s po jednim vrhom
kocke i tri susjedna srediSta strana (dokaZite da se stvarno radi o
pravilnim tetraedrima), pri emu su ta tri atoma rasporedeni kao
vrhovi jednakostrani¢nog trokuta. lzracunajte sve udaljenosti po
dva najbliza ugljikova atoma u strukturi dijamanta te visinu
Sesterokutnog prstena kojeg &ine tri unutrasnja atoma s tri atoma
u sredistima strana, tj. razmak ravnina u kojima su prva tri
odnosno druga tri atoma.
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