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Globalni ekstremi realnih funkcija jedne varijable

Zadatak

Pogledajte sljede¢i graf neke funkcije f . Koje to£ke domene biste
zvali to£kama minimuma za f ?

Zadatak

Skicirajte graf funkcije zadane formulom
f (x) = −1
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ekstrema?
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Koja je razlika u de�nicijama lokalnih i globalnih ekstrema?

Moºe li funkcija imati vi²e od jednog lokalnog maksimuma? A
globalnog?

A moºe li funkcija imati vi²e to£aka globalnog maksimuma?

Ako imamo samo jednu to£ku lokalnog
minimuma/maksimuma, ona je ujedno i to£ka globalnog
minimuma/maksimuma � to£no ili ne?

Globalni minimum/maksimum je najmanji/najve¢i od svih
lokalnih � to£no ili ne?

Na£elno, jedini na£in za odre�ivanje globalnih ekstrema je analiza
£itavog toka funkcije:
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Zadatak

Lennard-Jonesov potencijal opisuje ovisnost potencijalne energije V
dviju nenabijenih £estica o njihovoj udaljenosti r > 0:

V

ε
=
( rmin

r

)12
− 2

( rmin

r

)6
.

Pokaºite da je Lennard-Jonesov potencijal najmanji kad je r = rmin

i da mu minimum iznosi −ε. �to preciznije, koriste¢i samo dosad
obra�eno gradivo, skicirajte graf Lennard-Jonesovog potencijala.



Bolzano-Weierstraÿov teorem

Ako je f : [a, b] → R neprekidnaa, onda f postiºe i globalni
minimum i globalni maksimum.

aPrecizno ¢emo to de�nirati kasnije, zasad uzimamo: funkcija kojoj je

domena segment je neprekidna ako joj se graf sastoji samo od jednog dijela, tj.

moºe se nacrtati u jednom potezu.

Moºete li predloºiti postupak odre�ivanja globalnih ekstrema za
neprekidne funkcije zadane na segmentu?

Zadatak

Odredite globalne ekstreme triju funkcija zadanih istom formulom,
ali s razli£itim domenama:

f (x) = 2x3 − 3x2 − 72x ,

D1 = [−5, 5], D2 = [0, 5], D3 = [−2, 0], D4 = R
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Zadatak

Pri dvofaznoj reverzibilnoj adijabatskoj kompresiji idealnog plina je
iznos pV γ konstantan. Pritom je γ =

Cp,m

CV ,m
omjer izobarnog i

izohornog molarnog toplinskog kapaciteta.
Rad pri takvom procesu opisan je formulom

w = nRT
γ

γ − 1

((
p

p1

)(γ−1)/γ

+

(
p2
p

)(γ−1)/γ

− 2

)
.

Pritom su p1 i p2 po£etni odnosno kona£ni tlak, a n, R , T , i
γ ∈ ⟨0, 1⟩ su konstante.
Pri kojem je tlaku izvr²eni rad minimalan?



Zadatak

U kineti£koj teoriji plinova se vjerojatnost da se molekula mase m
pri temperaturi T kre¢e brzinom v ≥ 0 opisuje
Maxwell-Boltzmannovom funkcijom gusto¢e vjerojatnosti:

fMB(v) = 4π
( m

2πkT

)3/2
v2exp

(
−mv2

2kT

)
.

Pritom je k = R
NA

= 1,38065 · 10−23 JK−1 Boltzmannova
konstanta.
�esto se u zadacima postavlja pitanje poput sljede¢eg: Koja je
najvjerojatnija brzina du²ikove molekule pri temperaturi 20◦C? To
matemati£ki nema smisla!



Ako je vjerojatnost da neko opaºanje poprimi bilo koji iznos unutar
nekog intervala realnih brojeva (ovdje: [0,+∞⟩), vjerojatnost bilo
kojeg to£no odre�enog iznosa je uvijek 0.

Za svaku brzinu v iznos
fMB(v)∆v (∆v ≈ 0) procjenjuje vjerojatnost da je brzina molekule
plina blizu v . Stoga postavljeno pitanje zapravo treba formulirati
ovako:

Zadatak

Odredite to£ku (globalnog) maksimuma v∗ funkcije fMB za
molekulu poznate mase m pri temperaturi T .

Iznos v∗ je brzina za koju je najvjerojatnije da slu£ajno (nasumce)
odabrana molekula promatranog plina pri danoj temperaturi ima
brzinu blizu v∗.
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