24. predavanje: Klasi¢na algebra vektora.

Franka Miriam Briickler
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koordinate s obzirom na neku bazu?
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koordinate s obzirom na neku bazu? Kako definiramo kut izmedu
dva vektora?

Definicija (Skalarni produkt)

Skalarni produkt dva geometrijska vV i w vektora definiran je s
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V-W = VW Cosp,

gdje je ¢ kut kojeg zatvaraju vektori V i w.
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Kako iz koordinata izraunati skalarni produkt vektora?
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Kako iz koordinata izralunati skalarni produkt vektora? Neka je
fiksirana baza: Znamo a, b (i ¢) te (a« = 4(b, <), B = 4(&,<),)

v = £(a,b).
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v=+4+VV-V cos p =
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Kako iz koordinata izralunati skalarni produkt vektora? Neka je
fiksirana baza: Znamo a, b (i ¢) te (a« = 4(b, <), B = 4(&,<),)
v = £(a, b).

Zadatak
Izvedite formulu za skalarni produkt iznos vektora prostora V/3
zadanog koordinatama s obzirom na ortogonalnu bazu (a, b, C).
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v=+4+VV-V cos p =

<
§ .

Kako iz koordinata izralunati skalarni produkt vektora? Neka je
fiksirana baza: Znamo a, b (i ¢) te (a« = 4(b, <), B = 4(&,<),)
v = £(a, b).

Zadatak
Izvedite formulu za skalarni produkt iznos vektora prostora V/3
zadanog koordinatama s obzirom na ortogonalnu bazu (a, b, C).

Neka je a=2cm, b=3cm, v = Z. lzratunajte <(p, §) za
p=1[3,-1iq=[21].
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Ako se dva atoma neke monoklinske kristalne strukture nalaze na
pozicijama A= (3,0,3) i B=(0,%,3), kolika je njihova
udaljenost ako znate da su parametri kristalografske baze a = 100,0
pm, b =200,0 pm, ¢ = 150,0 pm, a = v = 90,00°, 8 = 75,00°.
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Ako se dva atoma neke monoklinske kristalne strukture nalaze na
pozicijama A= (3,0,3) i B=(0,%,3), kolika je njihova
udaljenost ako znate da su parametri kristalografske baze a = 100,0
pm, b =200,0 pm, ¢ = 150,0 pm, a = v = 90,00°, 8 = 75,00°.

Ako je skalarni produkt dva vektora pozitivan / nula / negativan,
ta dva vektora zatvaraju Siljasti / pravi / tupi kut.

U nekoj ortogonalnoj bazi ¢iji su vektori redom duljinal m, 2 m i3
m, vektori [—4,1,0] i [1,1,0] su medusobno okomiti, ali da je baza
bila ortonormirana, ta dva vektora ne bi bila okomita.

Zadatak

Koji kut trebaju zatvarati vektori 3 i b baze prostora V/? ako znate
da je a = b i da su vektori koji obzirom na tu bazu imaju
koordinate [—2,1] i [0, 3] okomiti?
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Zadatak

Za kristale kubi¢nog sustava kristalografsku bazu moZemo smatrati
ortonormiranom.? Ako su u jedini¢noj Celiji tri atoma na
pozicijama A = (2,0,%), B = (é, ;,0) C= (%,%,%) te ako su
atomi vezani tako da je C vezan s A i B, odredite kut veze

© = LACB! (Rjesenje: ¢ = 108°25').

Rijesite isti zadatak ako se radi o kristalu rompskog sustava s
bridovima jedini¢ne Celije duljina redom 300 pm, 500 pm, 800 pm?

“Duljinu brida a jedini¢ne Celije proglasimo jediniénom duljinom.

Napomena

Vrijedi |V - w| < |V||w|.
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Ortogonalna projekcija jednog vektora na drugi &

Rad izvrsen djelovanjem sile F pri pomaku d=m—h Jje

W=F.d=Fd cosf.
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Ortogonalna projekcija jednog vektora na drugi &

Rad izvrsen djelovanjem sile F pri pomaku d = 7 — 7 Jje

W=F.d=Fd cosf.

Zadatak
Ako su V i w dva vektora, sto predstavlja iznos v - w - sin p?
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U trodimenzionalnom slu¢aju ponekad je potrebno algebarski
opisati vektore koji su okomiti na neke zadane vektore.

Ako su zadana dva kolinearna vektora 3 i b, koliko smjerova je na
njih okomito?
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U trodimenzionalnom slu¢aju ponekad je potrebno algebarski
opisati vektore koji su okomiti na neke zadane vektore.

Ako su zadana dva kolinearna vektora 3 i b, koliko smjerova je na
njih okomito? A ako su nekolinearni?

Neka su i b nekolinearni. Ako bismo znali neki vektor ¢+0
okomit na njih, lako skaliranjem dobijemo proizvoljno dug i
proizvoljno orijentiran vektor tog na njih okomitog smjera (kako?).

Definicija (Vektorski produkt)

Vektorski produkt dva vektora V i w je vektor V. X w koji je okomit
na oba vektora, iznos od V. X w je v - w - sin @, tj. jednaka je
povrsini paralelograma razapetog s V i w, a orijentiran je tako da
V, W, V X W postuju pravilo desne ruke.
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Moment sile definiran je kao vektorski produkt radijvektora i sile:
M = rx F, a kutni moment mase m oko tocke je | = r x p, gdje
je p = mv linearni momoment.

&

Zadatak

Koji odnos medu dvama vektorima je najlakSe prepoznati iz
rezultata njihova vektorskog produkta?
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Moment sile definiran je kao vektorski produkt radijvektora i sile:
M = 7 x F, a kutni moment mase m oko tocke je [=Fx p, gdje
Jje p = mv linearni momoment.

Koji odnos medu dvama vektorima je najlakSe prepoznati iz
rezultata njihova vektorskog produkta?

Zadatak
Ako je w = —7r V, koliko je V. x w?

v

Uz koji uvjet vektori vV, w, il = V x w &ine bazu prostora V37
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Zadatak

Sto je krivo u formuli VX W = v - w -sin@?

Karakteristi¢na svojstva vektorskog produkta su distributivnosti

prema zbrajanju
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Zadatak

Sto je krivo u formuli VX W = v - w -sin@?

Karakteristi¢na svojstva vektorskog produkta su distributivnosti
prema zbrajanju

VX (WHod)=VX W+ VX
(V+W)XT=VXT+WXU,
kvaziasocijativnost a(V x w) = (aV) x
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Zadatak

Sto je krivo u formuli VX W = v - w -sin@?

Karakteristi¢na svojstva vektorskog produkta su distributivnosti
prema zbrajanju

VX (WH+0)=VX W+ VXU,
(V+ W)X T=VxXT+wx 0,
kvaziasocijativnost a(V x w) = (V) X w,ortogonalnost
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Zadatak

Sto je krivo u formuli VX W = v - w -sin@?

Karakteristi¢na svojstva vektorskog produkta su distributivnosti
prema zbrajanju
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triangulirati, tj. rastaviti na tetraedre. Stoga, ako znamo iz
koordinata vrhova izraunati volumen paralelepipeda, znamo
izralunati volumen svakog uglatog tijela. Operacija kojom
dobivamo volumen paralelepipeda razapetog s tri vektora o, Vi w
je, do na predznak, mjeSoviti produkt tih vektora:

V=i (Vxw)|.

Definicija (Mje3oviti produkt)

MjeSoviti produkt triju vektora i, vV, w je skalar

g (Vxw).

Ako je mjeSoviti produkt tri vektora nula, oni su komplanarni.
Ako je - (V x w) > 0, vektori &, vV i w &ine tzv. desnu bazu, a u
suprotnom tzv. lijevu bazu.
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Volumen jedini¢ne Celije je za sve kristalne sustave dan formulom

V=35 (bx?d)

(za kristalografsku bazu se podrazumijeva da je desna).
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Volumen jedini¢ne Celije je za sve kristalne sustave dan formulom

V=35 (bx?d)

(za kristalografsku bazu se podrazumijeva da je desna).

Vrijedi tzv. cikli¢ka invarijantnost mjesovitog produkta:

G- (Vxw)=v-(Wxd)=w-(dx V).

- = — -

Neka je 3 # 0. Izracunajte 3-3, 3 x 3i3-3 % a.
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Kako izratunati v x w ili &~ (V x w) ako su poznate koordinate od
(a,) Viw?
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Recipro¢na baza &

Kako izratunati v x w ili &~ (V x w) ako su poznate koordinate od
(a,) Viw?

Definicija

—

Za odabranu desnu bazu (&, b, C), pripadna recipro¢na (dualna)
baza definirana je s

1
Vv

3=—bxcb"=—-cxa,c ax b,

<|+=
<|~

gdje je V =3 (b x ).
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Koliko iznosi 3* - b? A b* - b?

Vektori 3%, b*, &* imaju sljedeéa svojstva:

#.i=b b=¢c" ¢=

[E

I
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F=b.E=c"-

Ako je kristalografska baza ortogonalna, kakva je odgovarajucéa
baza recipro¢nog prostora? A ako je ortonormirana?

(775 kY = {i.], k}

Napomena

Prostor koordinatiziran kristalografskom bazom nazivamo
direktnim prostorom, a ako je koordinatiziran pripadnom
recipronom bazom, recipro¢nim prostorom.



Recipro¢na baza
00000

Izracunajte volumen V* jedini¢ne Celije u reciproénom prostoru!
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Izracunajte volumen V* jedini¢ne Celije u reciproénom prostoru!

Primijetimo da smo tako dokazali i da ako je (&, b, &) desna baza,
onda je i (8%, b*,c*) desna baza.
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Zadatak

Izracunajte volumen V* jedini¢ne Celije u reciproénom prostoru!

Primijetimo da smo tako dokazali i da ako je (&, b, &) desna baza,
onda je i (8%, b*,c*) desna baza.

Zadatak

DokaZite da je reciprocna baza recipro¢ne baze je direktna
(polazna) baza.
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Izracunajte volumen V* jedini¢ne Celije u reciproénom prostoru!

Primijetimo da smo tako dokazali i da ako je (&, b, &) desna baza,
onda je i (8%, b*,c*) desna baza.

Zadatak

DokaZite da je reciprocna baza recipro¢ne baze je direktna
(polazna) baza.

Zadatak

Izvedite formulu za skalarni produkt dva vektora od kojih su
jednome poznate koordinate u direktnoj, a drugom u reciprocnoj
bazi!
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Ako je V = [x,y, z] i w = [x',y’, Z'] (s obzirom na istu direktnu

bazu), onda je
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Ako je V = [x,y, z] i w = [x',y’, Z'] (s obzirom na istu direktnu

bazu), onda je

a b* c*
=V| x y z
X/ y/ Z/

Zadatak

Nekajea:b:c:écmioz:,8:90°,fy:120°. Bez

koristenja gornje formule izraunajte [1,1,0] x [1,0,1].
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Kolika je povrsina trokuta &iji vrhovi u nekom Kartezijevom
koordinatnom sustavu (s jedinicom duljine 1 cm) imaju koordinate
(0,0,0), (4,2,—1) i (3,6,4)? A volumen tetraedra kojemu je taj
trokut osnovica i &etvrti vrh (—1,—1,—-1)7
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Zadatak

Magnezij kristalizira u heksagonskom kristalnom sustavu.
(a=b=321A c=521A a=p3=90° v=120°). Ako
uzmemo da je veza matematickih s uobi¢ajenim kristalografskim
oznakama za heksagonski sustav dana s 3 = ai, b= a», koje su
koordinate vektora a3 obzirom na {a, b, C}? lzralunajte 3 - 3> X a3.
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Zadatak

Magnezij kristalizira u heksagonskom kristalnom sustavu.
(a=b=321A c=521A a=p3=90° v=120°). Ako
uzmemo da je veza matematickih s uobi¢ajenim kristalografskim
oznakama za heksagonski sustav dana s 3 = ai, b= a», koje su
koordinate vektora a3 obzirom na {a, b, C}? lzralunajte 3 - 3> X a3.
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