25. predavanje: Klasi¢na algebra vektora.

Franka Miriam Briickler
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Skalarni produkt
©00000

Skalarni produkt @

Ako su zadani parametri baze a= b = c = 10cm, a = 60°,
B =~ =90°, koliko je dug vektor v .= [1,—2,3] i koji kut zatvara s
vektorom w = [1,1,1]?
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Skalarni produkt @

Ako su zadani parametri baze a= b = c = 10cm, a = 60°,
B =~ =90°, koliko je dug vektor v .= [1,—2,3] i koji kut zatvara s
vektorom w = [1,1,1]?

Skalarni produkt
Skalarni produkt dva geometrijska vV i w vektora definiran je s

V-W =VvWw Ccosp,

gdje je ¢ kut kojeg zatvaraju vektori Vi w.
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Skalarni produkt @

Ako su zadani parametri baze a= b = c = 10cm, a = 60°,
B =~ =90°, koliko je dug vektor v .= [1,—2,3] i koji kut zatvara s

vektorom w = [1,1,1]?

Skalarni produkt
Skalarni produkt dva geometrijska vV i w vektora definiran je s

V-W =VvWw Ccosp,

gdje je ¢ kut kojeg zatvaraju vektori Vi w.
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Ako je skalarni produkt dva vektora pozitivan / nula / negativan,
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Ako je skalarni produkt dva vektora pozitivan / nula / negativan,
ta dva vektora zatvaraju Siljasti / pravi / tupi kut.
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Ako je skalarni produkt dva vektora pozitivan / nula / negativan,
ta dva vektora zatvaraju Siljasti / pravi / tupi kut.

V-w
VV-v-vwew

Kako iz koordinata izra¢unati skalarni produkt vektora zadanih
svojim koordinatama?

<

v=+VV- (p = arccos
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Ako je skalarni produkt dva vektora pozitivan / nula / negativan,
ta dva vektora zatvaraju Siljasti / pravi / tupi kut.

V-w
VV-v-vwew

Kako iz koordinata izra¢unati skalarni produkt vektora zadanih
svojim koordinatama? Kako izracunati udaljenost dviju tofaka
danih svojim koordinatama?
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Ako je skalarni produkt dva vektora pozitivan / nula / negativan,
ta dva vektora zatvaraju Siljasti / pravi / tupi kut.

vV-w
Vv=+VV- -V (» = arccos ————————.
v N AT

Kako iz koordinata izra¢unati skalarni produkt vektora zadanih
svojim koordinatama? Kako izracunati udaljenost dviju tofaka
danih svojim koordinatama?

m, vektori [—4,1,0] i [1,1,0] su medusobno okomiti, ali da je baza
bila ortonormirana, ta dva vektora ne bi bila okomita.
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Ako je skalarni produkt dva vektora pozitivan / nula / negativan,
ta dva vektora zatvaraju Siljasti / pravi / tupi kut.

- W

v=4+VV-V (o = arccos

— — —

w - w

i
<U| <y

Kako iz koordinata izra¢unati skalarni produkt vektora zadanih
svojim koordinatama? Kako izracunati udaljenost dviju tofaka
danih svojim koordinatama?

U nekoj ortogonalnoj bazi ¢iji su vektori redom duljinal m, 2 m i3
m, vektori [—4,1,0] i [1,1,0] su medusobno okomiti, ali da je baza

bila ortonormirana, ta dva vektora ne bi bila okomita. )

Izvedite formulu za skalarni produkt dvaju vektora prostora V/3
zadanih koordinatama s obzirom na ortogonalnu bazu (&, b, ).

™ = =
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Zadatak

Ako se dva atoma neke monoklinske kristalne strukture (a = 100,0
pm, b =200,0 pm, ¢ = 150,0 pm, a = v = 90,00°, 8 = 75,00°)
nalaze na pozicijama A= (%,0,3) i B=(0,%,3), kolika je
njihova udaljenost? .
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Zadatak

Ako se dva atoma neke monoklinske kristalne strukture (a = 100,0
pm, b =200,0 pm, ¢ = 150,0 pm, a = v = 90,00°, 8 = 75,00°)
nalaze na pozicijama A= (%,0,3) i B=(0,%,3), kolika je
njihova udaljenost? .

Zadatak

Neka je a=2cm, b=3cm, v = . lzraunajte <(p, q) za
p=1[3-1iqd=[21].
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Zadatak

Ako se dva atoma neke monoklinske kristalne strukture (a = 100,0
pm, b =200,0 pm, ¢ = 150,0 pm, a = v = 90,00°, 8 = 75,00°)
nalaze na pozicijama A= (%,0,3) i B=(0,%,3), kolika je
njihova udaljenost? .

Zadatak

Neka je a=2cm, b=3cm, v = . lzraunajte <(p, q) za
p=[3,—1] i g =[2,1]. Rijesite i uvodni zadatak!
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Zadatak

Ako se dva atoma neke monoklinske kristalne strukture (a = 100,0
pm, b =200,0 pm, ¢ = 150,0 pm, a = v = 90,00°, 8 = 75,00°)
nalaze na pozicijama A= (%,0,3) i B=(0,%,3), kolika je
njihova udaljenost? .

Zadatak

Neka je a=2cm, b=3cm, v = . lzraunajte <(p, q) za
p=[3,—1] i g =[2,1]. Rijesite i uvodni zadatak!

Zadatak

Koji kut trebaju zatvarati vektori & i b baze prostora V/? ako znate
da je a = b i da su vektori koji obzirom na tu bazu imaju
koordinate [—2,1] i [0, 3] okomiti?

A\
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Neki kristal kubi¢nog sustava (a = b= c = 320,3pm,

a = =~ =90° u jedinicnoj éeliji ima tri atoma, na pozicijama
A= (3,0,3), B=(3,3,0)iC=(%,%,%). Pritom je C vezan s
A i B. Koji je kut te veze?
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Neki kristal kubi¢nog sustava (a = b= c = 320,3pm,

a = =~ =90° u jedinicnoj éeliji ima tri atoma, na pozicijama
A= (3,0,3), B=(3,3,0)iC=(%,%,%). Pritom je C vezan s
A i B. Koji je kut te veze?
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Metri¢ki tenzor @

B S
B abcosy accosf3
b | abcos vy b2 bccoso
C | accosf3 bccosa c?
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Ortogonalna projekcija jednog vektora na drugi &

Rad izvrsen djelovanjem sile F pri pomaku d=m—h Jje

W=F.d=Fd cosf.
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Ortogonalna projekcija jednog vektora na drugi &

Rad izvrsen djelovanjem sile F pri pomaku d=m—h Jje

W=F.d=Fd cosf.




Skalarni produkt

O0000e

Ortogonalna projekcija jednog vektora na drugi &

Rad izvrsen djelovanjem sile F pri pomaku d = 7 — 7 Jje

W=F.d=Fd cosf.

Zadatak
Ako su V i w dva vektora, sto predstavlja iznos v - w - sin p?

=
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Vektorski produkt @

U trodimenzionalnom slu¢aju ponekad je potrebno algebarski
opisati vektore koji su okomiti na neke zadane vektore.

Ako su zadana dva kolinearna vektora 3 i b, koliko smjerova je na
njih okomito?
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Vektorski produkt @

U trodimenzionalnom slu¢aju ponekad je potrebno algebarski
opisati vektore koji su okomiti na neke zadane vektore.

Ako su zadana dva kolinearna vektora 3 i b, koliko smjerova je na
njih okomito? A ako su nekolinearni?
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Vektorski produkt @

U trodimenzionalnom slu¢aju ponekad je potrebno algebarski
opisati vektore koji su okomiti na neke zadane vektore.

Ako su zadana dva kolinearna vektora 3 i b, koliko smjerova je na
njih okomito? A ako su nekolinearni?

Neka su i b nekolinearni. Ako bismo znali neki vektor ¢+0
okomit na njih, lako skaliranjem dobijemo proizvoljno dug i
proizvoljno orijentiran vektor tog na njih okomitog smjera (kako?).
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U trodimenzionalnom slu¢aju ponekad je potrebno algebarski
opisati vektore koji su okomiti na neke zadane vektore.
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Neka su i b nekolinearni. Ako bismo znali neki vektor ¢+0
okomit na njih, lako skaliranjem dobijemo proizvoljno dug i
proizvoljno orijentiran vektor tog na njih okomitog smjera (kako?).

Vektorski produkt

Vektorski produkt dva vektora vV i w je
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Vektorski produkt @

U trodimenzionalnom slu¢aju ponekad je potrebno algebarski
opisati vektore koji su okomiti na neke zadane vektore.

Ako su zadana dva kolinearna vektora 3 i b, koliko smjerova je na
njih okomito? A ako su nekolinearni?

Neka su i b nekolinearni. Ako bismo znali neki vektor ¢+0
okomit na njih, lako skaliranjem dobijemo proizvoljno dug i
proizvoljno orijentiran vektor tog na njih okomitog smjera (kako?).

Vektorski produkt

Vektorski produkt dva vektora v i w je vektor vV X w koji je




Vektorski produkt
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Vektorski produkt @

U trodimenzionalnom slu¢aju ponekad je potrebno algebarski
opisati vektore koji su okomiti na neke zadane vektore.

Ako su zadana dva kolinearna vektora 3 i b, koliko smjerova je na
njih okomito? A ako su nekolinearni?

Neka su i b nekolinearni. Ako bismo znali neki vektor ¢+0
okomit na njih, lako skaliranjem dobijemo proizvoljno dug i
proizvoljno orijentiran vektor tog na njih okomitog smjera (kako?).

Vektorski produkt

Vektorski produkt dva vektora v i w je vektor V x w koji je okomit
na oba vektora, iznos od V X w je v - w - sinp, tj. jednaka je
povrsini paralelograma razapetog s V i w, a orijentiran je tako da
V, w, V X w poStuju pravilo desne ruke.




Vektorski produkt
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Karakteristi¢na svojstva vektorskog produkta su distributivnosti

prema zbrajanju
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Karakteristi¢na svojstva vektorskog produkta su distributivnosti

prema zbrajanju
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Vektorski produkt
0000

Karakteristi¢na svojstva vektorskog produkta su distributivnosti

prema zbrajanju

l

(V+ W)X T=VxXT+wx 0,
kvaziasocijativnost (v x w) = (aV) X w, ortogonalnost
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Karakteristi¢na svojstva vektorskog produkta su distributivnosti

prema zbrajanju

l

(V+ W)X T=VxXT+wx 0,
kvaziasocijativnost (v x w) = (aV) X w, ortogonalnost

i antikomutativnost V. X w = —w X V.
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Karakteristi¢na svojstva vektorskog produkta su distributivnosti

prema zbrajanju

l

(V+ W)X T=VxXT+wx 0,
kvaziasocijativnost (v x w) = (aV) X w, ortogonalnost
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Zadatak

Ako je w = —7r v, koliko je V. x w?
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Zadatak
Ako je w = —7r v, koliko je V. x w?

Koji odnos medu dvama vektorima je najlakSe prepoznati iz
rezultata njihova vektorskog produkta?
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Zadatak
Ako je w = —7r v, koliko je V. x w?

Koji odnos medu dvama vektorima je najlakSe prepoznati iz
rezultata njihova vektorskog produkta?

Zadatak

Uz koji uvjet vektori V, w, il = V X w ne &ine bazu prostora /37
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Zadatak
Ako je w = —7r v, koliko je V. x w?

Koji odnos medu dvama vektorima je najlakSe prepoznati iz
rezultata njihova vektorskog produkta?

Zadatak

Uz koji uvjet vektori V, w, il = V X w ne &ine bazu prostora /37

Zadatak

Sto je krivo u formuli VX W = v - w -sin@?
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Zadatak
Ako je w = —7r v, koliko je V. x w?

Koji odnos medu dvama vektorima je najlakSe prepoznati iz
rezultata njihova vektorskog produkta?

Zadatak

Uz koji uvjet vektori V, w, il = V X w ne &ine bazu prostora /37

Zadatak

Sto je krivo u formuli VX W = v - w -sin@?

Kako izratunati v x w ili - (V x w) ako su poznate koordinate od
(a,) Viw?



Vektorski produkt
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Recipro¢na baza &

Za odabranu desnu bazu (&, b, €), pripadna reciproéna (dualna)
baza definirana je s

1- = 1 1 -
é*zvaab*zvgxé',f*zvgxb,

gdje je V' volumen jedini¢ne Celije odredene direktnom bazom.

Koordinate s obzirom na recipro¢nu bazu: [h, k, ]*
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Recipro¢na baza &

Za odabranu desnu bazu (&, b, €), pripadna reciproéna (dualna)
baza definirana je s

1- = 1 1 -
é*zvaab*zvgxé',f*zvgxb,

gdje je V' volumen jedini¢ne Celije odredene direktnom bazom.

Koordinate s obzirom na recipro¢nu bazu: [h, k, ]*
Direktni vs. recipro¢ni prostor
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Recipro¢na baza &

Definicija

Za odabranu desnu bazu (&, b, €), pripadna reciproéna (dualna)
baza definirana je s

1- = 1 1 -
é*zvaab*zvgxé',f*zvgxb,

gdje je V' volumen jedini¢ne Celije odredene direktnom bazom.

Koordinate s obzirom na recipro¢nu bazu: [h, k, ]*

Direktni vs. recipro¢ni prostor

Ako je kristalografska baza ortogonalna, kakva je odgovarajuca
baza recipro¢nog prostora? A ako je ortonormirana?
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Recipro¢na baza &

Definicija

Za odabranu desnu bazu (&, b, €), pripadna reciproéna (dualna)
baza definirana je s

1- = 1 1 -
:Vbxab*zvgxé',f'*zvgxb,

gdje je V' volumen jedini¢ne Celije odredene direktnom bazom.

Koordinate s obzirom na recipro¢nu bazu: [h, k, ]*

Direktni vs. recipro¢ni prostor

Ako je kristalografska baza ortogonalna, kakva je odgovarajuca
baza recipro¢nog prostora? A ako je ortonormirana?

-

(7,5 k) = (724, k)
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[x,y,z]x[x',y'", 2] = V ((yz'—y'2)a" +(2x' = 2'x) b* +(xy' =Xy ) c*) =
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[x,y,z]x[x',y'", 2] = V ((yz'—y'2)a" +(2x' = 2'x) b* +(xy' =Xy ) c*) =

l

a b*
=V|x y =z
X/ y/ Z/

Kolika je povrsina trokuta &iji vrhovi u nekom Kartezijevom
koordinatnom sustavu (s jedinicom duljine 1 cm) imaju koordinate
(0,0,0), (4,2,-1) i (3,6,4)?




Vektorski produkt
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[X./y,Z]X[X/,_y/,Z/] = V((yzl_ylz)é*—i—(le_zlx)g*—"—(Xy/_xly)gk) -

a b*
=V|x y =z
X/ y/ Z/

Zadatak
Kolika je povrsina trokuta &iji vrhovi u nekom Kartezijevom

koordinatnom sustavu (s jedinicom duljine 1 cm) imaju koordinate
(0,0,0), (4,2,-1) i (3,6,4)?

€

Zadatak

Nekajea:b:c:écmia:ﬁ:90°,7:1200. Bez

koristenja gornje formule izraunajte [1,1,0] x [1,0,1].

.
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[X./y,Z]X[X/,_y/,Z/] = V((yzl_ylz)é*—i—(le_zlx)g*—"—(Xy/_xly)gk) -

l

a b*
=V|x y =z
X/ y/ Z/

Zadatak

Kolika je povrsina trokuta &iji vrhovi u nekom Kartezijevom
koordinatnom sustavu (s jedinicom duljine 1 cm) imaju koordinate
(0,0,0), (4,2,-1) i (3,6,4)?

€

Zadatak

Nekajea:b:c:écm ia=p06=90° ~v=120°. Bez
koristenja gornje formule izraunajte [1,1,0] x [1,0,1].

.

Sad moZemo izraCunati povrsinu svakog mnogokuta za kojeg

I3
1 1 o 1 o~ . 1 -
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MjeSoviti produkt &

MjeSoviti produkt
MjeSoviti produkt triju vektora i, vV, w je skalar

7 (V% W).

— - —

Apsolutna vrijednost mjeSovitog produkta od 4, v i w je volumen
paralelepipeda odredenog s i/, Vi w.

Zasto je zagrada u gornjoj definiciji suvisna?
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MjeSoviti produkt &

MjeSoviti produkt

MjeSoviti produkt triju vektora i, vV, w je skalar
g (Vxw).

— - —

Apsolutna vrijednost mjeSovitog produkta od 4, v i w je volumen
paralelepipeda odredenog s i/, Vi w.

Zasto je zagrada u gornjoj definiciji suvisna?
Ako je mjeSoviti produkt tri vektora nula, oni su
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MjeSoviti produkt &

MjeSoviti produkt

MjeSoviti produkt triju vektora i, vV, w je skalar
g (Vxw).

— - —

Apsolutna vrijednost mjeSovitog produkta od 4, v i w je volumen
paralelepipeda odredenog s i/, Vi w.

Zasto je zagrada u gornjoj definiciji suvisna?

Ako je mjeSoviti produkt tri vektora nula, oni su komplanarni,

tj. ne &ine bazu prostora. Ako je i+ (V x w) > 0, vektori &, Vi w
¢ine tzv. desnu bazu, a u suprotnom tzv. lijevu bazu.
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MjeSoviti produkt &

MjeSoviti produkt

MjeSoviti produkt triju vektora i, vV, w je skalar
g (Vxw).

— - —

Apsolutna vrijednost mjeSovitog produkta od 4, v i w je volumen
paralelepipeda odredenog s i/, Vi w.

Zasto je zagrada u gornjoj definiciji suvisna?

Ako je mjeSoviti produkt tri vektora nula, oni su komplanarni,

tj. ne &ine bazu prostora. Ako je i+ (V x w) > 0, vektori &, Vi w
¢ine tzv. desnu bazu, a u suprotnom tzv. lijevu bazu.

Volumen jedini¢ne Celije (za desne baze) je uvijek V = & b x €.
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Neka je 3 # 0. Izraunajte 3-a, 3 x aia-ax a.
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Neka je 3 # 0. Izraunajte 3-a, 3 x aia-ax a.

Cikli¢ka invarijantnost mjeSovitog produkta:

U-VXW=V-WXU=W-0XV

Zadatak

Koliko iznosi 3* - b? A b* - b?

Izvedite formulu za skalarni produkt dva vektora od kojih su
Jjednome poznate koordinate u direktnoj, a drugom u reciprocnoj
bazi!

™ = = =



Mjesoviti produkt
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Zadatak

DokaZite da je V* = % da je reciproéna baza stvarno baza i da je

recipro¢na baza recipro¢ne baze direktna baza.




Mjesoviti produkt
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Zadatak

DokaZite da je V* = % da je reciproéna baza stvarno baza i da je
recipro¢na baza recipro¢ne baze direktna baza.

X
g-vxw=V|x y
X//

Zadatak

Koliki je volument tetraedra s vrhovima (0,0, 0), (4,2, —1),
(3) 67 4) i (_17 _17 _1)?
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Zadatak

DokaZite da je V* = % da je reciproéna baza stvarno baza i da je
recipro¢na baza recipro¢ne baze direktna baza.

X y z
v-vxw=V| x y 2z
X// y// !

Koliki je volument tetraedra s vrhovima (0,0, 0), (4,2, —1),
(3) 67 4) i (_17 _17 _1)?

Zadatak

Magnezij kristalizira u heksagonskom kristalnom sustavu.
(a=b=321A c=521 A a=p=90°v=120°).
Izralunajte 31 - 3 X as.

A\

™ = = -



	Skalarni produkt
	Vektorski produkt
	Mješoviti produkt

