26. predavanje: Analiti¢ka geometrija prostora.
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Analiticka geometrija prostora &

Sto je to analititka geometrija ravnine?

Kako nazivamo 0-, 1- i 2-dimenzionalne objekte u prostoru?

Sto je koordinatni sustav u prostoru? Kada kaZemo da je
koordinatni sustav Kartezijev? Kako definiramo koordinate toc¢ke u
prostoru? Sto su koordinatne osi? A koordinatne ravnine? Sto je
reSetka?

S koliko jednadZbi se zadaje ploha, a s koliko krivulja u prostoru?

Zadatak

Akojea=b=c#1ia=~v=90° g =060° koje su koordinate
polovista duZine TT' gdje je T =(1,2,3) i T' =(-3,-2,-1)?
Izvedite formulu za d(T, T') ako je B zadana gornjim parametrima.

Skicirajte reSetku u ravnini ako jea=1lcm, b=2cm i~y = 45°.
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Ravnine i pravci u prostoru

Sto u ravnini predstavlja jednadzba y = 0? A u prostoru? Sto u
prostoru predstavlja jednadzba 2x = 3?7 A x 4+ 2y =07
Opdi oblik jednadzbe ravnine u prostoru je

Ax+By+ Cz=D,

gdje bar jedan od koeficijenata A, B i C nije nula.

Koji uvjet moraju zadovoljavati koeficijenti A, B, C, D u opcoj
JjednadZbi ravnine da bi se radilo o opcoj ravnini koja prolazi kroz
ishodiste? O opcoj ravnini koja je paralelna s osi ordinata? O opcoj
ravnini koja je paralelna s (x, z)-ravninom? Ovise li vasi odgovori o
tipu koordinatnog sustava?




Segmentni oblik jednadZbe ravnine:

X z
—+=+-=1
m n p

Napisite jo$ dvije jednadZbe koja predstavljaju istu ravninu kao
2x — by + z = 10. Navedite koordinate po jedne tocke koja je u toj
ravnini i jedne koja nije.
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Zadatak
Napisite jo$ dvije jednadZbe koja predstavljaju istu ravninu kao
2x — by + z = 10. Navedite koordinate po jedne tocke koja je u toj
ravnini i jedne koja nije.

v

Zadatak

DokaZite da je skup svih to¢aka (x,y, z) prostora kojima je skalarni

produkt s vektorom @ = [1,—1,2]* jednak 5 ravnina okomita na f.
v
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Zadatak
Napisite jo$ dvije jednadZbe koja predstavljaju istu ravninu kao
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Opcenito: 7= [A, B, C]* je normale ravnine Ax+ By + Cz=D.



Segmentni oblik jednadZbe ravnine:
X V4
2 Y2
m n p
Zadatak
Napisite jo$ dvije jednadZbe koja predstavljaju istu ravninu kao
2x — by + z = 10. Navedite koordinate po jedne tocke koja je u toj
ravnini i jedne koja nije.

v

Zadatak

DokaZite da je skup svih to¢aka (x,y, z) prostora kojima je skalarni
produkt s vektorom @ = [1,—1,2]* jednak 5 ravnina okomita na f.

Opcenito: 7= [A, B, C]* je normale ravnine Ax+ By + Cz=D.
Zadatak

Odredite jednadZbu ravnine kojoj vektor normale ima smjer
[2,3,4]* i koja sadrzi to¢ku (1,1,1).




MreZne ravnine

MreZna ravnina je ravnina koja ne prolazi ishodistem i sadrzi tri
nekolinearne tocke resetke.

Zadatak

Nadite jednadZbu mreZne ravnine koja sadrzi to¢ke (0, —1,5),
(—5,—4,1) i (10,5,0).




MreZne ravnine

MreZna ravnina je ravnina koja ne prolazi ishodistem i sadrzi tri
nekolinearne tocke resetke.

Zadatak

Nadite jednadZbu mreZne ravnine koja sadrzi to¢ke (0, —1,5),
(—5,—4,1) i (10,5,0).

Millerovi indeksi smjera mreznih ravnina, (hk/), su maksimalno
(pozitivnim brojem) skradeni koeficijenti vektora normale jedne
ravnine promatranog smjera.

Zadatak

Odredite opci, parametaraski i segmentni oblik jednadZbe one
ravnine smjera (305) koja je najbliZa ishodistu.
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Odredite opci oblik jednadZbe ravnine kojoj su parametarske
Jjednadzbe x =1—t+s,y=3,z=2+3s (t,s € R). Navedite
koordinate triju nekolinearnih tocaka u toj ravnini!
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Zadatak

Odredite opci oblik jednadZbe ravnine kojoj su parametarske
Jjednadzbe x =1—t+s,y=3,z=2+3s (t,s € R). Navedite
koordinate triju nekolinearnih tocaka u toj ravnini!

Zadatak

Koliko iznose stvarne duljine odsje¢aka ravnine 2x — 5y + 3z = 15
na koordinatnim osima, ako jea=1m, b=2mic=4m,
a=0=~v=90°?7

Kako sve moZemo zadati pravac u prostoru? Koji su oblici
jednadZzbi pravca u prostoru?



Parametarske jednadZbe pravca u prostoru
X=Xxp+ut, y=w+vt, z=2z+wt

gdje je (xo, Y0, 20) jedna totka na pravcu, a §'= [u, v, w] jedan
njegov vektor smjera. Skraceni zapis zove se kanonska jednadzba
pravca:

X=X _ Y=Y _

u 4 w

z— 2
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ZapiSite parametarske jednadZbe pravca paralelnog s x-osi koji
prolazi kroz to¢ku (1,2, 3).
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MN...Ax+By+Cz=D n=][AB,C]"
p"'(XanOuzO)) §: [U, v, W]
q...(x,%,2), § =V, w]
@ pl||MN (ukljuivo mogucosti da je sadrzan u njoj) ako je 7L C;
u tom slu€aju je Z(p, M) := 0. Inake je
Z(p,M) :=90° — £(n,5). Imaju li p i M zajednickih totaka
utvrduje se rjeSavanjem sustava koji se sastoji od njihovih
jednadzbi.



MN...Ax+By+Cz=D n=][AB,C]"
p...(x0,%,2), S=[u,v,w]
q"‘(X(/)vy(/]vZ(,))’ §' = [U/’ Vlvwl]

@ pl||MN (ukljuivo mogucosti da je sadrzan u njoj) ako je 7L C;
u tom slu€aju je Z(p, M) := 0. Inake je
Z(p, M) :=90° — £(n,5). Imaju li p i I zajedni¢kih to¢aka
utvrduje se rjeSavanjem sustava koji se sastoji od njihovih
jednadzbi.

@ Ako su §'i § kolinearne, p i g se ili podudaraju ili su razli€iti
paralelni pravci, a inale se sijeku u jednoj tocki ili su
mimoilazni.

@ Ako sustav od 6 jednadzbi s 5 nepoznanica koji dobijemo
uzimanjem parametarskih jednadZbi oba pravca ima rjesenja,
p i g se sijeku ili podudaraju, inae su paralelni ili mimoilazni.

@ Kut izmedu p i g je 0 ako su paralelni, a inae se definira kao
kut izmedu 5'i §'.



Zadatak
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sustavaa=5cm, b=3cm, c=4cm, a =5 =7 =90°. Koji
kut taj pravac zatvara s y-osi?
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e Ocp=x=ut,y=vtiz=wt
o [u,v,w] L3=0=[u,v,w] 3= (ui+ vb+ wé) 7= ua?
= u=0,

0 5$=[0,v,w] = vb+ wé, £(5,¢&) = 45° =

2 £
(vb+w¢é)-€ = [[0, v, w]|-c-cos 45° < w c? = \2[C\/ v2b? + w?c?

= w2c? = (v2b? + w?c?)/2, w?c? = v2p?,




Zadatak

Nadite pravac (pravce) koji prolazi kroz ishodiste, okomit je na
X-0s | sa z-osi zatvara kut od 45°, ako su parametri koordinatnog
sustavaa=5cm, b=3cm, c=4cm, a =5 =7 =90°. Koji
kut taj pravac zatvara s y-osi?

e Ocp=x=ut,y=vtiz=wt
o [u,v,w] L3=0=[u,v,w] 3= (ui+ vb+ wé) 7= ua?
= u=0,

0 5$=[0,v,w] = vb+ wé, £(5,¢&) = 45° =

2 £
(vb+w¢é)-€ = [[0, v, w]|-c-cos 45° < w c? = \2[C\/ v2b? + w?c?

= w?c? = (V2b? + w?c?)/2, wic? = v2b?, w = £3v.




Zadatak

Nadite pravac (pravce) koji prolazi kroz ishodiste, okomit je na
X-0s | sa z-osi zatvara kut od 45°, ako su parametri koordinatnog
sustavaa=5cm, b=3cm, c=4cm, a =5 =7 =90°. Koji
kut taj pravac zatvara s y-osi?

e Oep=x=ut,y=vtiz=wt.

o [u,v,w] L3=0=[u,v,w] 3= (ui+ vb+ wé) 7= ua?
= u=0,

0 5$=[0,v,w] = vb+ wé, £(5,¢&) = 45° =

2 | -
vb+w¢)-¢ = 0, v, w]|-c-cos45° < w c? = icx/v2b2+w2
2

= w?c? = (V2b? + w?c?)/2, wic? = v2b?, w = £3v.

@ Dva rjesenja: x =0,y =4t, z=3t; x=0, y = 4t, z= —3t

V.



