8. tjedan nastave: Polarne koordinate. Kompleksni
brojevi.

Franka Miriam Brickler
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Polarne koordinate
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Polarni koordinatni sustav

U pravokutnom koordinatnom sustavu polozaj totke opisujemo s dva
realna broja (apscisom x i ordinatom y), koji su (orijentirane) udaljenosti
totke do dva medusobno okomita brojevna pravca (koordinatne osi).
Najjednostavnije jednadzbe u pravokutnom koordinatnom sustavu imaju
pravci paralelni koordinatnim osima: x = ¢ odnosno y = L.
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Polarni koordinatni sustav

U pravokutnom koordinatnom sustavu polozaj totke opisujemo s dva
realna broja (apscisom x i ordinatom y), koji su (orijentirane) udaljenosti
totke do dva medusobno okomita brojevna pravca (koordinatne osi).
Najjednostavnije jednadzbe u pravokutnom koordinatnom sustavu imaju
pravci paralelni koordinatnim osima: x = ¢ odnosno y = L.

U polarnom koordinatnom sustavu poloZaj totke takoder opisujemo

s dva realna broja, ali im je smisao drugadiji:

(r,e)ir=0,p€eR

(r,@)
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Polarni koordinatni sustav

U pravokutnom koordinatnom sustavu polozaj totke opisujemo s dva
realna broja (apscisom x i ordinatom y), koji su (orijentirane) udaljenosti
totke do dva medusobno okomita brojevna pravca (koordinatne osi).
Najjednostavnije jednadzbe u pravokutnom koordinatnom sustavu imaju
pravci paralelni koordinatnim osima: x = ¢ odnosno y = L.

U polarnom koordinatnom sustavu poloZaj totke takoder opisujemo

s dva realna broja, ali im je smisao drugadiji:

(r,e)ir=0,p€eR

(r,@)

o

Sto u polarnom koordinantom sustavu predstavlja jednadzba
r=257 ¢ =31/2?
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p=x/2

=27/3

p=57/6

o=x/3

p=7/6

p=r-

p=4z[3

»=77/6
p=37/2

p=57/3

Gdje se u polarnom koordinatnom sustavu nalaze tocke s

p=11x/6

koordinatama (r, ) = (0,0)? (1,0)? (0,1)? (—1,0)? (1,7/2)?

(2,7/3)? (1,—m/3)? (m,45°)7
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Gdje se u polarnom koordinatnom sustavu nalaze tocke s
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p=x/2

=27/3

p=57/6

p=r-

o=x/3

p=7/6

p=4z[3

»=77/6
p=37/2

p=57/3

Gdje se u polarnom koordinatnom sustavu nalaze tocke s

p=11x/6

koordinatama (r, ) = (0,0)? (1,0)? (0,1)? (—1,0)? (1,7/2)?
(2,7/3)? (1,—n/3)? (,45°)? Srafirajte dio ravnine koji u
polarnom koordinatnom sustavu ima obje koordinate izmedu 0 i 1/




Polarne koordinate
0000000

p=x/2

=27/3 v=x/3

p=57/6 o=1/6

p=r-

p=4z[3 p=11x/6

»=77/6 p=57/3
p=37/2

Gdje se u polarnom koordinatnom sustavu nalaze tocke s
koordinatama (r, ) = (0,0)? (1,0)? (0,1)? (—1,0)? (1,7/2)?
(2,7/3)? (1,—n/3)? (,45°)? Srafirajte dio ravnine koji u
polarnom koordinatnom sustavu ima obje koordinate izmedu 0 i 1/

Uz pretpostavku zajedni¢kog ishodista i polarne osi koja se poklapa
s pozitivnim dijelom osi apscisa imamo sljede¢u vezu izmedu
Kartezijevih i polarnih koordinata u ravnini:



Polarne koordinate
[e]e] lelelele]
X =1rcosyp, y=rsinp

y
r=Vxttyt o tge=

Koje su polarne koordinate tocke koja u Kartezijevom
koordinatnom sustavu ima koordinate (—2,2)7?




Polarne koordinate
[e]e] lelelele]
X =1rcosyp, y=rsinp

y
r=vVxty? tgp=7.

Koje su polarne koordinate tocke koja u Kartezijevom
koordinatnom sustavu ima koordinate (—2,2)7?

x=-2y=2=r=8,tgp=—1= p=—45°7
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X =1rcosyp, y=rsinp

Yy
=V =L

Koje su polarne koordinate tocke koja u Kartezijevom
koordinatnom sustavu ima koordinate (—2,2)7?

x=-2,y=2=r=+8,tgp=—-1= ¢ =—45°?1 Ne, nego
p = 135°.

Zadan je polupravac o s poletkom u ishodistu O. Toc¢ka se od O
Jednoliko giba po o dok o jednoliko rotira oko O. Putanja te tocke

Jje Arhimedova spirala jednadzbe r = ap.

%
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Zadatak

Skicirajte nekoliko tolaka hiperboli¢ne spirale zadane jednadZbom
r =1/p. MoZete li naslutiti njen oblik?
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000@000

Zadatak

Skicirajte nekoliko tolaka hiperboli¢ne spirale zadane jednadZbom
r =1/p. MoZete li naslutiti njen oblik?

Kako skicirati krivulju zadanu jednadZbom r = f(¢) u polarnim
koordinatama? (dakle, kako prikazati graf realne funkcije jedne
varijable u polarnom umjesto Kartezijevog koordinatnog sustava?)
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Zadatak

Skicirajte nekoliko tolaka hiperboli¢ne spirale zadane jednadZbom
r =1/p. MoZete li naslutiti njen oblik?

Kako skicirati krivulju zadanu jednadZbom r = f(¢) u polarnim
koordinatama? (dakle, kako prikazati graf realne funkcije jedne
varijable u polarnom umjesto Kartezijevog koordinatnog sustava?)

r =1+ 2cos(3¢).

Prvo: U polarnom koordinatnom sustavu dobivamo samo tocke s
r>0:

1
1+ 2cos(3p) > 0= cos(3p) > —5 =

2 2
—§+2k7r§3<p§§+2k7r:>
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f je periodi¢na s periodom 2% koji je cjelobrojni dio (trecina)
punog kruga. Takve krivulje su zatvorene (nakon $to ¢ prode jedan
temeljni period dobijemo polaznu to¢ku). Stoga je za takve
krivulje dovoljno crtanje unutar jednog punog kruga (—m < p <

i|i0<(p<271):
_7<<9<77<(9<717<(9<17
9 979 97 9 9
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f je periodi¢na s periodom 2% koji je cjelobrojni dio (trecina)
punog kruga. Takve krivulje su zatvorene (nakon $to ¢ prode jedan
temeljni period dobijemo polaznu to¢ku). Stoga je za takve
krivulje dovoljno crtanje unutar jednog punog kruga (—m < p <

i|i0<(p<271):
_7<<9<77<(9<717<(9<17
9 979 97 9 9

Zbog periodi¢nosti dijelovi krivulje u ta tri podintervala polarnog
kuta su sukladni (rotacijski simetri¢ni) pa je dovoljno nacrtati
jedan.
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f je periodi¢na s periodom 2% koji je cjelobrojni dio (trecina)
punog kruga. Takve krivulje su zatvorene (nakon $to ¢ prode jedan
temeljni period dobijemo polaznu to¢ku). Stoga je za takve
krivulje dovoljno crtanje unutar jednog punog kruga (—m < p <

i|i0<(p<271):
_7<<9<77<(9<717<(9<17
9 979 97 9 9

Zbog periodi¢nosti dijelovi krivulje u ta tri podintervala polarnog
kuta su sukladni (rotacijski simetri¢ni) pa je dovoljno nacrtati

jedan.
Raspon r nam kaZe unutar kojih kruznica se (ako takve postoje)

nalazi krivulja:
1+2cos(3p)e[1+2-(-1),1+2-1]=[-1,3]=0<r<3

Maksimalni r: cos(3¢) =1, ¢ = O,:l:%“. Minimalni r:
cos(3p) = —3, p = i%” + k%’r, k=0,1,2.
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Ako je f parna onda je



Polarne koordinate
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Ako je f parna onda je krivulja simetri¢na s obzirom na pravac
@ = k7 (horizonalna os simetrije). To je slu¢aj za nadu krivulju.
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Ako je f parna onda je krivulja simetri¢na s obzirom na pravac
@ = k7 (horizonalna os simetrije). To je slu¢aj za nadu krivulju.
Za - <o <2 r(£%F) =0, r(£3) =2, r(0) = 3.
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Ako je f parna onda je krivulja simetri¢na s obzirom na pravac
@ = k7 (horizonalna os simetrije). To je slu¢aj za nadu krivulju.
Za - <o <2 r(£%F) =0, r(£3) =2, r(0) = 3.
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Koeficijent smjera tangente

Ako deriviramo jednadzbu krivulje r = f() po ¢, to je obi¢no
deriviranje funkcije jedne varijable, ali iznos derivacije ovdje ne
odgovara nagibu tangente na promatranu krivulju gledanu u Kks-u,
vec opisuje relativnu promjenu udaljenosti od ishodista u odnosu
na promjenu polarnog kuta.
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Koeficijent smjera tangente

Ako deriviramo jednadzbu krivulje r = f() po ¢, to je obi¢no
deriviranje funkcije jedne varijable, ali iznos derivacije ovdje ne
odgovara nagibu tangente na promatranu krivulju gledanu u Kks-u,
vec opisuje relativnu promjenu udaljenosti od ishodista u odnosu
na promjenu polarnog kuta.

Zelimo i odrediti koeficijent smjera tangente na krivulju r = f(¢)
u toZki (rp,Jp), dobijemo ga ovako:

dy

d

do
_ (o) sin(wo) + o cos(wo) . cos(wo) _
r'(¢o) cos(¢o) — rosin(ypo) ~ cos(¢o)
ro + r'(v0)tg o
r'(wo) — rotg o
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Kompleksni brojevi

Imaginarna jedinica i se definira kao jedno od dva rjesenja
kvadratne jednadzbe
x>4+1=0.

Koje je drugo rjeSenje?
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Kompleksni brojevi

Imaginarna jedinica i se definira kao jedno od dva rjesenja
kvadratne jednadzbe
x>4+1=0.

Koje je drugo rjeSenje?
i?=(-i)?=-1

Kompleksni brojevi se definiraju kao brojevi koji se mogu zapisati u
obliku
z=x+yi

s x,y € R. Broj x se zove realni dio, a broj y imaginarni dio
kompleksnog broja z (dakle: i realni i imaginarni dio kompleksnog
broja su realni brojevi). Kako vidimo da je R podskup od C?
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Kompleksni brojevi

Imaginarna jedinica i se definira kao jedno od dva rjesenja
kvadratne jednadzbe
x>4+1=0.

Koje je drugo rjeSenje?
i?=(-i)?=-1

Kompleksni brojevi se definiraju kao brojevi koji se mogu zapisati u
obliku
z=x+yi

s x,y € R. Broj x se zove realni dio, a broj y imaginarni dio
kompleksnog broja z (dakle: i realni i imaginarni dio kompleksnog
broja su realni brojevi). Kako vidimo da je R podskup od C?
Brojeve kojima je realni dio nula zovemo ¢&isto imaginarnima.
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Kompleksna ravnina i zbrajanje/oduzimanje kompleksnih
brojeva

z=x+1iy < z=(x,y) € R?

Tm(z) Im(z)
3i 3
-
2 Ty
el dew

i i 3

Re(z

-3 -2 -1 1 2 3 i -3 =2 -1 %2 3 R

— —i A3
=T =2i]
30 —3i

(x+yi) £ (< +y'i) = (x£x)+ (v £y)i.
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Suprotni broj od x 4 yi je —x — yi. Nacrtajte nekoliko kompleksnih
brojeva u kompleksnoj ravnini i njihove suprotne brojeve te
zakljutite koji je efekt kompleksne funkcije! zadane s

f(z) =—27

Kompleksna funkcija je funkcija koja poprima vrijednostisu skupu C:
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Suprotni broj od x 4 yi je —x — yi. Nacrtajte nekoliko kompleksnih
brojeva u kompleksnoj ravnini i njihove suprotne brojeve te
zakljutite koji je efekt kompleksne funkcije! zadane s

f(z) =—27

U kompleksnoj ravnini ova funkcija je centralna simetrija s obzirom
na ishodiste.

Im(z)

3

2

Re(z)

Kompleksna funkcija je funkcija koja poprima vrijednostisu skupu C:
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Nacrtajte tocke koje u kompleksnoj ravnini predstavljaju Cetiri
proizvoljno odabrana kompleksna broja. Zatim nacrtajte rezultat
pribrajanja broja 1 tim brojevima.
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Nacrtajte tocke koje u kompleksnoj ravnini predstavljaju Cetiri
proizvoljno odabrana kompleksna broja. Zatim nacrtajte rezultat
pribrajanja broja 1 tim brojevima. Sad nacrtajte rezultat
pribrajanja broja —i tim brojevima.
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Nacrtajte tocke koje u kompleksnoj ravnini predstavljaju Cetiri
proizvoljno odabrana kompleksna broja. Zatim nacrtajte rezultat
pribrajanja broja 1 tim brojevima. Sad nacrtajte rezultat
pribrajanja broja —i tim brojevima. Na kraju nacrtajte rezultat
pribrajanja broja 3 4+ 2/ tim brojevima. Mozete li zakljuliti koji je
efekt kompleksne funkcije zadane s

f(z) = z+ 2,

za fiksan z,?
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Nacrtajte tocke koje u kompleksnoj ravnini predstavljaju Cetiri
proizvoljno odabrana kompleksna broja. Zatim nacrtajte rezultat
pribrajanja broja 1 tim brojevima. Sad nacrtajte rezultat
pribrajanja broja —i tim brojevima. Na kraju nacrtajte rezultat
pribrajanja broja 3 4+ 2/ tim brojevima. Mozete li zakljuliti koji je
efekt kompleksne funkcije zadane s

f(z) = z+ 2,

za fiksan z57 U kompleksnoj ravnini ova funkcija je translacija
ravnine za radij-vektor broja z.

Tmi(z)
—343i
M5
T~ 2428
2
—3Li 1l 14i b,
= 4\ 5 . Re(z)
T~ T~
h i
i
S
T~
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Apsulutna vrijednost kompleksnog broja

Apsolutna vrijednost |z| kompleksnog broja z definira se kao
udaljenost odgovarajuce totke do ishodista. Vrijedi

Ix +iy|=4+Vx%+y2

fl=x i

2

1 2 3

Gdje se nalaze kompleksni brojevi apsolutne vrijednosti 17
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Apsulutna vrijednost kompleksnog broja

Apsolutna vrijednost |z| kompleksnog broja z definira se kao
udaljenost odgovarajuce totke do ishodista. Vrijedi

Ix +iy|=4+Vx%+y2

fl=x i

2

Re(z)

1 2 3

Gdje se nalaze kompleksni brojevi apsolutne vrijednosti 1?7 Sto
predstavlja jednadzba |z — 1 — /| = 57
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Apsulutna vrijednost kompleksnog broja

Apsolutna vrijednost |z| kompleksnog broja z definira se kao
udaljenost odgovarajuce totke do ishodista. Vrijedi

Ix +iy|=4+Vx%+y2

fl=x i

2

Re(z)

1 2 3

Gdje se nalaze kompleksni brojevi apsolutne vrijednosti 1?7 Sto
predstavlja jednadzba |z — 1 — i| = 5?7 Jednadzba |z — z)| = r u
kompleksnoj ravnini predstavlja kruznicu polumjera r sa sredistem
u zp.
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Konjugiranje

Zadatak
Odredite sva rjeSenja kvadratne jednadZbe x*> — 4x +5 = 0.
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Konjugiranje

Zadatak

Odredite sva rjeSenja kvadratne jednadZbe x*> — 4x +5 = 0.
X1,2 = 241,
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Konjugiranje

Zadatak

Odredite sva rjeSenja kvadratne jednadZbe x*> — 4x +5 = 0.
X1,2 = 241,

Svakom kompleksnom broju z = x + iy pridruZen je njegov
kompleksno konjugirani broj Z = x — iy. Nacrtajte nekoliko
kompleksnih brojeva u kompleksnoj ravnini i njihove kompleksno
konjugirane brojeve te zakljucite koji je efekt kompleksne funkcije
zadane s f(z) =27
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Konjugiranje

Zadatak

Odredite sva rjeSenja kvadratne jednadZbe x*> — 4x +5 = 0.
X1,2 = 241,

Svakom kompleksnom broju z = x + iy pridruZen je njegov
kompleksno konjugirani broj Z = x — iy. Nacrtajte nekoliko
kompleksnih brojeva u kompleksnoj ravnini i njihove kompleksno
konjugirane brojeve te zakljucite koji je efekt kompleksne funkcije
zadane s f(z) = z? U kompleksnoj ravnini ova funkcija je osna
simetrija (zrcaljenje) s obzirom na os apscisa (realnu os).
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Konjugiranje

Zadatak

Odredite sva rjeSenja kvadratne jednadZbe x*> — 4x +5 = 0.
X1,2 = 241,

Svakom kompleksnom broju z = x + iy pridruZen je njegov
kompleksno konjugirani broj Z = x — iy. Nacrtajte nekoliko
kompleksnih brojeva u kompleksnoj ravnini i njihove kompleksno
konjugirane brojeve te zakljucite koji je efekt kompleksne funkcije
zadane s f(z) = z? U kompleksnoj ravnini ova funkcija je osna
simetrija (zrcaljenje) s obzirom na os apscisa (realnu os).

Kakva je veza para rjeSenja kvadratne jednadZbe?
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Konjugiranje

Zadatak

Odredite sva rjeSenja kvadratne jednadZbe x*> — 4x +5 = 0.
X1,2 = 241,

Svakom kompleksnom broju z = x + iy pridruZen je njegov
kompleksno konjugirani broj Z = x — iy. Nacrtajte nekoliko
kompleksnih brojeva u kompleksnoj ravnini i njihove kompleksno
konjugirane brojeve te zakljucite koji je efekt kompleksne funkcije
zadane s f(z) = z? U kompleksnoj ravnini ova funkcija je osna
simetrija (zrcaljenje) s obzirom na os apscisa (realnu os).

Kakva je veza para rjeSenja kvadratne jednadZbe?

Koliko iznosi z?
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Konjugiranje

Zadatak

Odredite sva rjeSenja kvadratne jednadZbe x*> — 4x +5 = 0.
X1,2 = 241,

Svakom kompleksnom broju z = x + iy pridruZen je njegov
kompleksno konjugirani broj Z = x — iy. Nacrtajte nekoliko
kompleksnih brojeva u kompleksnoj ravnini i njihove kompleksno
konjugirane brojeve te zakljucite koji je efekt kompleksne funkcije
zadane s f(z) = z? U kompleksnoj ravnini ova funkcija je osna
simetrija (zrcaljenje) s obzirom na os apscisa (realnu os).

Kakva je veza para rjeSenja kvadratne jednadZbe?

Koliko iznosi z? A z; + 257

Ako je dana funkcija ¢ : D—C, onda se s ©* oznalava kompleksna
funkcija definirana s ¢*(z) = 1(z). Odredite formulu za ¢*(z) ako
je(z) =z+2 -5/
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Konjugiranje

Zadatak

Odredite sva rjeSenja kvadratne jednadZbe x*> — 4x +5 = 0.
X1,2 = 241,

Svakom kompleksnom broju z = x + iy pridruZen je njegov
kompleksno konjugirani broj Z = x — iy. Nacrtajte nekoliko
kompleksnih brojeva u kompleksnoj ravnini i njihove kompleksno
konjugirane brojeve te zakljucite koji je efekt kompleksne funkcije
zadane s f(z) = z? U kompleksnoj ravnini ova funkcija je osna
simetrija (zrcaljenje) s obzirom na os apscisa (realnu os).

Kakva je veza para rjeSenja kvadratne jednadZbe?

Koliko iznosi z? A z; + 257

Ako je dana funkcija ¢ : D—C, onda se s ©* oznalava kompleksna
funkcija definirana s ¢*(z) = 1(z). Odredite formulu za ¢*(z) ako
jeY(z)=z+2-5/' Y (z)=z+2—-5/=Z+2+5i.




Kompleksni brojevi
000000@000000000

MnozZenje i dijeljenje kompleksnih brojeva

(x+yi)- (X +y'i) =" = yy') + (v + yx')i.
Koliko iznosi z - Z?
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MnozZenje i dijeljenje kompleksnih brojeva

(x +yi) - (X +y'i) = (" = yy") + (" + yxX)i.
Koliko iznosi z - Z?
z-7=|z?

1
Bez formule za dijeljenje kompleksnih brojeva odredite —.
i
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MnozZenje i dijeljenje kompleksnih brojeva

(x +yi) - (X +y'i) = (" = yy") + (" + yxX)i.
Koliko iznosi z - Z?
z-7=|z?

1
Bez formule za dijeljenje kompleksnih brojeva odredite —.
i

i(-i)=1=1%=—i
1 z z 1 z-z
_ = — —_— =7 — = —
z |Z‘27 =z Z ]Z”Q

Im(z)

~




Kompleksni brojevi
0000000800000 000

Nacrtajte nekoliko kompleksnih brojeva u kompleksnoj ravnini i
njihove umnoske s i te zakljulite koji je efekt kompleksne funkcije
zadane s

f(z)=1iz?
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Nacrtajte nekoliko kompleksnih brojeva u kompleksnoj ravnini i
njihove umnoske s i te zakljulite koji je efekt kompleksne funkcije
zadane s

f(z)=1iz?
Ova funkcija je u kompleksnoj ravnini rotacija za pravi kut oko
ishodista. Opcenito, mnozenje s fiksnim brojem apsolutne
vrijednosti 1 je u kompleksnoj ravnini rotacija oko O za njegov
argument.

3

2i

Re(z)

—i

-2




Kompleksni brojevi
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Trigonometrijski oblik kompleksnog broja

Kao $to totke ravnine moZemo opisivati u pravokutnom ili u
polarnom koordinatnom sustavu, tako i kompleksne brojeve
moZemo opisivati u Kartezijevom obliku x + iy i u 'polarnom’
preko udaljenosti do ishodista (r = |z|) i 'polarnog’ kuta, koji se
sad zove argument kompleksnog broja. Argument od z je kut

¢ = arg(z) kojeg radij-vektor od z zatvara s realnom osi. Koja je
njegova veza s realnim i imaginarnim dijelom broja z?
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Trigonometrijski oblik kompleksnog broja

Kao $to totke ravnine moZemo opisivati u pravokutnom ili u
polarnom koordinatnom sustavu, tako i kompleksne brojeve
moZemo opisivati u Kartezijevom obliku x + iy i u 'polarnom’
preko udaljenosti do ishodista (r = |z|) i 'polarnog’ kuta, koji se
sad zove argument kompleksnog broja. Argument od z je kut

¢ = arg(z) kojeg radij-vektor od z zatvara s realnom osi. Koja je
njegova veza s realnim i imaginarnim dijelom broja z? tgp = :{"?j
Koliko iznosi argument od 57
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Trigonometrijski oblik kompleksnog broja

Kao $to totke ravnine moZemo opisivati u pravokutnom ili u
polarnom koordinatnom sustavu, tako i kompleksne brojeve
moZemo opisivati u Kartezijevom obliku x + iy i u 'polarnom’
preko udaljenosti do ishodista (r = |z|) i 'polarnog’ kuta, koji se
sad zove argument kompleksnog broja. Argument od z je kut

¢ = arg(z) kojeg radij-vektor od z zatvara s realnom osi. Koja je
njegova veza s realnim i imaginarnim dijelom broja z? tgp = :{"?j
Koliko iznosi argument od 57 Od 7
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Trigonometrijski oblik kompleksnog broja

Kao $to totke ravnine moZemo opisivati u pravokutnom ili u
polarnom koordinatnom sustavu, tako i kompleksne brojeve
moZemo opisivati u Kartezijevom obliku x + iy i u 'polarnom’
preko udaljenosti do ishodista (r = |z|) i 'polarnog’ kuta, koji se
sad zove argument kompleksnog broja. Argument od z je kut

¢ = arg(z) kojeg radij-vektor od z zatvara s realnom osi. Koja je
njegova veza s realnim i imaginarnim dijelom broja z? tgp = :{"?j
Koliko iznosi argument od 5?7 Od i/? Od —e?
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Trigonometrijski oblik kompleksnog broja

Kao $to totke ravnine moZemo opisivati u pravokutnom ili u
polarnom koordinatnom sustavu, tako i kompleksne brojeve
moZemo opisivati u Kartezijevom obliku x + iy i u 'polarnom’
preko udaljenosti do ishodista (r = |z|) i 'polarnog’ kuta, koji se
sad zove argument kompleksnog broja. Argument od z je kut

¢ = arg(z) kojeg radij-vektor od z zatvara s realnom osi. Koja je
njegova veza s realnim i imaginarnim dijelom broja z? tgp = :{"?j
Koliko iznosi argument od 57 Od i? Od —e? Od —mi?
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Trigonometrijski oblik kompleksnog broja

Kao $to totke ravnine moZemo opisivati u pravokutnom ili u
polarnom koordinatnom sustavu, tako i kompleksne brojeve
moZemo opisivati u Kartezijevom obliku x + iy i u 'polarnom’
preko udaljenosti do ishodista (r = |z|) i 'polarnog’ kuta, koji se
sad zove argument kompleksnog broja. Argument od z je kut

¢ = arg(z) kojeg radij-vektor od z zatvara s realnom osi. Koja je
njegova veza s realnim i imaginarnim dijelom broja z? tgp = :{"?j
Koliko iznosi argument od 57 Od i? Od —e? Od —mi?

Sto je skup svih kompleksnih brojeva kojima je argument 0?
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Trigonometrijski oblik kompleksnog broja

Kao $to totke ravnine moZemo opisivati u pravokutnom ili u
polarnom koordinatnom sustavu, tako i kompleksne brojeve
moZemo opisivati u Kartezijevom obliku x + iy i u 'polarnom’
preko udaljenosti do ishodista (r = |z|) i 'polarnog’ kuta, koji se
sad zove argument kompleksnog broja. Argument od z je kut

¢ = arg(z) kojeg radij-vektor od z zatvara s realnom osi. Koja je
njegova veza s realnim i imaginarnim dijelom broja z? tgp = :{"?j
Koliko iznosi argument od 57 Od i? Od —e? Od —mi?

Sto je skup svih kompleksnih brojeva kojima je argument 0?

Argument Cisto imaginarnog broja iznosi koliko?
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Trigonometrijski oblik kompleksnog broja

Kao $to totke ravnine moZemo opisivati u pravokutnom ili u
polarnom koordinatnom sustavu, tako i kompleksne brojeve
moZemo opisivati u Kartezijevom obliku x + iy i u 'polarnom’
preko udaljenosti do ishodista (r = |z|) i 'polarnog’ kuta, koji se
sad zove argument kompleksnog broja. Argument od z je kut

¢ = arg(z) kojeg radij-vektor od z zatvara s realnom osi. Koja je
njegova veza s realnim i imaginarnim dijelom broja z? tgp = :{"?j
Koliko iznosi argument od 57 Od i? Od —e? Od —mi?

Sto je skup svih kompleksnih brojeva kojima je argument 0?
Argument Cisto imaginarnog broja iznosi koliko?

Kakav je argument od 1/z u odnosu na argument od z?
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Trigonometrijski oblik kompleksnog broja

Kao $to totke ravnine moZemo opisivati u pravokutnom ili u
polarnom koordinatnom sustavu, tako i kompleksne brojeve
moZemo opisivati u Kartezijevom obliku x + iy i u 'polarnom’
preko udaljenosti do ishodista (r = |z|) i 'polarnog’ kuta, koji se
sad zove argument kompleksnog broja. Argument od z je kut

¢ = arg(z) kojeg radij-vektor od z zatvara s realnom osi. Koja je
njegova veza s realnim i imaginarnim dijelom broja z? tgp = :{"?j
Koliko iznosi argument od 57 Od i? Od —e? Od —mi?

Sto je skup svih kompleksnih brojeva kojima je argument 0?
Argument Cisto imaginarnog broja iznosi koliko?

Kakav je argument od 1/z u odnosu na argument od z? A od z?
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Trigonometrijski oblik kompleksnog broja

Kao $to totke ravnine moZemo opisivati u pravokutnom ili u
polarnom koordinatnom sustavu, tako i kompleksne brojeve
moZemo opisivati u Kartezijevom obliku x + iy i u 'polarnom’
preko udaljenosti do ishodista (r = |z|) i 'polarnog’ kuta, koji se
sad zove argument kompleksnog broja. Argument od z je kut

¢ = arg(z) kojeg radij-vektor od z zatvara s realnom osi. Koja je
njegova veza s realnim i imaginarnim dijelom broja z? tgp = :{"?j
Koliko iznosi argument od 57 Od i? Od —e? Od —mi?

Sto je skup svih kompleksnih brojeva kojima je argument 0?
Argument Cisto imaginarnog broja iznosi koliko?

Kakav je argument od 1/z u odnosu na argument od z? A od z?
A od |z|?
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Trigonometrijski oblik kompleksnog broja

Kao $to totke ravnine moZemo opisivati u pravokutnom ili u
polarnom koordinatnom sustavu, tako i kompleksne brojeve
moZemo opisivati u Kartezijevom obliku x + iy i u 'polarnom’
preko udaljenosti do ishodista (r = |z|) i 'polarnog’ kuta, koji se
sad zove argument kompleksnog broja. Argument od z je kut

¢ = arg(z) kojeg radij-vektor od z zatvara s realnom osi. Koja je
njegova veza s realnim i imaginarnim dijelom broja z? tgp = :{"?j
Koliko iznosi argument od 57 Od i? Od —e? Od —mi?

Sto je skup svih kompleksnih brojeva kojima je argument 0?
Argument Cisto imaginarnog broja iznosi koliko?

Kakav je argument od 1/z u odnosu na argument od z? A od z?
A od |z|?

Vidimo: Prikazu z = x + yi ekvivalentan je prikaz

z = |z|(cos ¢ + isin @),

koji se zove trigonometrijski oblik kompleksnog broja.
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Izratunajte (cos @ + isin ) - (cos ¢ + isin ¢).
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000000000 e000000

Izratunajte (cos @ + isin ) - (cos ¢ + isin ¢).

(cos + isinf) - (cos ¢ + isin¢) = cos(f + ¢) + isin( + ¢)
Zakljucite kako se mnoZe dva kompleksna broja dana u
trigonometrijskom obliku! Koja je veza argumenta umnoska s

argumentima faktora? A apsolutne vrijednosti umnoska s
apsolutnim vrijednostima faktora?
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Izratunajte (cos @ + isin ) - (cos ¢ + isin ¢).
(cos + isinf) - (cos ¢ + isin¢) = cos(f + ¢) + isin( + ¢)

Zakljucite kako se mnoZe dva kompleksna broja dana u
trigonometrijskom obliku! Koja je veza argumenta umnoska s
argumentima faktora? A apsolutne vrijednosti umnoska s
apsolutnim vrijednostima faktora? Za z = |z|(cos ¢ + isinp) i
w = |w|(cos ¢ + i sin @) vrijedi

2w = allw(cos(p o) sin(i ). 2 = {2 (cos(p—0) isin(—o).

Im(z)
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Potenciranje i korjenovanje kompleksnih brojeva

Koliko iznosi i" za prirodan broj n?



Kompleksni brojevi
000000000 0e00000

Potenciranje i korjenovanje kompleksnih brojeva

Koliko iznosi i" za prirodan broj n? Gdje se nalaze (prirodne)
potencije broja i?
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Potenciranje i korjenovanje kompleksnih brojeva

Koliko iznosi i" za prirodan broj n? Gdje se nalaze (prirodne)
potencije broja i? lzvedite formule za kvadriranje i kubiranje
kompleksnog broja zapisanog trigonometrijskil
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Potenciranje i korjenovanje kompleksnih brojeva

Koliko iznosi i" za prirodan broj n? Gdje se nalaze (prirodne)
potencije broja i? lzvedite formule za kvadriranje i kubiranje
kompleksnog broja zapisanog trigonometrijski! Opcenito, za cijeli
broj n vrijedi de Moivre-ova formula

z" = |z|"(cos(np) + isin(nep)).

Tm()
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Kako biste definirali $to je to n-ti korijen (kompleksnog) broja?
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Kako biste definirali $to je to n-ti korijen (kompleksnog) broja?
w=vzez=w"

Je li 1 &etvrti korijen od 17 A —17 |7 —j?
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Kako biste definirali $to je to n-ti korijen (kompleksnog) broja?
w=vzez=w"

Je li 1 Cetvrti korijen od 17 A —17 /7 —i7?
Koliko kubnih korijena u realnim brojevima ima 87



Kompleksni brojevi
00000000000 e0000

Kako biste definirali $to je to n-ti korijen (kompleksnog) broja?
w=vzez=w"

Je li 1 &etvrti korijen od 1?7 A —17 7?7 —j?
Koliko kubnih korijena u realnim brojevima ima 87
Ako je w kubni korijen od z =8 (cos § + isin 7 ), onda je

3 . . _a. T, L. T
|w|>(cos(3¢) + isin(3p)) =8 (cos 4 Hisin 4) .

Kolika je apsolutna vrijednosti broja u zagradama?
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Kako biste definirali $to je to n-ti korijen (kompleksnog) broja?
w=vzez=w"

Je li 1 Cetvrti korijen od 17 A —17 /7 —i7?
Koliko kubnih korijena u realnim brojevima ima 87

jus

Ako je w kubni korijen od z =8 (cos § + isin 7 ), onda je

3 . . _a. T, L. T
|w|>(cos(3¢) + isin(3p)) =8 (cos 4 Hisin 4) .

Kolika je apsolutna vrijednosti broja u zagradama? Koliko iznosi
|w|? Je li ta vrijednost jednozna&na?
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Kako biste definirali $to je to n-ti korijen (kompleksnog) broja?
w=vzez=w"

Je li 1 &etvrti korijen od 1?7 A —17 7?7 —j?
Koliko kubnih korijena u realnim brojevima ima 87
Ako je w kubni korijen od z =8 (cos § + isin 7 ), onda je

|w]3(cos(3¢) + isin(3¢)) = 8 - (cos% + isin %) .
Kolika je apsolutna vrijednosti broja u zagradama? Koliko iznosi
|w|? Je li ta vrijednost jednozna&na?
Nadite jedan kut ¢ koji zadovoljava

us

cos(3¢) + isin(3¢)) = cos 7 + isin 7.
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Kako biste definirali $to je to n-ti korijen (kompleksnog) broja?
w=vzez=w"

Je li 1 Cetvrti korijen od 17 A —17 /7 —i7?
Koliko kubnih korijena u realnim brojevima ima 87

jus

Ako je w kubni korijen od z =8 (cos § + isin 7 ), onda je

|w]3(cos(3¢) + isin(3¢)) = 8 - (cos% + isin %) .
Kolika je apsolutna vrijednosti broja u zagradama? Koliko iznosi
|w|? Je li ta vrijednost jednozna&na?
Nadite jedan kut ¢ koji zadovoljava
cos(3¢) + isin(3¢p)) = cos 7 + isin 7. Je li to jedini takav kut?
Zasto?
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Kako biste definirali $to je to n-ti korijen (kompleksnog) broja?
w=vzez=w"

Je li 1 Cetvrti korijen od 17 A —17 /7 —i7?
Koliko kubnih korijena u realnim brojevima ima 87

jus

Ako je w kubni korijen od z =8 (cos § + isin 7 ), onda je

|w]3(cos(3¢) + isin(3¢)) = 8 - (cos% + isin %) .
Kolika je apsolutna vrijednosti broja u zagradama? Koliko iznosi
|w|? Je li ta vrijednost jednozna&na?
Nadite jedan kut ¢ koji zadovoljava
cos(3¢) + isin(3¢p)) = cos 7 + isin 7. Je li to jedini takav kut?
Zasto? Koji su svi kutovi ¢ koji to zadovoljavaju?
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k=15 + %kw, k € Z. Jesu li svi kompleksni brojevi apsolutne
vrijednosti 2 i argumenta o razli¢iti?



Kompleksni brojevi
00000000000 0e000

k=15 + %kw, k € Z. Jesu li svi kompleksni brojevi apsolutne
vrijednosti 2 i argumenta oy razli€iti? Koliko ih ima razli¢itih?
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k=15 + %kw, k € Z. Jesu li svi kompleksni brojevi apsolutne
vrijednosti 2 i argumenta oy razli€iti? Koliko ih ima razli¢itih? z
ima tri kompleksna treca korijena:

wo =2 <C°‘°‘ (12) isin (12))

wi; = 2 | cos o + isin or
1= 127 12))°
wy = 2 | cos 177T + isin 17m
2 12" 1))

Kolika je razlika argumenata wy i wo? wo i wi? wy i wa?
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k=15 + %kw, k € Z. Jesu li svi kompleksni brojevi apsolutne
vrijednosti 2 i argumenta oy razli€iti? Koliko ih ima razli¢itih? z
ima tri kompleksna treca korijena:

wo =2 <C°‘°‘ (12) isin (12))

= 2| cos om + isin om
"= 27 ) TSl 1
_ ].77T 4 isin 177
wy = 2 | cos 12 i si 1
Kolika je razlika argumenata wy i wp? ws i w17 wy i we? Kako su
dakle u kompleksnoj ravnini rasporedeni wy, wy i wp?



Kompleksni brojevi
0000000000000 e00

Svaki kompleksan broj z ima n kompleksnih n-tih korijena
odredenih formulom

) 0+ 2kr . 04 2kn
Vv |z| cos — —— +isin—— |,

za k=0,1,2,...,n— 1. Geometrijski, ti se korijeni nalaze u
vrhovima pravilnog n-terokuta na kruznici radijusa \”/H (tu
gledamo korijen u smislu njegovog znaenja u realnim brojevima)
kojoj je srediste u ishodistu, s tim da prvi od njih ima argument %,
a svaki sljedeci za 27 /n veéi (sve dok se ne prijede jedan puni
krug).

Zadatak

Odredite /i i ¥/64.




Kompleksni brojevi
0000000000000 e00

Svaki kompleksan broj z ima n kompleksnih n-tih korijena
odredenih formulom

) 0+ 2kr . 04 2kn
V|z| cosfjtlsmT ,

za k=0,1,2,...,n— 1. Geometrijski, ti se korijeni nalaze u
vrhovima pravilnog n-terokuta na kruznici radijusa \”/H (tu
gledamo korijen u smislu njegovog znaenja u realnim brojevima)
kojoj je srediste u ishodistu, s tim da prvi od njih ima argument %,
a svaki sljedeci za 27 /n veéi (sve dok se ne prijede jedan puni
krug).

Zadatak

Odredite /i i ¥/64.
5w 9

3/ T P 57 o o "97T__'.
\ﬁsucosg—i—/smg,cos?—i—/sm?,cos?—i—lsmf— I;
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Svaki kompleksan broj z ima n kompleksnih n-tih korijena
odredenih formulom

) 0+ 2kr . 04 2kn
Vv |z| cos — —— +isin—— |,

za k=0,1,2,...,n— 1. Geometrijski, ti se korijeni nalaze u
vrhovima pravilnog n-terokuta na kruznici radijusa {/|z| (tu
gledamo korijen u smislu njegovog znaenja u realnim brojevima)
kojoj je srediste u ishodistu, s tim da prvi od njih ima argument %
a svaki sljedeci za 27 /n veéi (sve dok se ne prijede jedan puni
krug).

Zadatak

Odredite /i i /64
Vi su cos6 —|—/sm & cos57r + isin 5gr cos 2& +15|n

V64 su +2, cos 3 T 4 isin 3, cos 23” 4 /sin 23”.

9m _ _ ;.
6 I
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Eulerova formula

Eulerova formula daje jednostavniji oblik trigonometrijskog prikaza
kompleksnih brojeva:
e'® = cos + isinb.
Stoga je _
z = |z|e'?
tzv. eskponencijalni oblik kompleksnog broja z.
Koliko iznosi e'™?7



Kompleksni brojevi
0000000000000 0e0

Eulerova formula

Eulerova formula daje jednostavniji oblik trigonometrijskog prikaza
kompleksnih brojeva:
e'® = cos + isinb.
Stoga je _
z = |z|e'?
tzv. eskponencijalni oblik kompleksnog broja z.
Koliko iznosi e™? e/™/2?
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0000000000000 0e0

Eulerova formula

Eulerova formula daje jednostavniji oblik trigonometrijskog prikaza
kompleksnih brojeva:

9 — cos® + isind.

ol
Stoga je _
z =|z|e'?
tzv. eskponencijalni oblik kompleksnog broja z.
Koliko iznosi e™? e/™/2? Koji je eksponencijalni oblik broja 10?
—e? =2j7
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0000000000000 0e0

Eulerova formula

Eulerova formula daje jednostavniji oblik trigonometrijskog prikaza
kompleksnih brojeva:

e = cos + isind.

Stoga je
z =|z|e'?
tzv. eskponencijalni oblik kompleksnog broja z.
Koliko iznosi e™? e/™/2? Koji je eksponencijalni oblik broja 10?
—e? =2j7
Ako je |z|e'®, koji je eksponencijalni oblik od Z? Od 1/z?
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Eulerova formula

Eulerova formula daje jednostavniji oblik trigonometrijskog prikaza
kompleksnih brojeva:

9 — cos® + isind.

ol
Stoga je _
z = |z|e'?
tzv. eskponencijalni oblik kompleksnog broja z.
Koliko iznosi e™? e/™/2? Koji je eksponencijalni oblik broja 10?

—e? =2j7
Ako je |z|e'®, koji je eksponencijalni oblik od Z? Od 1/z?
. 1 1 .
z=|z|e"¥, —=—e'¥
z |z
2w = |z||w|ei+9), 2 = ﬂei(w—dﬂ’
wo|w|

z" = |z|”ei”“0.
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Zbrojimo li i oduzmemo e’ i e~'# dobijemo

. i —ip
Re(eﬂp) =cosyp = %’
. io _ a—ip
Im(e'?) =sinp = %
i

Na 3to vas podsjecaju te formule?
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Zbrojimo li i oduzmemo e’ i e~'# dobijemo

. i —ip
Re(eﬂp) =cosyp = %’
. io _ a—ip
Im(e'?) =sinp = %
i

Na 3to vas podsjecaju te formule?
Koliko iznosi i'?
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0000000000000 00e

Zbrojimo li i oduzmemo e’ i e~'# dobijemo

. i —ip
Re(eﬂp) =cosyp = %’
. io _ a—ip
Im(e'?) =sinp = %
i
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