Matematika 1

5. (30) Otopina neke kiseline, pocetne koncentracije ¢y = 0,500 mol L' i
pocetnog volumena Vy = 100,0mL tijekom 6 sati razrjeduje se dolijeva-
njem vode konstantnom brzinom 100,0mLmin~!. Po definiciji je p[H]=
—log —%=r. Buduéi da ¢e za navedeno vrijeme p[H] biti dovoljno manji

od p[H] vode, mozete zanemariti efekt autoionizacije vode, tj. pretpostaviti
da svi vodikovi ioni koji utjec¢u na p[H] potjecu od kiseline.

(a) (8) Izvedite formulu ovisnosti p[H] o vremenu ¢.
(b) (8) Skicirajte graf ovisnosti p[H] o = In (1 + ¢/min).

dp[H]
dIn(¢/min)

(¢) (6) Koliko iznosi za t = 30min?

(d) (8) Izracunajte prosjecni p[H| opisane otopine tijekom prvog sata razrjedivanja.

Rjesenje. (a) Bududéi da je brzina v kojom se dodaje voda konstantna, ovis-
nost volumena V' otopine o vremenu ¢ je

V(t) = Vo + vt = (100 + 100¢/min) mL.

Bududi da se otopina razrjeduje, mnozina kiseline je konstantna: n = cq Vg =
50 mmol. Stoga je ovisnost ¢ o t dana s

(1) = no_ 50 mmol B 1 mol
YT V@) T (100 + 100¢/min) mL 2+ 2t/min L’
odnosno |
H|(t) = —ln ————— = In(2 + 2¢/min).
plHJ(D) = ~In 55 = In(2 4 2/

(b) Ovisnost p[H] o z je oblika
plH)(x) = n2+ 2,

dakle se radi o afinoj funkciji s koeficijentom smjera 1 i slobodnim ¢lanom
In2 ~ 0,693. Pritom je raspon za x odreden zadanim rasponom za ¢t odnosno
Inl <z <1In361 ~ 5,889, tj. domena ove ovisnosti je [0,In361] te je trazeni
graf duzina koja je dio pravcay =z +1In2 za 0 < z < 1n361.

(c) Koristeéi lancano pravilo i pravilo za derivaciju inverzne funkcije dobi-
jemo:

dp[H]  dp[H] dt  dp[H] o

i o ' ; o " dIn(t/min)
dIn(t/min) dt  dIn(¢/min) dt %

1



~ 2/min o t

24 2t/min %2;1 ~ 1/min +t’
dakle je trazena derivacija za t = 30 min jednaka g—(l).
(d) Ovisnost je elementarna, dakle neprekidna, dakle je trazena prosjecéna
vrijednosti

N 60 min
p[H] . / In(2 + 2t /min)dt.
0

Parcijalnom integracijom dobije se da je [In(2+2z)dx = (x+1) In(2+2x) —
x + C, dakle je

- 60 min

1 6111122 — 60 — In2
p[H] = ((611n(122) — 60) — In(2)) min = —— = =

= 3,87.

60 min



Matematika 2

5. (20) Pri konstantnoj temperaturi je za nekoliko razlicitih mnozinskih
koncentracija ¢ mjerena molarna provodnost Ay, nekog slabog elektrolita E.
Dobiveni su podaci:

10°c / (mol dm™?) | 10?A,, / (S m* mol™)
0.110 3.621
0,303 3,289
0,590 2,956
2,82 1,971

Za slabe elektrolite vrijedi Ostwaldov zakon:

1 1 cAn

Aw  Aoom (KAZ.

Pritom je Asm > 0 konstanta (molarna provodnost pri tzv. beskona¢nom
razrjedenju), a K > 0 je konstanta ravnoteze disocijacije slabog elektrolita.

(a) Koristeéi metodu najmanjih kvadrata odredite molarnu provodnost klo-
roctene kiseline pri beskona¢nom razrjedenju te konstantu ravnoteze di-
socijacije za elektrolit E.

(b) Odredite polinom stupnja 1 koji za taj elektrolit E najbolje aproksimira
ovisnost Ay, 0 ¢ za ¢ blizu 0,500 mmol dm ™.

Rjesenje. (a) Oznacimo li

1 Sm? _ A m
v= A, mol’ T8y
1 S?m 1 Sm?
a= . , b=—" ,
KAZ ,, mol A mol
zakon poprima oblik
y=ax+b.

Metodu najmanjih kvadrata za aproksimaciju pravcem stoga primjenjujemo
na tablicu (n = 4)

c lambda x y w2 Xy
0,00011 003621 3,9831E-06 2761668 1.58651E-11 0,00011
0,000303 0,03289 9,96567E-06 30,40438 9,93146E-11 0,000303
0,00059 0,02956 1,74404E-05 33,8295 3,04168E-10 0,00058
0,00282 0,01971 5,50822E-05 50,73567 3,08938E-09 0,00282
8,69714E-05 1425862 3,50873E-09 0,003823



Stoga je

NSy — S8y S228y — SzSzy

a= "0 0 146782,2058; b= 25,93223921
NSz — S2 NSy2 — 82
pa je
S m? 1
Moo = 0,0386 | K = 1,51 .
mo m

(b) Za ovu svrhu trebamo eksplicitnu formulu za A,:

1 1 cA
— = = A2+ KA A, = 2
T
pa je
—K Aoon £/ K?A2  +4cK A2 . —K Aoy £ K Ao /1 +4¢/K
Am: \/ ’ ’ _ s , / .

2c 2c

Bududi da je izraz pod korijenom sigurno veci od 1, a sve veli¢ine u njemu
su pozitivne, eksplicitna formula ovisnosti je

—K Ao + K Ao/ 1 +4¢/K KAy, \J1+4¢/K—1

2c 2 c

m —

Treba nam Taylorov polinom stupnja 1(tj. tangenta) za tu ovisnost u ¢y =
0,500 mmol dm ™ = 0,500 mol m—3:

Ty(c) = Aw(co) + ddACm(co) (¢ — ¢cp).

Imamo

Y S
dAy  KAem aviraor 8 KA. 20/K - K\1+4c/K

de 2 c? o2 \/1+4¢/K

dakle je trazeni polinom

Sm?

mo

Ty(c) = (0,0000305 —0,000122 - <lc_3 — 0,500))
mol m



