Matematika 1
5. (10) Krivulja je zadana jednadzbom u polarnim koordinatama:
r=4-—cos(3p), —-mT<e<m.

Koristeci prikladne argumente skicirajte tu krivulju!

Rjesenje. Funkcija f : [—7, 7] = R, f(z) =4 — cos(3z) je parna, pa je stoga
krivulja zrcalno simetri¢na s obzirom na polarnu os, odnosno (uz pretpos-
tavku standardne pozicije polarne osi) dovoljno ju je skicirati u gornjoj po-
luravnini pa zrcaliti. Nadalje, buduc¢i da kosinus poprima vrijednosti izmedu
—1 1 1, » poprima vrijednosti izmedu 3 i 5, odnosno krivulja ima tocke za
svaki polarni kut ¢ i sve se nalaze izmedu kruznica r = 3 i r = 5. Funkcija
f je periodi¢na s periodom %’r, pa je stoga krivulja zatvorena i ima rotacij-
sku simetriju reda 3 oko ishodista, odnosno dovoljno ju je skicirati u treéini
punog kruga, recimo u rasponu —% < ¢ < Z. U kombinaciji s prethod-
nim zakljucujemo: Treba skicirati tu krivulju za 0 < ¢ < 2, a ostale tocke
¢emo joj dobiti zrcalnom i rotacijskom simetrijom. Na [0, /3] funkcija f je
rastuca, pa dakle za 0 < ¢ < % nam 7 raste od f(0) = 3 do f(r/3) = 5.
Dobije se krivulja kao na slici:

% 2%
X

AT

6. (12+8) Neki kristal kristalizira u moonklinskom kristalnom sustavu s
parametrima kristalografske (direktne) baze a = 5,679 A, b = 15,20 A, ¢ =
6,522 A, oo =y =90°, B = 118,43°.

* *

(a) Izracunajte parametre pripadne reciproéne baze a*, b*, c¢*, o*, *, ~*.
Za kutove o, B*, v* ne smijete koristiti eksplicitne formule za njihove
kosinuse.

(b) Navedite tri nekolinearne tocke (direktne) resetke koje se nalaze u ravnini
smjera (120) najblizoj ishodistu. Izracunajte udaljenost proizvoljne dvije
od njih.



Rjesenje.

(a) Bududi da je a = v = 90°, znaci da je b L ¢ paje b istog smjera
kao b a a*ic suuravnini od a i ¢, dakle je b1 a*,c", odnosno a* =
~v* = 90°. Volumen Jedlnlcne ¢elije u direktnom sustavu je, zbog b L a,c,
V = B-h = (acsinf) - b = 495,08802737549 ... A3, Koristedi formule

izvedene na predavanju imamo

besina be 1 -1
* = = = =0,2002 A
¢ Vv abcsin3  asinf ’ ’
acsin 8 acsinf3 1 -1
b* = = = - = A
1% abesin b 0,06579 ’
coabsiny o ab b

V abcsinf3 csinpf

Naposlijetku, skicirajmo ravninu u kojoj su vektori @ i ¢, a na koju je b okomit
(na slici dolje on, buduéi da je baza desna, ide ,,u papir®). Koristedi definiciju
a* i c* i definiciju vektorskog produkta dobivamo smjerove i orijentacije od
a* i ¢* kao na slici:

Buduéi da je a* L ¢ic* L d, kut izmedu @ i @* jednak je kutu izmedu c¢'i ¢*
i to je jednako § — 90°, pa slijedi f* = 90° — (5 — 90°) = 180° — 5 = 61,57°.
(b) Spomenuta ravnina je ravnina jednadzbe —x + 2y = 1. Ona je para-
lelna z-osi, z-os sijece u tocki M = (—1,0,0), a y-os sijece u tocki N =
(O, ;,O) Tocka M je tocka resetke, a tocka N nije. U ravnini je i svaka
tocka tipa (—1,0,2) pa mozemo jednu od njih s cjelobrojnim z, primjerice
M'" = (—1,0,1) uzeti kao drugu tocku. Kao tre’ca treba nam bilo koja
tocka resetke u ravnini koja nije na praveu MM’ (x = =1,y = 0, z = t),
primjerice N = (1,1,0). Udaljenost dvije tocke je duljina vektora koji ih
spaja, §to je u slucéaju ovih tocaka M, M’, N’ najjednostavnije izracunati za
MM’ =[0,0,1] = &, tj. imamo [MM'| = ¢ = 6,522 A.
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Matematika 2

5. (20) Simetrije kristalnih struktura su izometrije! prostora V3(0) koje fik-
siraju kristalnu resetku (tocke resetke preslikavaju u tocke resetke). Svaka
simetrija moze se opisati kao kompozicija T’ oA jednog ortogonalnog linearnog
operatora A : V3(0) — V3(0) i jedne translacije T : V3(O) — V3(0) (tran-
slacija je funkcija oblika T'(7) = ¥+t gdje je t € V3(0) fiksan vektor). Neka
je A € M3 matrica operatora A s obzirom na kristalografsku bazu (a, 57 ) i
neka je T € M3 matrica koja sadrzi koordinate vektora ¢ u kristalografskoj
bazi. Tada je definirana tzv. proSirena matrica simetrije F"
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(a) (3) Koji su mogudi iznosi det F?

(b) (4) Je li
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prosirena matrica neke simetrije neke kristalne strukture?

(c) (3) Zapisite jednu konkretnu prosirenu matricu simetrije rompske kris-
talne strukture koja nije ni trivijalna (jedini¢ni operator) ni inverzija
(centralnja simetrija). Kristalografska baza za rompske kristalne struk-
ture je opéa ortogonalna baza (a # b # c# a, a = f = v = 90°).

(d) (10) Odredite prosirenu matricu inverznog preslikavanja od F'. Je li ona
inverzna matrici F7

Ne priznaju se odgovori bez prikladnih argumenatal

Rjesenje.

(a) Buduéi da ortogonalni operatori u ortonormiranim bazama imaju orto-
gonalne matrice, u ortonormiranoj bazi im je determinanta matrice +1 ili
—1. Bududi da je determinanta invarijanta linearnog operatora, znaci da je
det A = +£1, pa je (razvojem po zadnjem retku) det F = 1-det A = £1.

(b) Buduéi da je det G = —1, ne mozemo zakljuciti da se ne radi o prosirenoj
matrici simetrije. No, budud¢i da simetrije moraju fiksirati tocke resetke,
tj. tocke koje imaju cjelobrojne koordinate u kristalografskom koordinatnom

Tzometrije su preslikavanja koja ¢uvaju duljine i kutove.



sustavu preslikavati u tocke s cjelobrojnim koordinatama, svi elementi ma-
trica A 1 T moraju biti cijeli brojevi, §to ovdje nije slucaj (ags = %), dakle G
nije prosirena matrica nikoje simetrije nikoje kristalne strukture.

(c) Ako je kristalografska baza ortogonalna, tocke resetke su rasporedene kao
vrhovi opc¢ih kvadara, tj. u obzir kao ortogonalne komponente simetrija do-
laze jediniéni operator, centralna simetrija (inverzija), zrcaljenja s obzirom
na koordinatne ravnine i rotacije reda 2 oko koordinatnih osi (zapravo i ro-
toinverzije reda 2 oko koordinatnih osi, no one su ekvivalentne spomenutim
zrcaljenjima), a kao translacijska komponenta moze se pojaviti bilo koji vek-
tor s cjelobrojnim koordinatama. Stoga je u ovom dijelu tocan odgovor samo
neka od matrica
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s m,n,p € Z (za prve dvije zbog uvjeta zadatka ne dolaze u obzir m = n =
p=0). ) o

(d) Po opisu F' imamo F( ) = T o A(v) = A¥ + t. Stavimo i & = F(?)
imamo redom AU+t = @, AT = @ — t_: pa (jer su ortogonalnl operatori inver-
tibilni i inverz im je hnearan) 7= A" — ‘) ~l@ — A~'t, dakle je F~*
kompozicija translacije za vektor i=—A"s hnearmm operatorom A~!.
Budu¢i da je matrica linearnog operatora od A1 s obzirom na neku bazu
tocno inverz matrice A operatora A s obzirom na istu tu bazu, odgovarajuca
prosirena matrica inverza od F' je
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gdje je U = —A™'T € Mj;; matrica koja sadrzi koordinate vektora @ u



kristalografskoj bazi. Pomnozimo F s F:
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(uz oznake ag i af;) za retke matrice A odnosno A~", te a® i a'® za stupce

matrice A odnosno A1)
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