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Zadatak

Ako je Sp: VoV operator skaliranja, za koje vektore V iz V je
SV oblik skalar puta isti taj v?
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Neka je linearan operator na M3 1 zadan matricom

1 2 3
A=1 01 0
1 21

Postoji li za ovaj operator nenul-vektor domene koji se preslika u
sebi proporcionalan?

X X+ 2y +3z ax
Al y | = y = | ay
z X+2y+=z az

oy#0=>a=1=2y+3z=x+2y=0=
(x,y,z) = (6t,—3t,2t), t € R
oy=0=(1-a)x+3z=x+(1—-a)z=0...
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smisla samo za linearne operatore
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Hamiltonijana su moguce energije sustava.
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Stacionarna Schrodingerova jednadZba Ay = Ey je problem
svojstvenih vrijednosti Hamiltonijana: Svojstvene vrijednosti
Hamiltonijana su moguce energije sustava.

Skup svih svojstvenih vektora linearnog operatora AnaV koji
odgovaraju istoj svojstvenoj vrijednosti \ ine potprostor od V/,
tzv. svojstveni potprostor Vj .

Zadatak

Odredite spektre i svojstvene potprostore svih operatora na prvom
slide-u ove prezentacije!




Za svojstvenu vrijednost kazemo da je degenerirana ako je
odgovarajudi svojstveni potprostor dimenzije veée od 1.

Zadatak

Koje od svojstvenih vrijednosti iz prethodnog zadatka su
degenerirane?
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U kvantnoj mehanici u slu¢aju degeneriranih svojstvenih vrijednosti
govorimo o degeneriranom stanju sustava. Primjerice, za
energetske nivoe (svojstvene vrijednosti Hamiltonijana) opisane
glavnim kvantnim brojem n > 1 i azimutnim kvantnim brojem

0 < I < n dolazi do degeneracija, tj. postoji vise neproporcionalnih
valnih funkcija (razli¢itih orbitala, primjerice za | =1 in =2
imamo 3 tzv. 2p-orbitale, koje opisuju elektrone s istom energijom).
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_

Linearni operator je invertibilan tono ako mu spektar ne sadrZi 0.
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Za rotoinverziju reda 4 na V3(O) odredite sve svojstvene
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v

Svojstvene vrijednosti ortogonalnih operatora (operatora simetrije)
mogu biti samo 1 i —1.

Koje invarijante linearnih operatora smo dosad spomenuli? Ako je
A neki operator simetrije, determinanta mu je 1 ili —1 i jedine
moguce svojstvene vrijednosti su mu +1. Ako ima determinantu
—1, radi se o centralnoj simetriji, zrcaljenju, rotoinverziji ili
rotorefleksiji, a ako ima determinantu 1, onda se radi o rotaciji.



Za rotoinverziju reda 4 na V3(O) odredite sve svojstvene
vrijednosti i dimenzije pripadnih svojstvenih potprostora.

Svojstvene vrijednosti ortogonalnih operatora (operatora simetrije)
mogu biti samo 1 i —1.

Koje invarijante linearnih operatora smo dosad spomenuli? Ako je
A neki operator simetrije, determinanta mu je 1 ili —1 i jedine
moguce svojstvene vrijednosti su mu +1. Ako ima determinantu
—1, radi se o centralnoj simetriji, zrcaljenju, rotoinverziji ili
rotorefleksiji, a ako ima determinantu 1, onda se radi o rotaciji.
Ako je A rotacija, onda (kao u dokazu kristalografske restrikcije)
znamo i da je trA = 1 + 2 cos ©, tj. kut rotacije je arccostrA L Os
rotacije je pravac na kojem lezi bilo koji od nenul-qustvemh
vektora.
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Racunanje svojstvenih vrijednosti i vektora

A:V = V,dimV =n, Ac M, neka matrica od A
Av=Ave (A= Ap)v =0,

Ako je A € M, matrica linearnog operatora A, svojstvene
vrijednosti operatora A su rjeSenja jednadZbe (stupnja n)

det(A — Al,) = 0.

Ta jednadZba se zove se karakteristicnom jednadZbom (a
det(A — \l,) je karakteristi¢ni polinom) operatora A (odnosno,
matrice A).

Dakle, invarijante linearnih operatora su: trag, determinanta,
spektar, karakteristi¢ni polinom. ...
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Zadatak

Zasto linearni operatori na V/3(O) sigurno imaju bar jednu
svojstvenu vrijednost?

Ako smo odredili spektar od A, za svaki A u spektru odgovarajudi
svojstveni potprostor je skup rjeSenja homogenog sustava
(A= Xp)X =0p1.

Zadatak

Odredite spektar i baze svojstvenih potprostora linearnog operatora
koji je zadan matricom




-,

Ako A : V2(0) — V?(0) s obzirom na neku bazu (3, b) ima

matricu
2 0
(5 %),

koje su mu svojstvene vrijednosti? A baze svojstvenih potprostora?
o




Zadatak
Ako A : V2(0) = V2(O) s obzirom na neku bazu (3, b) ima

matricu
2 0
(5 %),

koje su mu svojstvene vrijednosti? A baze svojstvenih potprostora?

Svojstvene vrijednosti linearnog operatora A V-V kojemu u
nekoj bazi B od V' odgovara dijagonalna matrica su brojevi na
njenoj dijagonali. Odgovarajuci svojstveni vektori su redom vektori
baze B. Vrijedi i obrnuto: Ako postoji baza od V' ¢iji svi elementi
su svojstveni vektori od A, onda se taj operator moZe
dijagonalizirati, tj. postoji baza za V' s obzirom na koju je matrica
od A dijagonalna.




Linearan operator A na V3(0) je operator simetrije i s obzirom na
bazu (&, b,¢) (a=b+#c, a = =90° v =90°) ima matricu

1 V3 V3-1 2-3
A=>| V3 -1-v3 -3
-1 1++3 3

detA=—-1= A Je centralna simetrija, zrcaljenje, ili rotoinverzija.
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Linearan operator A na V3(0) je operator simetrije i s obzirom na
bazu (&, b,¢) (a=b+#c, a = =90° v =90°) ima matricu

V3 V3-1 2-43

1
A=Z| V8 -1-v3 -3
-1 1++3 3
detA=—-1= A Je centralna simetrija, zrcaljenje, ili rotoinverzija.

O¢ito A # 1. Trag svakog zrcaljenja je 1, a rotoinverzije

—2cosa — 1. Dakle, ako se radi o rotoinverziji morao bi biti

a = 180° (a to je isto $to i zrcaljenje s obzirom na ravninu okomitu
na os). Dakle, A je zrcaljenje s obzirom na neku ravninu. Koju?

Ako znamo da je A zrcaljenje, onda je odgovarajuéa ravnina
simetrije ravnina kroz O &iji vektor normale je jedan svojstveni
vektor koji odgovara nedegeniranoj svojstvenoj vrijednosti —1.
Oprez ako baza nije ortonormiranal



