Redovi potencija
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Redovi funkcija

—+o00
T+ x+x+3+x +.. =) X",
n=0
(x -2 | (x—2)° s (x—2)
L (x=2)+ S5+ +o=) -

+oo
sin(x) +sin(2x) +sin(3x) + ... = Z sin(nx).
n=1



Redovi funkcija

14+ x+x2 4+ +x* Zx
x — 2)2 x —2)3 IX0 (x — 2y
1+(x—2)+( 2|2) L 3|2) +...:Z(n|2),
! ! pore !
sin(x) +sin(2x) +sin(3x) + ... = Zsin(nx).

Redove ¢&iji opéi €lanovi osim o indeksu n ovise i o dodatnoj
nezavisnoj varijabli x zovemo redovima funkcija:

+oo

> an(x).

n=0
Skup svih x € R za koje taj red konvergira zove se podrudje
konvergencije tog reda.



(Primjer
-<_11

Podruéje konvergencije reda Z(2x)” je (=3, 5) jer je to

n
geometrijski red s kvocijentom q = 2x, a uvjet konvergencije
geometrijskog reda je |q| < 1.

Zadatak
PokaZite da je podru&je konvergencije reda

Z( 1y x—|—3)

interval (—7,1).




Podruéje konvergencije reda Z(2x)” Je <—%, %) Jer je to

n
geometrijski red s kvocijentom q = 2x, a uvjet konvergencije
geometrijskog reda je |q| < 1.

Zadatak
PokaZite da je podru&je konvergencije reda

Z( 1y x—|—3)

interval (—7,1).

Za x iz podrutja konvergencije smisleno je pisati f(x) =), an(x),
tj. tom je formulom definirana realna funkcija kojoj je domena
podruéje konvergencije reda na desnoj strani formule.



Redovi potencija

Red potencija (oko totke ¢ € R) je red funkcija oblika
Z bn (x — ¢)".

Red potencija konvergira za sve x € (c — R,c + R), gdje je R
tzv. radijus konvergencije reda potencija, odreden bilo kojom od

formula
n

1 .

Sy Al P
U rubovima intervala (c — R, ¢ + R) red moZe i ne mora
konvergirati. Uo¢imo da radijus konvergencije reda potencija ne
ovisi o c.




Redovi potencija

Red potencija (oko totke ¢ € R) je red funkcija oblika
Z bn (x — ¢)".

Red potencija konvergira za sve x € (c — R,c + R), gdje je R
tzv. radijus konvergencije reda potencija, odreden bilo kojom od

formula
n

1 .

Sy Al P
U rubovima intervala (c — R, ¢ + R) red moZe i ne mora
konvergirati. Uo¢imo da radijus konvergencije reda potencija ne
ovisi o c.

Koji je radijus konvergencije reda iz prethodnog primjera? Koji je
+oo

interval konvergencije reda Z( —1)

n
anXx
4n

?




Svaka parcijalna suma svakog reda potencija je



Svaka parcijalna suma svakog reda potencija je polinom. Bududi
da parcijalne sume aproksimiraju sume konvergentnih redova,
moZemo se pitati: MoZe |i se dana realna funkcija f na nekom
intervalu oko neke toke ¢ njene domene (po volji dobro)
aproksimirati polinomima?

1 =

1_2X:Z(2x)":1+2x+4x2+8x3+...
n=0




Svaka parcijalna suma svakog reda potencija je polinom. Bududi
da parcijalne sume aproksimiraju sume konvergentnih redova,
moZemo se pitati: MoZe |i se dana realna funkcija f na nekom
intervalu oko neke toke ¢ njene domene (po volji dobro)
aproksimirati polinomima?

Zaxe (-1 1) je
1 —

- 2X:Z(2x)":1—|—2x+4x2+8x3+...
n=0

Zadatak

Koje su najbolje aproksimacije polinomima stupnjeva 0 i 1 funkcije

f(x)=xInx

za x blizu 17




U nastavku: [ otvoren interval, f : | = R, c € /.
Najbolja aproksimacija od f oko ¢ polinomom stupnja 0 je

To(x) = f(c¢).
Najbolja aproksimacija od f oko ¢ polinomom stupnja 1 je
T1(x) = f(c) + f'(c) (x — ¢).



U nastavku: [ otvoren interval, f : | = R, c € /.
Najbolja aproksimacija od f oko ¢ polinomom stupnja 0 je
To(x) = f(c¢).
Najbolja aproksimacija od f oko ¢ polinomom stupnja 1 je
T1(x) = f(c) + f'(c) (x — ¢).

Opcenito, najbolja aproksimacija od f oko ¢ polinomom stupnja n
je Taylorov polinom stupnja n, koji se moze definirati ako f
posjeduje sve derivacije do ukljucivo n-te u tocki c:

7




Taylorovi polinomi

Ako f(x) = exp(x) oko ¢ = 0 Zelimo aproksimirati polinomom
3. stupnja, T3(x) = by + bix + box? + b3x3, najbolji je onaj za kog
vrijedi

f(0) = T3(0): €® = by, f'(0) = T4(0) : €% = by,
f7(0) = T4(0):  €®=2by, f(0) = T4'(0) : €% = 6bs.

Dakle, traZeni polinom je p(x) =1+ x + X72 I %3.




Taylorovi polinomi

Ako f(x) = exp(x) oko ¢ = 0 Zelimo aproksimirati polinomom
3. stupnja, T3(x) = by + bix + box? + b3x3, najbolji je onaj za kog
vrijedi

f(0) = T3(0): €® = by, f'(0) = T4(0) : €% = by,
f7(0) = T4(0):  €®=2by, f(0) = T4'(0) : €% = 6bs.

Dakle, traZeni polinom je p(x) =1+ x + X; + %3.

(€)= Talc), £() = Ta(e). () = TH(e). ..., F0(e) = TE"(e)

£(m)
= by, = (C)zam:O,l,...,n
m!




Dakle, Taylorov polinom stupnja n funkcije f oko totke c je
polinom

To(x) = f(c)+f(c)(x—c)+



Dakle, Taylorov polinom stupnja n funkcije f oko totke c je
polinom

(<)
2!

To(x) = f(c)+f'(c)(x—c)+ (x—c)®+...+

U pravilu, ali ne i uvijek. poveéanjem stupnja n Taylorovog
polinoma dobivamo toéniju aproksimaciju funkcije f oko c.

Ako funkcija f posjeduje sve derivacije u ¢, onda je definiran i red
potencija

2 (¢
3 (<)

x) = o (x — o)™
n=0 ’

Taj red se zove Taylorovim redom funkcije f oko c. Njegove

parcijalne sume su Taylorovi polinomi. Ako je ¢ = 0 govorimo o
£f(M(0) _n
— X .

Maclaurinovom redu ) —



Kako je za f(x) = exp(x) i f(")(x) = exp(x) i stoga f("(0) =1 za
sve n € N, slijedi da je Maclaurinov red za exp(x) dan formulom




Kako je za f(x) = exp(x) i f(")(x) = exp(x) i stoga f("(0) =1 za
sve n € N, slijedi da je Maclaurinov red za exp(x) dan formulom

Ako je I’ C | podrudje konvergencije Taylorovog reda od f oko c,
na I’ taj red definira funkciju T(x) koja se s f(x) sigurno podudara
bar za x = ¢. No, Taylorov red funkcije opéenito ne mora biti
jednak funkciji f nigdje osim u c, tj. nije uvijek moguce staviti
jednakost izmedu f(x) i pripadnog Taylorovog reda T(x).




Teorem (Taylor)

Funkcija je jednaka svom Taylorovom redu (na nekom intervalu I’
oko c) ako za svaki x € I" s porastom n greske
Rn(x) = T(x) — Tn(x) aproksimacije f(x) s Tn(x) teZe u 0.

Ako je na nekom intervalu oko c funkcija jednaka nekom redu
potencija, onda je to njezin Taylorov red oko c.

.

U tom slu¢aju kazemo da smo f razvili u red potencija oko c.

Zadatak

Polinom f(x) = 1+ x + x? + x> razvijte u red potencija oko ¢ = 5.




Teorem (Taylor)

Funkcija je jednaka svom Taylorovom redu (na nekom intervalu I’
oko c) ako za svaki x € I" s porastom n greske
Rn(x) = T(x) — Tn(x) aproksimacije f(x) s Tn(x) teZe u 0.

Ako je na nekom intervalu oko c funkcija jednaka nekom redu
potencija, onda je to njezin Taylorov red oko c.

.

U tom slu¢aju kazemo da smo f razvili u red potencija oko c.

Zadatak

Polinom f(x) = 1+ x + x? + x> razvijte u red potencija oko ¢ = 5.

Taylorovi redovi polinoma su oni sami, raspisani po potencijama od

(x — ¢).



VazZni Maclaurinovi razvoji

JFOOXn 2 X3
exp(x):znl—l—i-x%———i-?—i- x €R;
n=0
+00 3 5 7
_ (=1)" 2n+1 X X X
sin x ;)(2n+1)! = 3|+a ﬁ—i_ , x€eR;
+oo 2 4 6
(1) 0. X2 X x
cosx—z(2n)|x 1_§+E_§+ , x€eR;
n=0
2 3 4
n(1+x) = Z( 1)1 :x—%—l—%—%—k..., x € (~1,1].

I\/Iaclaurlnow redow parnih funkcija sadrZze samo ¢lanove s parnim
eksponentima (svi neparni koeficijenti su im 0), a Maclaurinovi
redovi neparnih funkcija sadrZze samo ¢lanove s neparnim
eksponentima (svi parni koeficijenti su im 0).



1 =

i :Zx":1+x+x2+x3+..., x € (—1,1);
- X n=0
1 400
:Z(—l)"xnzl—x+xz—x3—|—..., x € (—1,1);
14+ x e

Binomni red

=3 ()

n=0
koji konvergira za x € (—1,1). Eksponent a moze biti bilo koji
realan broj, a (f") je definiran kao

(a) _ofo-)(@=2) .. (a=nt1) (a) .

n n! 0




Razvijte u Maclaurinove redove i navedite odgovarajuce interval
konvergencije funkcije f(x) = 107%, g(x) = shx, h(x) = arcsin x i
r(x) = —%—. Koliko iznose 100. derivacije tih funkcija u 0?

1-2x3°




Razvijte u Maclaurinove redove i navedite odgovarajuce interval
konvergencije funkcije f(x) = 107%, g(x) = shx, h(x) = arcsin x i
r(x) = = 2 —=>—3. Koliko iznose 100. derivacije tih funkcija u 07

o ( en
2n+1

n:O




Zadatak

Razvijte u Maclaurinove redove i navedite odgovarajuce interval

konvergencije funkcije f(x) = 107%, g(x) = shx, h(x) = arcsin x i

r(x) = ﬁ Koliko iznose 100. derivacije tih funkcija u 07

Zadatak

(9"
Z (2n+1)! =

n=0

Integral

/ exp(—t2)dt
0

postoji (jer je podintegralna funkcija neprekidna), ali se ne moZe
direktno izratunati (antiderivacija podintegralne funkcije nije
elementarna funkcija). No:







|

=0 n!

o o
(=1)" /X 2n (=1)" ont1
= 2" dt = X2t

Zadatak

Znajuéi da je vjerojatnost da se molekula plina krece nekom
brzinom opisana funkcijom gustoce vjerojatnosti

M 32 Mv?
f =4 2 —
me(v) = 4m <27rRT> v eXp( 2RT> ’

na dvije zna&ajne znamenke (cijeli postotak) procijenite
vjerojatnost da se molekula dusika pri 25°"“C kreée brzinom ne
vecom od 500 m/s.




M = 28,02 g/mol; R = 8,3145 J/(Kmol), T =298,15 K =

fus(v) = 3,032 - 10 8v? exp (5,652 - 107 °v?) |

500
P = / fus(v)dv =7
0



M = 28,02 g/mol; R = 8,3145 J/(Kmol), T =298,15 K =

fus(v) = 3,032 - 10 8v? exp (5,652 - 107 °v?) |

500
P = / fus(v)dv =7
0

5652 107°)" ani2

fug(v) = 3,032 - 1082 N
—5,652-1076)"
_ 2.1 8 2n+3 —
P =3,0352-10 Z nl(2n + 3)
.10-8 — 2.10°°
_3032-10°° 4 _3032.10%. 5,652 - 10 S
3 5
_ .10-5)2
+3,032-1o—8-( 5652-107%) vi— ...

14



Ra¢unamo redom parcijalne sume za gornji red sve dok nam se ne
ponove dvije znaéajne znamenke. Koristimo:

(—5,652-107°)" J2n+3

n — 9n— ) 2'1_8'
Sp=5,-1+3,032-10 ni(2n+3)

n=0: Py=1,011-10"8500% = 1,26375
n=1: P = Py — 3,427 - 10714 500° = 0,19281
n=2: P,=P;+6,918-10720500" = 0,73328
n=3: P3=P,—1,014-10"25500° = 0,53523
n=4: Py =P3;+...500!" = 0,59246

n=>5 Ps=P;—...50013 =0,57878

n=6: Ps=Ps+...500'®> =0,58157

n=7 P;=Ps—...5007 =0,58108



Ra¢unamo redom parcijalne sume za gornji red sve dok nam se ne
ponove dvije znaéajne znamenke. Koristimo:

(—5,652-107°)" J2n+3
n!(2n + 3)

Sp=S,_1+3,032-1078.

n=0: Py=1,011-10"8500% = 1,26375

n=1: P = Py — 3,427 - 10714 500° = 0,19281

n=2 P,=P;+6,918-10720500" = 0,73328

n=3: P3=P,—1,014-10"25500° = 0,53523

n=4: Py =P3+...500! = 0,59246

n=5: Ps=Ps—...5001% =0,57878

n=6: Ps=Ps+...500" = 0,58157

n=7 P;=Ps—...5001" =0,58108

S obzirom na to da su se u zadnja dva koraka prve dvije, Stovise tri
znamenke poklopile, zaklju€ujemo da je traZena vjerojatnost 58,1
%.

Egzaktna vrijednost je P = 58,0683... %.



Greska aproksimacije Taylorovim polinomom

Ra(x) := f(x) — Th(x)
za x iz intervala I’ na kojem razmatramo aproksimaciju funkcije f
Taylorovim polinomom T,,.

Greska aproksimacije f(x) = exp(x) oko nule Taylorovim
polinomom T3(x) =1+ x + X; + %3 Je

R3y(x)=e*—1—x— X; — %3 Ta greska za primjerice x = 0,1

iznosi R3(0,1) = 4,2514 - 10~°.




Greska aproksimacije Taylorovim polinomom

Ra(x) := f(x) — Th(x)
za x iz intervala I’ na kojem razmatramo aproksimaciju funkcije f
Taylorovim polinomom T,,.

Greska aproksimacije f(x) = exp(x) oko nule Taylorovim
polinomom T3(x) =1+ x + X; + %3 Je

R3y(x)=e*—1—x— X; — %3 Ta greska za primjerice x = 0,1

iznosi R3(0,1) = 4,2514 - 10~°.

[Rn(x)] < x — |

(n+1)!
gdje je M gornja meda za apsolutnu vrijednost od f("1)(t) za
t-ove izmedu x i ¢ (tj. |[F("TV(t)] < M za sve t izmedu x i c).



Greska aproksimacije sin x Maclaurinovim polinomom stupnja 3 za
x = 0,1 je najvide & - 10~* ~ 4,16667 - 10~5.




Greska aproksimacije sin x Maclaurinovim polinomom stupnja 3 za
x = 0,1 je najvide & - 10~* ~ 4,16667 - 10~5.

Zadatak

Ako cos x Zelimo u okolini nule Taylorovim polinomom stupnja 4
tako da greska bude najvise reda 0,001, na kojem intervalu to
moZemo postici?

€




Greska aproksimacije sin x Maclaurinovim polinomom stupnja 3 za
x = 0,1 je najvide & - 10~* ~ 4,16667 - 10~5.

Zadatak

Ako cos x Zelimo u okolini nule Taylorovim polinomom stupnja 4
tako da greska bude najvise reda 0,001, na kojem intervalu to
moZemo postici?

U teoriji relativnosti pojavljuje se formula

mgc 1

V2 — v2m0\/1— (v/c)2'

Uz pretpostavku v << c aproksimirajte m(v) koriste¢i Taylorov
polinomom stupnja 2 i izracunajte maksimalnu gresku te
aproksimacije ako v ne prelazi vise od 10% c.

m=m(v) =




Planckov zakon za zralenje crnog tijela glasi

8mhc
p()‘) \5 (eiT B 1) .

Tu je p(\) spektralna gustoéa energije zratenja valne duljine X, h
Jje Planckova konstanta, k Boltzmannova konstanta, c je brzina

svjetlosti, a T temperatura (u Kelvinima). Prije Plancka Rayleigh i
Jeans predloZili su jednostavniju formulu

8nkT
PO

no kako bi iz te formule slijedilo da p jako raste kako se valne
duljine pribliZavaju nuli, i to pri svim temperaturama, slijedilo bi da
sva tijela emitiraju kratkovalno i ultraljubi¢asto zracenje
(ultraljubiCasta katastrofa).

p(A) =



Za velike A je
X = £ ~0
AKT
Stoga je aproksimacija
eAhkCT ~1+ i
AKT

najbolja aproksimacija s dva €lana (to bolja, tj. ima to manju
gresku, Sto je x blizi nuli, tj. $to je \ veca).



Za velike A je
X = £ ~0
AKT
Stoga je aproksimacija
eAhkCT ~1+ i
AKT

najbolja aproksimacija s dva €lana (to bolja, tj. ima to manju
gresku, Sto je x blizi nuli, tj. $to je \ veca).

Slijedi da je za velike A\ nazivnik u Planckovom zakonu priblizno
jednak A®<1< te Planckov zakon za velike A poprima oblik

AkT
8mhc 8mkT
p()‘) ~ h = )
Mg A

$to je to¢no Rayleigh-Jeansova formula.



