Matematika 2 za kemicare
pismeni ispit, 9. rujna 2026.

Franka Miriam Briickler i Matea Celar

1. (20) Vrtlar priprema posebnu mjeSavinu tekuceg gnojiva za biljke mijesanjem triju
razli¢itih otopina:

e 1 mL otopine A sadrzi 2 mg dusika i 1 mg fosfora;
e 1 mL otopine B sadrzi 1 mg dusika i 3 mg fosfora;
e 1 mL otopine C sadrzi 3 mg dusika i 2 mg fosfora.

Vrtlar Zeli pripremiti 10 mL mjeSavine koja ¢e sadrzavati 16 mg dusika i A mg fosfora
(A > 0 je nepoznati parametar). U ovisnosti o parametru A odredite koliko koje otopine
je potrebno za pripremu trazene smjese. Odredite i za koje sve vrijednosti parametra A
problem ima fizikalno smisleno rjesenje.

Rjesenje. Neka su x, y, z redom volumeni otopina A, B i C izrazeni u mL. Iz zadanih
uvjeta dobivamo sustav

r+y+ 2z =10, (ukupni volumen u mL)
2¢ +y+ 3z = 16, (masa dusika u mg)
r+3y+22=A (masa fosfora u mg).

Sustav rjesavamo Gaussovom metodom eliminacija:
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Iz posljednjeg retka ¢itamo z = % — 6. Iz drugog retka imamo y — z = 4, odnosno
2\

y= % — 2, a iz prvog retka imamo z + 2z = 6, odnosno x = 18 — %

Prema tome, koli¢ine pojedinih otopina su

2 A A
—18- 2 — 2 -2 6.
v 3 y=37% °73

Da bi problem imamo smisleno rjesenje, koli¢ine otopina moraju biti nenegativne, tj.
mora vrijediti
x>0, y>0 1 z22>0.

Iz prvog uvjeta slijedi A < 27, iz drugog uvjeta slijedi A > 6, a iz tre¢eg uvjeta slijedi
A > 18. Kombiniranjem svih uvjeta dobivamo

18 < \ < 27,

pa problem ima smisleno (i jedinstveno) rjeSenje za sve A € [18,27].



2. (20) Neka je B = {f1, fo, f3} baza prostora R3, gdje je

f1:<1a070)7 f2:(17170)a fdz(()?l?l)

Linearni operator A : R? — R3 zadan je svojim djelovanjem na bazu B:
A(f) =0,  Alf)=2f,  Afs) =2fs

(a) (7 bodova) Odredite matricu operatora A s obzirom na bazu B i s obzirom na
kanonsku bazu prostora R3.

(b) (6 bodova) Odredite spektar operatora A i pripadne svojstvene vektore.

(¢) (7 bodova) Odredite sve vektore & € R? takve da vektor A7 lezi na praveu

Rjesenge.

(a) Stupci matrice operatora s obzirom na bazu B dobivaju se zapisivanjem koordinata
vektora A(f1), A(f2), A(fs) u bazi B.

Vrijedi
A(fl):OZOfl+Of2+of37 A(f2)22f2=0f1+2f2+0f3,
A(fz) =2f3=0f1 +0fs + 2.

Stoga je matrica operatora A s obzirom na bazu B jednaka
000

[Als=1(0 2 0
00 2

Odredimo djelovanje operatora na kanonskim baznim vektorima. Imamo
A(lv Oa O) - A(fl) = (Oa 07 0)

Nadalje, vrijedi

~

A(0,1,0) = A(fo — fi) = 2f» — 0 = (2,2,0)

A(0,0,1) = A(fs — fa+ f1) = 2fs — 2o+ 0 = (=2,0,2).

Dakle, matri¢ni zapis u kanonskoj bazi je
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(b)

Budué¢i da je matrica operatora u bazi B dijagonalna, odmah mozemo zakljuciti da
su svojstvene vrijednosti
AM=0 1 N=2,

tj. da je spektar o4 = {0,2}. Takoder, odmah vidimo da su svojstveni vektori
pridruZeni svojstvenoj vrijednosti 0 skalarni visekratnici od f1, tj. {(¢,0,0) : t € R},
a svojstveni vektori pridruzeni svojstvenoj vrijednosti 2 su sve linearne kombinacije
od fai fo, tj. {(s,s+1,t):s,te R}

Parametarski oblik zadanog pravca je p = {(t,2t,t) : t € R}.

Neka je ¢ = (x,y, z). Uvjet da vektor At lezi na praveu p znadi da je Av = (t,2t,t)
za neki t € R, tj.

0 2 -2 T t 2y — 2z t
0 2 0 yl =12t — 2y = |2t
0 0 2 z t 2z t

Dakle, trazimo sve (x,y, z) koji su rjeSenje sustava

2 —2z =1,
2y = 2t,
2z =1.

za neki t € R.

Iz druge jednadzbe slijedi y = t, a iz tre¢e z = . UvrStavanjem u prvu jednadzbu
dobivamo 2t — 2% =t Sto uvijek vrijedi, pa nema dodatnih uvjeta. Dakle,

=t z ==
y Y 2 )
dok je koordinata x proizvoljna. Zato mozemo zapisati

s
v=1t |, s,t € R.
t/2



3. Rijesite poetnu zadacu:

y" + 4y = 2sint cost,
y(0) =1,
y'(0) = 1.

Rjesenje. Najprije rjeSsavamo pripadnu homogenu diferencijalnu jednadzbu
y" +4y = 0.

Pripadna karakteristi¢na jednadzba je A\* +4 = 0 i rjeSenja su A o = +2i. Opce rjeSenje
homogene jednadzbe je

yn(t) = C} cos 2t + Cysin 2t, C1,Cy € R.

Desnu stranu polazne jednadzbe najprije ¢emo zapisati pomocu formule za dvostruki
kut:
2sint cost = sin 2t.

Buducdi da rjesenje homogene jednadzbe veé sadrzi ¢lanove cos 2t i sin 2t, za partikularno
rjeSenje uzimamo
Yp(t) =t (Acos2t + Bsin2t).

Rac¢unamo:
y,(t) = Acos2t + Bsin 2t 4 2t(B cos 2t — Asin 2t),

y,(t) = 4B cos 2t — 4Asin 2t — 4t(A cos 2t + Bsin 2t).

Uvrstavanjem u polaznu jednadzbu dobivamo
y, + 4y, = 4B cos 2t — 4Asin 2t = sin 2t.
Zakljucujemo da je —4A =11 4B = 0, odakle slijedi
1
A=—- B =0.
4 Y

Dakle, partikularno rjesenje je

1
yp(t) = _Zt cos 2t.

Opce rjesenje dobivamo kao zbroj homogenog i partikularnog rjesenja:
1
y(t) = yn(t) + yp(t) = Crcos 2t + Cysin 2t — Ztcos 2t.
Prvi pocetni uvjet glasi y(0) = 1. Uvrstimo ¢ = 0 u opce rjesenje:

1
y(0) = Cycos0 + Cysin0 — Z'O'COSO,



odakle dobivamo C = 1. Sada deriviramo opce rjesenje:
/ . 1 1 .
y'(t) = —2C sin 2t + 2Cy cos 2t — 7 608 2t + 515 sin 2t.
Uvrstavanjem y/'(0) = 11 C; = 1 dobivamo
. 1 1 .
—2sin0+ 2C5cos 0 — ZCOSO + 5 0-sin0 =1,

odakle slijedi 2C5 = %, odnosno Cy = %.

Dakle, konacno rjesenje je

5 . 1
y(t) = cos 2t + g sin 2t — th cos 2t.



4. (20) Zadana je funkcija f: R? — R,
f(z,y,2) =2* +9* — 3oy + 2 — 32.

(a) (10 bodova) Odredite i klasificirajte sve stacionarne tocke funkcije f.

f! fav,

pri ¢emu je S uspravni stozac visine 2 ¢ija baza je krug u xy-ravnini radijusa 1 sa
sredistem u ishodistu.

(b) (10 bodova) Izracunajte

Rjesenge.
(a) Najprije izracunajmo parcijalne derivacije:

%(xayaz):3$2_3ya %(ZL‘,?/,Z) :3y2_3$7 %(m,y,z):?)zz—?)

Prema tome, stacionarne tocke moraju zadovoljavati sustav

322 — 3y =0, y = 22,
3y? — 3x =0, = x =y,
22 —-1=0, 22 =1.

Iz posljednje jednadzbe slijedi z = 1. Uvr§tavanjem y = 2% u drugu jednadzbu

dobivamo

r=1" <= 2@ -1)=0.

Stoga je . = 0 ili x = 1. Ako je z = 0, tada je y = 22 = 0. Ako je x = 1, tada je

y = 22 = 1. Bududi da je z = £1, dobivamo ukupno ¢etiri stacionarne tocke:

(0,0,1), (0,0,—1), (1,1,1), (1,1,—1).

Hessova matrica funkcije f je

o%f of o*f

? 856283/ 88128z 6z -3 0
Hy(z,y,2) = Wa{g a_gg Wafz =|-3 6y O
oy o 2f 0 0 6z

0z0x  0z0y 922

Imamo redom:

e Tocka (0,0,1):

0 -3 0
Hi0,0,1)={ -3 0 0 — A =0, Ay=-9<0, Ay=—54<0.
0 0 6

Dakle, (0,0,1) je sedlasta tocka.



e Tocka (0,0, —1):

0 -3 0
Hy0,0,-1)=|-3 0 0 — A, =0, Ay=-9<0, A3 =54 > 00.
0 0 —6

Dakle, (0,0,—1) je takoder sedlasta tocka.
e Tocka (1,1,1):

6 -3 0
Hf(l,l,l): -3 6 0 - A1=6>0, A, =27>0, A3 =162 > 0.
0O 0 6

Dakle, (1,1,1) je lokalni minimum.

e Tocka (1,1,—1):

6 -3 0
Hi(1,1,-1)=[-3 6 0 — A4, =6>0, A, =27>0, Ay =—162 < 0.
0 0 —6

Dakle, (1,1, —1) je sedlasta tocka.
(b) Zapisimo podrudje integracije u cilindriénim koordinatama:
0<r<i, 0 < < 2m, 0< z<h,,

pri ¢emu smo sa h, oznacili maksimalnu visinu toc¢ke unutar stosca za dani r (vidi

sliku).

Odredimo h, iz sliénosti trokuta:

1—7r 1
T3 = h.=2(1-r).

Dakle, granice integracije u cilindri¢cnim koordinatama su

0<r<1, 0 <p <2, 0<2z<2(1—-r),



pa trazeni integral prelazi u
1 p2r p2(1-7)
fj fdv = / / / <r3 cos® o1 sin® p—3r? cos psin ap+23—32> r dzdedr.
S o Jo Jo

[zra¢unajmo najprije unutarnji integral, tj. integrirajmo izraz po varijabli z. Dobi-
vamo

1 2m
/ / 2(1 = r)(r* cos® p + r*sin® o — 3r° cos psin (,0) dedr
o Jo

+ /01 /027T (4r(1 —r)t —6r(1 - 7’)2) dedr.

Prvi integral je, nakon sredivanja, jednak

2(/01r4<1_r> ([

2 2

cos® ¢ dgo) +2</01 (1 —7) dr) (/0 sin® ¢ dgp)

—6(/01r3(1 1) dr)(/:ﬂcosgpsingo dgo)

Kako su svi integrali po varijabli ¢ jednaki 0, ¢itav ovaj izraz je jednak 0. Preostaje
drugi integral, koji je nakon sredivanja jednak

(/01(47“(1—7“)4—67“(1—7“)2) dr) (/O

Racunamo:

/Olr(l—r)Q(Q(l—r)2—3) dr — H?;l_—dz (1):(1)] :/OluQ(l—u)(2u2—3) du

2w

dcp) =47 /01 r(1—=r)*(2(1—r)*=3) dr.

1
= / (—2u® 4 2u* + 3u® — 3u?) du
0
1 . 2 n 3 1 11
3 5 4 60

Dakle, trazeni integral je



9. (20) Za novi model satelita projektantica Kasiopeja treba osmisliti polukuglasti sen-
zor promjera to¢no 8 cm i na njegovoj povrsini oznaciti tocku (ili tocke) na kojima ¢e pri
ulasku u atmosferu temperatura biti maksimalna. Pritom su joj kolege eksperimentalci
rekli da su utvrdili da se za polukuglaste senzore ovisnost temperature o poziciji tocke
moZe dobro aproksimirati funkcijom ©(z,y, z) = (300 + 20(x? + y?) — 102%)°C, uz pret-
postavku da je srediste polukugle ishodiste Kartezijevog koordinatnog sustava i da joj
baza lezi u (x,y)-ravnini. Pomozite Kasiopeji da odredi trazenu tocku (trazene tocke).
Koliko iznosi odgovarajuc¢a maksimalna temperatura?



