13. predavanje: Linearne diferencijalne jednadzbe
reda viSih redova

Franka Miriam Briickler




Koje od sljede¢ih ODJ su linearne? Za svaku odredite i njezin red!
Koje od linearnih su s konstantnim koeficijentima? Homogene?
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Koje od sljede¢ih ODJ su linearne? Za svaku odredite i njezin red!
Koje od linearnih su s konstantnim koeficijentima? Homogene?

y = 2y't 4 )% 14 (y/)2 — 2yy// y//// 4 3)// — 3y// +y
y"—4ty' +4y =0 y'+ty —t2=0 y' —2y =sint
Definicija

Linearna diferencijalna jednadzba reda n je ODJ koja se moZe
zapisati u obliku

Yy ban1(8) yD L ax(t) y" +ai(t)y +ao(t)y = b(t). (1)

Ako je b nulfunkcija, govorimo o homogenoj linearnoj
diferencijalnoj jednadzbi. U slu¢aju nehomogene jednadZbe,
jednadzbu koja se dobije zamjenom b s nulfunkcijom zovemo
pripadnom homogenom jednadZbom. Ako su sve funkcije an_1,
..., ag konstantne, govorimo o linearnoj diferencijalnoj jednadzbi s
konstantnim koeficijentima.




Kvantnomehanicki opis krutog rotora u ravnini

Schrodingerova jednadZba se svodi na ODJ

R d2y

TR = E(0),

gdje je | moment inercije sustava, E kineti¢ka energija rotacije, a 0
opisuje orijentaciju rotora u odnosu na koordinatni sustav.
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Kvantnomehanicki opis krutog rotora u ravnini

Schrodingerova jednadZba se svodi na ODJ

R d2y

TR = E(0),

gdje je | moment inercije sustava, E kineti¢ka energija rotacije, a 0
opisuje orijentaciju rotora u odnosu na koordinatni sustav.

jj;f = —a%y) ¥(0) = Cexp(iab)?

Da bi bilo fizi¢ki smisleno mora biti periodi¢ko s periodom 27:
a=n € Z (,kvantni broj")




Zadatak

Rijesite y' — 2y = sin t i usporedite ople rjeSenje te jednadzbe s
opcim rjeSenjem pripadne homogene jednadZbe.
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Rijesite y' — 2y = sin t i usporedite ople rjeSenje te jednadzbe s
opcim rjeSenjem pripadne homogene jednadZbe.

Opce rjeSenje svake linearne diferencijalne jednadZbe uvijek je
oblika

Y =YH T Yyp,
gdje je yp jedno partikularno rjesenje zadane jednadZbe, a yy je
opce rjesenje pripadne homogene jednadZbe.

Ako je jednadZzba homogena, yp je nulfunkcija.

DokaZite da je skup rjeSenja svake homogene linearne ODJ
vektorski prostor.
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Ako je n = 2, kako ¢emo za (y1, y2) provjeriti da je fundamentalan
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Skup svih rjeSenja homogene linearne diferencijalne jednadZbe
n-tog reda je n-dimenzionalni vektorski prostor.

Sto sve iz toga mozemo zakljutiti? Fundamentalni skup rjegenja je
baza (y1,-..,Yyn) prostora rjefenja homogene linearne ODJ reda n.
Ako je n = 2, kako ¢emo za (y1, y2) provjeriti da je fundamentalan
skup? Znate li primjere po dvije linearno nezavisne funkcije?
Opcenito se linearna nezavisnost n funkcija moZe provjeriti pomocu
Wronskijana:

y}(t) )/r;(t)
W= ) a0 2o
AR ORI ()

Y1,--.,Yn linearno nezavisne



Zadatak

Provjerite linearnu nezavisnost funkcija €*, sin x i cos x te nadite
Jjednu homogenu linearnu ODJ kojoj je to fundamentalni skup
rjesenja.




Zadatak

Provjerite linearnu nezavisnost funkcija €*, sin x i cos x te nadite
Jjednu homogenu linearnu ODJ kojoj je to fundamentalni skup
rjesenja.

Strategija za rjeSavanje linearnih diferencijalnih jednadzbi
O Rijesi pripadnu homogenu jednadzbu — nadi fundamentalni
skup F = (y1,...,¥n). Tada je opce rjedenje pripadne
homogene jednadzbe

YH = C1y1 + ... C,,yn.
@ Ako jednadzba nije homogena, odredi jedno njeno partikularno
rjeSenje yp. Opce rjesenje jednadZbe je tada
Y =YH Tt YypP.

© Ako postoji pocetni uvjet, iskoristi ga za odredivanje
G,..., G



Odredivanje F za linearne ODJ s konstantnim koeficijentima
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Odredivanje F za linearne ODJ s konstantnim koeficijentima

YD tay" ey tay tay=0 ()
test-rjeSenje: y = exp(At)
(&) A"+ ...+ @\ +a A+ 3 =0.

karakteristi¢na jednadZba jednadzbe (©)

e Zapisite karakteristi¢nu jednad?bu jednadzbe y” + y = 0.

o Koliko najvie razlititih realnih rjefenja ima jednadba <{}? Sto
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Odredivanje F za linearne ODJ s konstantnim koeficijentima

n—1

Y fa, ay" ey +ay +ay=0 (Q)

test-rjeSenje: y = exp(At)
(&) A"+ ...+ @\ +a A+ 3 =0.

karakteristi¢na jednadZba jednadzbe (©)

e Zapisite karakteristi¢nu jednad?bu jednadzbe y” + y = 0.

o Koliko najvie razlititih realnih rjefenja ima jednadba <{}? Sto
znamo o F ako (<) ima n razli¢itih realnih rjedenja?

@ Na primjeru jednadzbe y” — 5y’ + 4y = 0 objasnite za¥to je
ovdje koridten vec ranije vezano za linearne operatore uveden
pojam karakteristi¢ne jednadzbe?
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dobijemo F = (y1, y2)?
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Zadatak

Jednostavna strujna petlja se sastoji od izvora napona

E(t) = 100 cos(10t/s) V, otpornika otpora R = 401,
kondenzatora kapaciteta C = 16 - 1074F, zavojnice konstantne
induktivnosti L = 1 H | sklopke koja se zatvara u poletnom
trenutku. U pocetnom trenutku kondenzator je prazan, a struja ne
tee. Skicirajte Q = Q(t) i | = I(t) za velike t!
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e Metoda neodredenih koeficijenata Ako je b(t) polinom,
eksponencijalna funkcija ili linearna kombinacija sinusa i
kosinusa s istim periodom, ili umnoZak dvoje ili svo troje od
toga, te ako je b(t) zbroj takvih &lanova (u tom slutaju se za
svaki ¢lan traZi zasebna komponenta za yp).

@ Metoda varijacije konstante
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y'+ a1y +ayy = b(t)

e Metoda neodredenih koeficijenata Ako je b(t) polinom,
eksponencijalna funkcija ili linearna kombinacija sinusa i
kosinusa s istim periodom, ili umnoZak dvoje ili svo troje od
toga, te ako je b(t) zbroj takvih &lanova (u tom slutaju se za
svaki €lan traZi zasebna komponenta za yp). Ako je
pretpostavljeni oblik ve¢ uklju€en u yy, onda se oblik za yp
mnozi s t.

@ Metoda varijacije konstante Konstante C; i G, u
v = Ciy1 + Gyo se uzmu kao funkcije od t. Dobije se sustav

Ciyi+ Gy =0

Gyi+ Gy, =b



Odredimo Qp(t) metodom varijacije konstante:
E(t) = 100 cos(10t) = 100 cos(10t) + 0sin(10t) =
Qp(t) = Acos(10t) + Bsin(10t)
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A = 84/697, B = 64/697
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Odredimo Qp(t) metodom varijacije konstante:
E(t) = 100 cos(10t) = 100 cos(10t) + 0sin(10t) =
Qp(t) = Acos(10t) + Bsin(10t) =

(525A+400B) cos(10t) 4 (—400A+525B) sin(10t) = 100 cos(10t)
A = 84/697, B = 64/697

Q(t) = exp(—%) (Cl cos(g) + G sin(lit)> C+

+84CCOS(10t)+64CS. (lOt)
o~ bl T sin(—=
3 697 S

Q(t) = exp(—20t) ((—20C; + 15C5) cos(15t) + (—20C, — 15C;) sin(15¢)

840 640
~597 sin(10t) + 697 cos(10t)
: 84 464
Q(O) - Q(O) =0= G = _@7C2 = —m



Q(t) 20t 84 15t 464 . 15t
c =P 7) (a7 o)~ per SN ) F
4 8% o0ty 0% 20t
697 Vs /T eo7 MM g

It 640  15t. 13060 . 15t
= exp(—20t) <_697 cos(T) + 2091sm()) —

840 . 10t 640 10t)



Q(r) _ 20t 84 15t 464 _ 15t
c = exp(——) <_697 cos( 5 ) — 5001 sin( )) +

84 E 64_&

+@cos( 5 )+@sm( 5 )
Ig\t) = exp(—20t) <—$3 cos(g) + % sin(15t)) —
840 . 10t 640 10t
~697 S (T) t 607 COS(T)
Za velike t je
Qt) . _4 10t

= i 21\ (10

¢~ A sin (12 + arctg 3f) ~ 0,1515sin (12 +0,9197),
t) o H 10 16\ ~ . 10

A~ — g sin (F —arctg 32) ~ 1,515sin (13 — 0,6511)

S



Zadatak

Objema metodama rijesite

Yy +2y" +y = 2exp(—x) + 4 exp(x).
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Objema metodama rijesite

Yy +2y" +y = 2exp(—x) + 4 exp(x).

Rijesite

Y2 2y by =x
y(0) = y'(0) = y"(0) = 0




