13. Linearne diferencijalne jednadzbe reda visih
redova. Sustavi linearnih diferencijalnih jednadZbi
1. reda.
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Linearne diferencijalne jednadzbe

Linearna diferencijalna jednad?ba reda n je ODJ koja se moze
zapisati u obliku

v a1 (1) y" Y L ax(t) y" + au(t) y' + ao(t) y = b(t).

@ b(t) = 0: homogena LDJ (HLDJ)
@ Za nehomogenu LDJ, ako stavimo b(t) = 0 dobijemo
pripadnu homogenu jednadzbu
@ akosusa,_1, ..., ag konstantne: LDJ s konstantnim
koeficijentima (LDJKK)
Koje od sljede¢ih ODJ su linearne? Kojeg su reda? Koje od LDJ
su s KK? Homogene?
y = 2y’t + }% 14 (y/)2 — 2}/}/” y//// + 3)// — 3}/” +y
y"—4ty' +4y =0 y'+ty —t2=0 y' —2y =sint



Kvantnomehanic¢ki opis krutog rotora u ravnini

Schrodingerova jednadZba se svodi na ODJ

R2 d%y
~21 agz ~ EV0O).




Kvantnomehanic¢ki opis krutog rotora u ravnini

Schrodingerova jednadZba se svodi na ODJ

Rody

Za LDJ 1. reda smo vidjeli da je opée rjeSenje oblika y = yy + yp.



Kvantnomehanic¢ki opis krutog rotora u ravnini
Schrodingerova jednadZba se svodi na ODJ
R d%y

~21 agz ~ EV0O).

Za LDJ 1. reda smo vidjeli da je opce rjeSenje oblika y = yy + yp.
To vrijedi i opéenito:

Opce rjedenje svake LDJ uvijek je oblika y = yy + yp, gdje je yp
jedno partikularno rjeSenje zadane jednadzbe, a yy je opCe rjeSenje
pripadne homogene jednadZbe.




Kvantnomehanic¢ki opis krutog rotora u ravnini

Schrodingerova jednadZba se svodi na ODJ

Rody

Za LDJ 1. reda smo vidjeli da je opée rjeSenje oblika y = yy + yp.
To vrijedi i opéenito:

Opce rjedenje svake LDJ uvijek je oblika y = yy + yp, gdje je yp
jedno partikularno rjeSenje zadane jednadzbe, a yy je opCe rjeSenje
pripadne homogene jednadZbe.

Skup svih rjeSenja HLDJ n-tog reda je n-dimenzionalni vektorski
prostor.

€




Fundamentalni skup rjesenja je baza (y1,...,yn) prostora rjesenja
HLDJ reda n.

Za n =2, kako éemo za (y1,y2) provjeriti da je fundamentalan
skup? Navedite dva razli¢ita para linearno nezavisnih funkcija.




Fundamentalni skup rjesenja je baza (y1,...,yn) prostora rjesenja
HLDJ reda n.

Za n =2, kako éemo za (y1,y2) provjeriti da je fundamentalan
skup? Navedite dva razli¢ita para linearno nezavisnih funkcija.

Linearna nezavisnost n funkcija se moze provjeriti pomocu
Wronskijana:

Y}(t) y,/,(t)
A
yl(n—l)(t) y[gn—l)(t)
= V1,...,Yn linearno nezavisne

Zadatak

Provjerite linearnu nezavisnost funkcija €*, sin x i cos x.

T = = =




RjeSavanje LDJ

@ Rijesiti pripadnu homogenu jednadzbu — nadi fundamentalni
skup F = (y1,...,yn). Tada je ople rjeSenje pripadne
homogene jednadzbe

YH = C1y1 + ... C,,y,,.

@ Ako jednadzba nije homogena, odrediti jedno njeno
partikularno rjeSenje yp (za HLDJ je yp = 0).
© Opce rjesenje jednadzbe je tada

Y =YHt+YypP.

@ Ako su zadani pocetni uvjeti, iskoristiti ih za odredivanje Cq,
., Ch.



Odredivanje F za HLDJ s konstantnim koeficijentima

Y fa, ay" ey +ay +ay=0 (Q)

test-rjesenje:



Odredivanje F za HLDJ s konstantnim koeficijentima

Y fa, ay" ey +ay +ay=0 (Q)

test-rjeSenje: y = exp(At)



Odredivanje F za HLDJ s konstantnim koeficijentima

YD tay" ey tay tay=0 ()
test-rjeSenje: y = exp(At)
(&) A"+ ...+ @\ +a A+ 3 =0.

(&) je karakteristi¢na jednadzba jednadzbe ()

e Zapisite karakteristi¢nu jednad?bu jednadzbe y” + y = 0.



Odredivanje F za HLDJ s konstantnim koeficijentima

YD tay" ey tay tay=0 ()
test-rjeSenje: y = exp(At)
(&) A"+ ...+ @\ +a A+ 3 =0.

(&) je karakteristi¢na jednadzba jednadzbe ()

e Zapisite karakteristi¢nu jednad?bu jednadzbe y” + y = 0.

o Koliko najvide razli¢itih realnih rjeSenja ima jednadzba <>?



Odredivanje F za HLDJ s konstantnim koeficijentima

Y ta, 1yt ay tay fay=0 (V)
test-rjeSenje: y = exp(At)
(&) A"+ ...+ @\ +a A+ 3 =0.
(&) je karakteristi¢na jednadzba jednadzbe ()

e Zapisite karakteristi¢nu jednad?bu jednadzbe y” + y = 0.

o Koliko najvie razlititih realnih rjefenja ima jednadba <{}? Sto
znamo o F ako (<) ima n razli¢itih realnih rjedenja?



Odredivanje F za HLDJ s konstantnim koeficijentima

n—1

Y fa, ay" ey +ay +ay=0 (Q)

test-rjeSenje: y = exp(At)
(&) A"+ ...+ @\ +a A+ 3 =0.

(&) je karakteristi¢na jednadzba jednadzbe ()

e Zapisite karakteristi¢nu jednad?bu jednadzbe y” + y = 0.

o Koliko najvie razlititih realnih rjefenja ima jednadba <{}? Sto
znamo o F ako (<) ima n razli¢itih realnih rjedenja?

@ Na primjeru jednadzbe y” — 5y’ + 4y = 0 objasnite za¥to je
ovdje koridten vec ranije vezano za linearne operatore uveden
pojam karakteristi¢ne jednadzbe?



Homogeni sustavi LDJ 1. reda

Homogeni sustav linearnih diferencijalnih jednadzbi 1. reda je
sustav s n ODJ s n nepoznatih funkcija yi, ..., y, iste nezavisne
varijable t koji je oblika

Y =AY,

gdieje Y=y - ya) Y=01y2 - ya)"s A=(aj(t)); -
KaZemo da se radi o sustavu s konstantnim koeficijentima ako su
sve funkcije aj; konstantne, tj. ako je A € M.

Svaka HLDJ reda n ekvivalentna je homogenom sustavu LDJ

1. reda (i obrnuto), koji se u matri¢nom obliku moZe zapisati kao
Y =AY, gdieje Y = (yy' ... y(»D)t

Ako je polazna HLDJ reda n s KK, njena karakteristi¢na jednadZba
jednaka je karakteristi¢noj jednadzbi matrice A.

= = = =



RjeSavanje HLDJ reda 2

Mogudi slucajevi:
0 A\ # M € Rty = exp(Ait), y2 = exp(Aat).
e A\ =X € R: yp =exp(Ait), y2 =t exp(A1t). Za ovaj sludaj
dokazite da se radi o F!
o =N =atifeC\R: y =exp(at)cos(Bt),
y2 = exp(at)sin(fSt).



RjeSavanje HLDJ reda 2

Mogudi slucajevi:
0 A\ # M € Rty = exp(Ait), y2 = exp(Aat).
e A\ =X € R: yp =exp(Ait), y2 =t exp(A1t). Za ovaj sludaj
dokazite da se radi o F!
o =N =atifeC\R: y =exp(at)cos(Bt),
y2 = exp(at)sin(fSt).

Zadatak

Sto je harmonijski oscilator?




RjeSavanje HLDJ reda 2

Mogudi slucajevi:
0 A\ # M € Rty = exp(Ait), y2 = exp(Aat).
e A\ =X € R: yp =exp(Ait), y2 =t exp(A1t). Za ovaj sludaj
dokazite da se radi o F!
o =N =atifeC\R: y =exp(at)cos(Bt),
y2 = exp(at)sin(fSt).

Zadatak

Sto je harmonijski oscilator? Koja vrsta ODJ opisuje klasi¢ni
jednodimenzionalni harmonijski oscilator?




RjeSavanje HLDJ reda 2

Mogudi slucajevi:
0 A\ # M € Rty = exp(Ait), y2 = exp(Aat).
e A\ =X € R: yp =exp(Ait), y2 =t exp(A1t). Za ovaj sludaj
dokazite da se radi o F!
o =N =atifeC\R: y =exp(at)cos(Bt),
y2 = exp(at)sin(fSt).

Zadatak

Sto je harmonijski oscilator? Koja vrsta ODJ opisuje klasi¢ni
Jjednodimenzionalni harmonijski oscilator? Zapisite ju kao
odgovarajuéi sustav LDJ.




RjeSavanje HLDJ reda 2

Mogudi slucajevi:
0 A\ # M € Rty = exp(Ait), y2 = exp(Aat).
e A\ =X € R: yp =exp(Ait), y2 =t exp(A1t). Za ovaj sludaj
dokazite da se radi o F!
o =N =atifeC\R: y =exp(at)cos(Bt),
y2 = exp(at)sin(fSt).

Zadatak

Sto je harmonijski oscilator? Koja vrsta ODJ opisuje klasi¢ni
pisuy

Jjednodimenzionalni harmonijski oscilator? Zapisite ju kao

odgovarajuéi sustav LDJ. A sto ako je s trenjem?




RjeSavanje HLDJ reda 2

Mogudi slucajevi:
0 A\ # M € Rty = exp(Ait), y2 = exp(Aat).
e A\ =X € R: yp =exp(Ait), y2 =t exp(A1t). Za ovaj sludaj
dokazite da se radi o F!
o =N =atifeC\R: y =exp(at)cos(Bt),
y2 = exp(at)sin(fSt).

Zadatak

Sto je harmonijski oscilator? Koja vrsta ODJ opisuje klasi¢ni
Jjednodimenzionalni harmonijski oscilator? Zapisite ju kao
odgovarajuéi sustav LDJ. A sto ako je s trenjem? Analizirajte i
skicirajte sva moguca rjesenja za klasi¢ni harmonijski oscilator bez
vanjske sile!




RjeSavanje HLDJ reda 2

Mogudi slucajevi:
0 A\ # M € Rty = exp(Ait), y2 = exp(Aat).
e A\ =X € R: yp =exp(Ait), y2 =t exp(A1t). Za ovaj sludaj
dokazite da se radi o F!
o =N =atifeC\R: y =exp(at)cos(Bt),
y2 = exp(at)sin(fSt).

Zadatak

Sto je harmonijski oscilator? Koja vrsta ODJ opisuje klasi¢ni
Jjednodimenzionalni harmonijski oscilator? Zapisite ju kao
odgovarajuéi sustav LDJ. A sto ako je s trenjem? Analizirajte i
skicirajte sva moguca rjesenja za klasi¢ni harmonijski oscilator bez
vanjske sile!

Koristedi supstituciju, rijesite sustav x = —2x + y, y = 3x — 4y.




Homogene sustave LDJ 1. reda moZemo rijesiti i direktno, pomocu
svojstvenih vrijednosti i vektora matrice A: Pretpostavimo li da je
Y = exp(At) Yy riedenje sustava Y/ = AY, gdje su

Yo =(¥1,0,---,¥n0) i XA konstante, iz Y/ =AY i Y =AY
dobivamo AYp = AYp. Ako su Yo 1, ..., Yo,n linearno nezavisni
svojstveni vektori od A, opce rjeSenje sustava Y/ =AY je

Y= exp(>\1 t) YO,l +...+C, exp()\,, t) Yo’,,.

Rijesite prethodni sustav koristeéi gornju metodu.

Zadatak
Rijesite sustav LDJ koji modelira aeakcijski mehanizam
A— B« C o

ar —kica,

% = kica — kacg + k_acc,

dec

dt — k2CB — k,QCC




Fazni dijagrami

Fazni dijagrami su vizualizacije rje$enja (ne samo) homogenih
sustava dviju linearnih diferencijalnih jednadZbi 1. reda. Ako su
nepoznate funkcije u sustavu x = x(t) i y = y(t), fazni dijagram
se prikazuje u faznoj ravnini, tj. (x, y)-koordinatnoj ravnini. Fazni
dijagram se sastoji od trajektorija (orbita) u faznoj ravnini, tj. od
parametarski zadanih krivulja (x,y) = (x(t), y(t)) koje
predstavljaju partikularna rjeSenja sustava.


https://tutorial.math.lamar.edu/Classes/DE/PhasePlane.aspx

Fazni dijagrami

Fazni dijagrami su vizualizacije rje$enja (ne samo) homogenih
sustava dviju linearnih diferencijalnih jednadZbi 1. reda. Ako su
nepoznate funkcije u sustavu x = x(t) i y = y(t), fazni dijagram
se prikazuje u faznoj ravnini, tj. (x, y)-koordinatnoj ravnini. Fazni
dijagram se sastoji od trajektorija (orbita) u faznoj ravnini, tj. od
parametarski zadanih krivulja (x,y) = (x(t), y(t)) koje
predstavljaju partikularna rjeSenja sustava.

Ako je A invertibilna, konstantno rjeSenje (x(t), y(t)) = (0,0) se
naziva ravnoteznim rjeSenjem.

Skicirajte faznu ravninu, u njoj odaberite &etiri tocke (razli¢ite od
ishodista) i skicirajte odgovarajuce tangencijalne vektore.



https://tutorial.math.lamar.edu/Classes/DE/PhasePlane.aspx

Po ¢emu se isti¢u rjeSenja kod kojih je C; = 0 odnosno C, = 07
PokaZite da im trajektorije leZe na dva pravca!l Kako oni razdvajaju
rjeSenja s pozitivnim i negativnim C; odnosno C>? Jesu li ti pravci
asimptote za trajektorije?



https://www.desmos.com/calculator/wcdzf0ksuq
https://mathlets.org/mathlets/linear-phase-portraits-matrix-entry/

Po ¢emu se isti¢u rjeSenja kod kojih je C; = 0 odnosno C, = 07
PokaZite da im trajektorije leZe na dva pravca!l Kako oni razdvajaju
rjeSenja s pozitivnim i negativnim C; odnosno C>? Jesu li ti pravci
asimptote za trajektorije?

.

Odredimo i ucrtajmo orijentaciju prvo za trajektorije koje leZe na
asimptotama, a zatim za sve trajektorije.



https://www.desmos.com/calculator/wcdzf0ksuq
https://mathlets.org/mathlets/linear-phase-portraits-matrix-entry/

Po ¢emu se isti¢u rjeSenja kod kojih je C; = 0 odnosno C, = 07
PokaZite da im trajektorije leZe na dva pravca!l Kako oni razdvajaju
rjeSenja s pozitivnim i negativnim C; odnosno C>? Jesu li ti pravci
asimptote za trajektorije?

Odredimo i ucrtajmo orijentaciju prvo za trajektorije koje leZe na
asimptotama, a zatim za sve trajektorije.

’ Desmos—Fazni dijagrami ‘

’MIT Mathlets—Fazni dijagrami‘



https://www.desmos.com/calculator/wcdzf0ksuq
https://mathlets.org/mathlets/linear-phase-portraits-matrix-entry/

Strujna petlja #1

Jednostavna strujna petlja se sastoji od izvora napona

E(t) = 100 cos(10t/s) V, otpornika otpora R = 401,
kondenzatora kapaciteta C = 16 - 10~*F, zavojnice konstantne
induktivnosti L = 1 H i sklopke koja se zatvara u po¢etnom
trenutku. U poletnom trenutku kondenzator je prazan, a struja ne
tete. Skicirajte Q = Q(t) i I = I(t) za velike t!




Strujna petlja #1
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trenutku. U poletnom trenutku kondenzator je prazan, a struja ne
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2. Kirchhoffov zakon = E; + Egr + Ec = E(t)



Strujna petlja #1

Jednostavna strujna petlja se sastoji od izvora napona

E(t) = 100 cos(10t/s) V, otpornika otpora R = 401,
kondenzatora kapaciteta C = 16 - 10~*F, zavojnice konstantne
induktivnosti L = 1 H i sklopke koja se zatvara u po¢etnom
trenutku. U poletnom trenutku kondenzator je prazan, a struja ne
tete. Skicirajte Q = Q(t) i I = I(t) za velike t!

2. Kirchhoffov zakon = E; + Eg + Ec = E(t)
E,=LI,ER=RI, Ec =Q/C,



Strujna petlja #1

Jednostavna strujna petlja se sastoji od izvora napona

E(t) = 100 cos(10t/s) V, otpornika otpora R = 401,
kondenzatora kapaciteta C = 16 - 10~*F, zavojnice konstantne
induktivnosti L = 1 H i sklopke koja se zatvara u po¢etnom

trenutku. U poletnom trenutku kondenzator je prazan, a struja ne
tete. Skicirajte Q = Q(t) i I = I(t) za velike t!

2. Kirchhoffov zakon = E; + Eg + Ec = E(t)
ELfLI Er=RI, Ec =Q/C, I=Q =
Q +40Q + 625@Q = 100 cos(10t)



Strujna petlja #1

Jednostavna strujna petlja se sastoji od izvora napona

E(t) = 100 cos(10t/s) V, otpornika otpora R = 401,
kondenzatora kapaciteta C = 16 - 10~*F, zavojnice konstantne
induktivnosti L = 1 H i sklopke koja se zatvara u po¢etnom

trenutku. U poletnom trenutku kondenzator je prazan, a struja ne
tete. Skicirajte Q = Q(t) i I = I(t) za velike t!

2. Kirchhoffov zakon = E; + Eg + Ec = E(t)
EL=Li,Eg=RI,Ec=Q/C,1=Q=

@ + 40Q + 625Q = 100 cos(10t) Q(t) = Qu(t) + Qp(t)
A2 440\ + 625 =0= A\;p = —20+ 15/

QH(t) = exp(—20t) (Cy cos(15t)) + Cosin(15t)), Qp(t) =7



Strujna petlja #1

Jednostavna strujna petlja se sastoji od izvora napona

E(t) = 100 cos(10t/s) V, otpornika otpora R = 401,
kondenzatora kapaciteta C = 16 - 10~*F, zavojnice konstantne
induktivnosti L = 1 H i sklopke koja se zatvara u po¢etnom

trenutku. U poletnom trenutku kondenzator je prazan, a struja ne
tete. Skicirajte Q = Q(t) i I = I(t) za velike t!

2. Kirchhoffov zakon = E; + Eg + Ec = E(t)
EL=Li,Eg=RI,Ec=Q/C,1=Q=

@ + 40Q + 625Q = 100 cos(10t) Q(t) = Qu(t) + Qp(t)
A2 440\ + 625 =0= A\;p = —20+ 15/

QH(t) = exp(—20t) (Cy cos(15t)) + Cosin(15t)), Qp(t) =7

Zadatak
Kakva ODJ koja opisuje harmonijski oscilator s vanjskom silom?




y'+ a1y +ayy = b(t)

@ Metoda neodredenih koeficijenata

@ Metoda varijacije konstante



y'+ a1y +ayy = b(t)

e Metoda neodredenih koeficijenata Ako je b(t) polinom,
eksponencijalna funkcija ili linearna kombinacija sinusa i
kosinusa s istim periodom, ili umnoZak dvoje ili svo troje od
toga, te ako je b(t) zbroj takvih &lanova (u tom slutaju se za
svaki &lan traZi zasebna komponenta za yp).

@ Metoda varijacije konstante



y'+ a1y +ayy = b(t)

e Metoda neodredenih koeficijenata Ako je b(t) polinom,
eksponencijalna funkcija ili linearna kombinacija sinusa i
kosinusa s istim periodom, ili umnoZak dvoje ili svo troje od
toga, te ako je b(t) zbroj takvih &lanova (u tom slutaju se za
svaki &lan traZi zasebna komponenta za yp). Ako je
pretpostavljeni oblik ve¢ ukljuéen u yy, onda se oblik za yp
mnozi s t.

@ Metoda varijacije konstante



y'+ a1y +ayy = b(t)

e Metoda neodredenih koeficijenata Ako je b(t) polinom,
eksponencijalna funkcija ili linearna kombinacija sinusa i
kosinusa s istim periodom, ili umnoZak dvoje ili svo troje od
toga, te ako je b(t) zbroj takvih &lanova (u tom slutaju se za
svaki &lan traZi zasebna komponenta za yp). Ako je
pretpostavljeni oblik ve¢ ukljuéen u yy, onda se oblik za yp
mnozi s t.

@ Metoda varijacije konstante Konstante C; i G, u
vy = Ciy1 + Gys se uzmu kao funkcije od t.



y'+ a1y +ayy = b(t)

e Metoda neodredenih koeficijenata Ako je b(t) polinom,
eksponencijalna funkcija ili linearna kombinacija sinusa i
kosinusa s istim periodom, ili umnoZak dvoje ili svo troje od
toga, te ako je b(t) zbroj takvih &lanova (u tom slutaju se za
svaki &lan traZi zasebna komponenta za yp). Ako je
pretpostavljeni oblik ve¢ ukljuéen u yy, onda se oblik za yp
mnozi s t.

@ Metoda varijacije konstante Konstante C; i G, u
v = Ciy1 + Gyn se uzmu kao funkcije od t. Dobije se sustav

Ciyi+ Gy =0

Gyi+Gy,=b

koji se najlakZe rijesi Cramerovim pravilom. Sto je
determinanta matrice ovog sustava?



Strujna petlja #2

Odredimo Qp(t) metodom neodredenih koeficijenata:
E(t) = 100 cos(10t) = 100 cos(10t) + 0sin(10t) =
Qp(t) = Acos(10t) + B'sin(10t)




Strujna petlja #2

Odredimo Qp(t) metodom neodredenih koeficijenata:
E(t) = 100 cos(10t) = 100 cos(10t) + 0sin(10t) =
Qp(t) = Acos(10t) + Bsin(10t) =

(525A+400B) cos(10t) 4 (—400A +525B) sin(10t) = 100 cos(10t)

84 64

A = —, = —
697 697




Strujna petlja #2

Odredimo Qp(t) metodom neodredenih koeficijenata:
E(t) = 100 cos(10t) = 100 cos(10t) + 0sin(10t) =
Qp(t) = Acos(10t) + Bsin(10t) =

(525A+400B) cos(10t) 4 (—400A +525B) sin(10t) = 100 cos(10t)
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84 C 64C .
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Strujna petlja #2

Odredimo Qp(t) metodom neodredenih koeficijenata:
E(t) = 100 cos(10t) = 100 cos(10t) + 0sin(10t) =
Qp(t) = Acos(10t) + Bsin(10t) =

(525A+400B) cos(10t) 4 (—400A +525B) sin(10t) = 100 cos(10t)

84 64

A:77 = —
697 697

Q(t) = exp(—20t) (Cy cos(15t) + Cosin(15t)) C+

4 4
+g cos(10t) + gac sin(10t)

697 697
: 84 464




Qét) = exp(—20t/s) <_68947 cos(15t/s) — 2406941 sin(15t/5)) +

84 64
Rl 1 — g
+697 cos(10t/s) + 697 sin(10t/s)

I(t 640 1
;) = exp(—20t) <— cos(15t/s) + 3060

697 2001 S'“(l‘r’t/s)) -

840 . 640
~ 607 sin(10t/s) + 607 cos(10t/s)



Q)
C

IS) = exp(—20t) <—MO cos(15t/s) +

Za velike tje
Q)

C F
1(t) 40

= exp(—20t/s) <—68947 cos(15t/s) —

A~ \/?Sln

464

5001 sm(15t/s)) +
84 64

+@ cos(10t/s) + 697 sin(10t/s)

060
2091

o7 sin(15t/s)> -

4
—% sin(10t/s) + 69—3 cos(10t/s)

sin (12 4 arctg 21) ~ 0,1515sin (12 4 0,9197),

(19t _ arctg 18) ~ 1,515sin (12 — 0,6511)



Zadatak

Objema metodama rijesite

Yy +2y" +y = 2exp(—x) + 4 exp(x).




Zadatak

Objema metodama rijesite

Yy +2y" +y = 2exp(—x) + 4 exp(x).

Rijesite

Y2 2y by =x
y(0) = y'(0) = y"(0) = 0




