14. Skalarne funkcije vise varijabli. Implicitno
zadane krivulje. Parcijalne derivacije, gradijent i
Hesseova matrica.
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Jednadzba stanja idealnog plina




Jednadzba stanja idealnog plina

RT
o e flx,y,2) =

p:

Skalarna (realna) funkcija vige varijabli je funkcija ¢ija domena je
podskup od R" (s n > 1), a kodomena je (podskup od) R: imamo
viSe nezavisnih, ali samo jednu zavisnu varijablu.

Zadatak

Osmislite neko pravilo koje bi predstavljalo skalarnu funkciju
&etiriju varijabli s, t, u, v kojoj je prirodna domena &itav R* i
izratunajte koju vrijednost ta funkcija postiZe u (0,0,0,0).




Jednadzba stanja idealnog plina

RT
o e flx,y,2) =

p:

Skalarna (realna) funkcija vige varijabli je funkcija ¢ija domena je
podskup od R" (s n > 1), a kodomena je (podskup od) R: imamo
viSe nezavisnih, ali samo jednu zavisnu varijablu.

Zadatak

Osmislite neko pravilo koje bi predstavljalo skalarnu funkciju
&etiriju varijabli s, t, u, v kojoj je prirodna domena &itav R* i
izratunajte koju vrijednost ta funkcija postiZe u (0,0,0,0).

Zadatak

Osmislite neko pravilo za skalarnu funkciji dviju varijabli x i y kojoj
je domena R? bez ishodista (0,0).
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Skalarne funkcije dviju varijabli

Kako u Kks-u glasi jednadzba kruZnice polumjera 5 sa sredistem
(—2,3)7

f(x,y) = (x +2)> + (y — 3)> = 25.
Je li to graf funkcije f? Zasto? Koje su tocke ravnine za koje je
f(x,y)=170? —17

Implicitno zadana krivulja u ravnini definira se kao nivo-krivulja
skalarne funkcije f dviju varijabli, tj. kao skup svih to¢aka (x,y)
koje zadovoljavaju jednadzbu

f(x,y)=a.



Implicitno zadane krivulje u ravnini

Je li kruZnica (x +2)2 + (y — 3)2 = 25 graf neke realne funkcije
jedne varijable?


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Curves/Foliumd/
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Implicitno zadane krivulje u ravnini

Je li kruZnica (x +2)2 + (y — 3)2 = 25 graf neke realne funkcije

jedne varijable? A x34+y3=3axy (a>0)?

Teorem o implicitnoj funkciji

Neka je (xo, yo) to€ka na krivulji f(x,y) = a. Ozna&imo

g(y) := f(xo,y). Ako je g’(yo) # 0 (tangenta u promatranoj tocki
krivulje nije vertikalna), onda neki dio krivulje oko totke (xo, yo)
predstavlja graf neke realne funkcije jedne varijable kojoj je domena
neki otvoreni interval oko xp.

Koeficijent smjera tangente na krivulju f(x,y) = a u tocki (xo, yo)
moze se odrediti implicitnim deriviranjem: jednadzbu f(x,y) = a
deriviramo po x na uobiajen nadin, uzimajuéi u obzir da je y
funkcija od x pa koristimo kad god deriviramo izraze koji sadrze vy,
zbog lan&anog pravila mnoZimo njihove derivacije s y’.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Curves/Foliumd/

Zadatak

Za a za koji je to¢ka (1,1) na Kartezijevom listu pokusajte $to vise
zakljuciti o njegovom izgledu i odredite jednadZbu tangente na
njega u to¢ki (1,1).



https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Curves/Limacon/
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njega u to¢ki (1,1).

Zadatak

je krivulja implicitno zadana jednadZbom
(x? + y? — 2ax)? = b?(x? + y?). Ako jea=3 i b =1, odredite
tangentu na Pascalov puZ u njegovoj tolci s apscisom 2.
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je krivulja implicitno zadana jednadZbom
(x? + y? — 2ax)? = b?(x? + y?). Ako jea=3 i b =1, odredite
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Zadatak

Krivulja astroida opisana je jednadzbom x%/3 + y?/3 = a. U kojim
to¢akama astroide tangente imaju koeficijent smjera —17

Je li nivo-krivulja f(x, y) = a graf funkcije 7


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Curves/Limacon/

Zadatak

Za a za koji je to¢ka (1,1) na Kartezijevom listu pokusajte $to vise
zakljuciti o njegovom izgledu i odredite jednadZbu tangente na
njega u to¢ki (1,1).

Zadatak

je krivulja implicitno zadana jednadZbom
(x? + y? — 2ax)? = b?(x? + y?). Ako jea=3 i b =1, odredite
tangentu na Pascalov puZ u njegovoj tolci s apscisom 2.

Zadatak

Krivulja astroida opisana je jednadzbom x%/3 + y?/3 = a. U kojim
to¢akama astroide tangente imaju koeficijent smjera —17

Je li nivo-krivulja f(x,y) = a graf funkcije f? Nivo-krivulje
f(x,y) = a su podskupovi domene od f —sastoje se od onih
to¢aka domene u kojima f postiZe iznos a.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Curves/Limacon/

Graf skalarne funkcije dviju varijabli sastoji se od


https://www.pmf.unizg.hr/_download/repository/contourplot.mp4

Graf skalarne funkcije dviju varijabli sastoji se od totaka (x, y, z)
sa z = f(x,y), dakle se moZe prikazati u Kartezijevom
koordinatnom sustavu u (3D-)prostoru. Pritom se domena od f
uzima kao podskup (x, y)-ravnine, a za pojedinu to¢ku (x,y) iz
domene njoj pridruZena vrijednost f(x,y) je aplikata tocke grafa
iznad (ili ispod) (x,y,0).

f:R2 = R, f(x,y) =sin(x + y?)



https://www.pmf.unizg.hr/_download/repository/contourplot.mp4

Graf skalarne funkcije dviju varijabli sastoji se od totaka (x, y, z)
sa z = f(x,y), dakle se moZe prikazati u Kartezijevom
koordinatnom sustavu u (3D-)prostoru. Pritom se domena od f
uzima kao podskup (x, y)-ravnine, a za pojedinu to¢ku (x,y) iz
domene njoj pridruZena vrijednost f(x,y) je aplikata tocke grafa
iznad (ili ispod) (x,y,0).

f:R2 =R, f(x,y) =sin(x + y?

‘nivo—krivulje su "izo-z-ice" ‘

Zasto ne moZemo crtati grafove skalarnih funkcija s vige od 2
varijable?


https://www.pmf.unizg.hr/_download/repository/contourplot.mp4




@ p =const. —nivo-krivulja u (T, Viy)-koordinatnom sustavu

e T =const.—izoterma (,,izo-T-ica ") u (Vim, p)-koordinatnom
sustavu

e Vi, =const. —izohora (,,izo-Vin-ica*) u (T, p)-koordinatnom
sustavu




Zadatak

Zadana je skalarna funkcija dviju varijabli:

Q@ a(x,y) =x*+y%

@ b(x,y) = x>

@ clx,y)=1-x%—y2

@ d(x,y)=x>—y2

Skicirajte nivo-krivulje, izo-x-ice, izo-y-ice, te graf!
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Zadatak

Zadana je skalarna funkcija dviju varijabli:

Q@ a(x,y) =x*+y%

@ b(x,y) = x>

@ clx,y)=1-x%—y2

@ d(x,y)=x>—y2
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z=f(x.y)
z="f,(x) (y=const.) z=*f(y) (x= const.)

Parcijalne derivacije prvog reda i gradijent

of of of of
/ = — / = — = _—
f;/(X) - 8 ’ ﬁ((y) 8)/’ Vf(X,y) <8X7 ay)



Zadatak

Za skalarnu funkciju f varijabli x, y i z zapisite formalnu definiciju
od 5% (xo, yo0. 20)-



https://www.desmos.com/calculator/ffod3k5rsi

Zadatak

Za skalarnu funkciju f varijabli x, y i z zapisite formalnu definiciju
od 5% (xo, yo0. 20)-

Ako je z zavisna varijabla, a x jedna od njezinih nezavisnih
varijabli, %(X), gdje je X element domene od z, aproksimira


https://www.desmos.com/calculator/ffod3k5rsi

Zadatak
Za skalarnu funkciju f varijabli x, y i z zapisite formalnu definiciju
od 5% (xo, yo0. 20)-

Ako je z zavisna varijabla, a x jedna od njezinih nezavisnih
varijabli, %(X), gdje je X element domene od z, aproksimira
relativnu promjenu z kad se x malo promijeni u odnosu na svoju
vrijednost u X, a sve ostale nezavisne varijable se ne mijenjaju.



https://www.desmos.com/calculator/ffod3k5rsi

Zadatak

Za skalarnu funkciju f varijabli x, y i z zapisite formalnu definiciju
od 9 (x0, y0, 20).-

Ako je z zavisna varijabla, a x jedna od njezinih nezavisnih
varijabli, —(X), gdje je X element domene od z, aproksimira
relativnu promjenu z kad se x malo promijeni u odnosu na svoju
vrijednost u X, a sve ostale nezavisne varijable se ne mijenjaju.

ou
CV - (87—) V.p,n

BagB o L . . .
Za f(x,y) = XJ;’ izralunajte parcijalne derivacije prvog reda i

gradijent te skicirajte graf, izo-x-ice, izo-y-ice i .

= = = -



https://www.desmos.com/calculator/ffod3k5rsi

Gradijent i nivo-krivulje

Zadatak

Za f(x,y) = x? + 4y? skicirajte jednu nivo-krivulju i u nekoliko
to¢aka pripadne gradijente. Sto uofavate? Izratunajte jednadZbu
tangente u jednoj tocki te krivulje!




Gradijent i nivo-krivulje

Zadatak

Za f(x,y) = x? + 4y? skicirajte jednu nivo-krivulju i u nekoliko
to¢aka pripadne gradijente. Sto uofavate? Izratunajte jednadZbu
tangente u jednoj tocki te krivulje!

Krivulja u ravnini R? je nivo-krivulja skalarne funkcije f dviju
varijabli x i y uz uvjet Vf(x,y) # (0,0) za sve (x, y) na krivulji.
Koeficijent smjera tangente u toZki (xo, yo) na krivulji f(x,y) = a
je

. %(XOLVO)
9 (x0, y0)



Derivacija u smjeru

Gradijent se moZe koristiti procjenu promjene vrijednosti funkcije
pri promjenama varijabli za iznose Ax, Ay, ... (uz oznaku
AX = (Ax,Ay,...)):

of

of
(VE(X),8X) = 52 (X) - Bx ot 50(X) - By ...~ AF.



Derivacija u smjeru

Gradijent se moZe koristiti procjenu promjene vrijednosti funkcije
pri promjenama varijabli za iznose Ax, Ay, ... (uz oznaku
AX = (Ax,Ay,...)):
of of

VF(X),AX) = —(X)-A —(X)-A .o Af

(VFX). AX) = () Ax+ 0 (X) - By +
Prethodna formula je specijalni slu¢aj derivacije u smjeru: Za
skalarnu funkciju f se njena derivacija u smjeru vektora u u tocki
Xo definira kao

Duf(Xo) = <Vf(X0), u>.

Zadatak

x34y3
3xy

U toki (3,3) izralunajte derivaciju funkcije f(x,y) = u

smjeru vektora i+ 2]: i fi interpetirajte ih.




Eulerovo cikli¢ko pravilo:

%
oy /),
Zadatak

Ako su zadane formule

dokaZite

(&), )

y

=—1
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Parcijalne derivacije drugog reda

Koliko parcijalnih derivacija drugog reda ima skalarna funkcija od 2
varijable? 37 n? Zasto se za parcijalnu derivaciju prvo po © pa
0?f

?
L Yo

onda po # koristi notacija




Parcijalne derivacije drugog reda

Koliko parcijalnih derivacija drugog reda ima skalarna funkcija od 2

varijable? 37 n? Zasto se za parcijalnu derivaciju prvo po ¢ pa
0?f

(oL YoV

Hesseova matrica skalarne funkcije f je matrica koja na poziciji

(i,/) ima parcijalnu derivaciju drugog reda od f, prvo po j-toj,

onda po i-toj varijabli.

onda po # koristi notacija ?

Odredite parcijalne derivacije prvog i drugog reda te gradijent i
Hesseovu matricu za f(x,y,z) = sin(x?y) — z3.




Parcijalne derivacije drugog reda

Koliko parcijalnih derivacija drugog reda ima skalarna funkcija od 2

varijable? 37 n? Zasto se za parcijalnu derivaciju prvo po ¢ pa
0?f

(oL YoV

Hesseova matrica skalarne funkcije f je matrica koja na poziciji

(i,/) ima parcijalnu derivaciju drugog reda od f, prvo po j-toj,

onda po i-toj varijabli.

Zadatak

Odredite parcijalne derivacije prvog i drugog reda te gradijent i
Hesseovu matricu za f(x,y,z) = sin(x?y) — z3.

onda po # koristi notacija ?

.

Teorem (Schwarz)

Ako u nekoj tocki postoje i neprekidne su sve parcijalne derivacije
drugog reda skalalrne funkcije f, onda je njezina Hesseova matrica
simetri¢na.

v
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