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Visestruki integrali
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@ Podintegralna funkcija: Skalarna funkcija f od 2, 3,
... varijabli

@ Podrugje integriranja: Podskup domene od f

@ Mjerna jedinica integrala je mjerna jedinica u domeni
pomnoZena s mjernom jedinicom kodomene (dimenzija se



@ Primjene: Ralunanje povrsina i volumena, prosjene
vrijednosti funkcije, vjerojatnost, ...
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Zadatak
DokaZite da je

F()g(y)h(z) dx dy dz = (/b F(x) dx) - (/d g(y)dy) : (/pq h(z) dz) .

[a,6] % [c,d] X [p,q]




Zadatak
DokaZite da je

F()g(y)h(z) dx dy dz = (/b F(x) dx) - (/d g(y)dy) : (/pq h(z) dz) .
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Ako je podrudje integriranja A omedeno pravcima x =a, x = b i
grafovima funkcija y = fi(x) i y = f(x), onda je

b ([ f(x)
If f(X,y)dxdy:/ / f(x,y)dy | dx,
A a fi(x)

a ako je A omedeno pravcima y = ¢, y = d i grafovima funkcija
x = gi(y) i x = g(y), onda je

ff f(x,y)dxdy = /d (/g:(}’) f(x,y)dx) dy.
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Izragunajmo integral funkcije f(x,y) = exp(x/y) po dijelu ravnine
ispod pravacay =2 i y = x, a iznad grafa funkcije y = /x.
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Izragunajmo integral funkcije f(x,y) = exp(x/y) po dijelu ravnine
ispod pravacay =2 i y = x, a iznad grafa funkcije y = /x.

Skica=1<x<2, Ix<y<xi2<x<8, Ix<y<2ili
1<y<2 y<x<y’

fj f(X,y)dxdy:/yil </yy3exp(X/y)dx> dy =
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Dvostruki integral po skupu povrsine nula i trostruki integral po
skupu volumena nula iznosi nula—to je poopcenje kojeg svojstva
jednostrukih integrala?



Izralunajte integral funkcije f(x,y,z) = x + 2y + exp(z) po
jedini¢noj sferi sa sredistem u ishodistu.
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Izrakunajte integral funkcije f(x,y,z) = exp(\/x? + y? + z2) po dijelu
prostora izmedu sfera polumjera 2 i 4 sa sredistem u ishodistu.
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P(Q) = [ dA (dA = dxdy = rdrdy)
Q

Izracunajte povrsSinu dijela ravnine izvan kruZnice r = 2 i unutar
krivulje r = 3 4 2sin .
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Izracunajte povrsSinu dijela ravnine izvan kruZnice r = 2 i unutar
krivulje r = 3 4 2sin .

Sjecista: 2 =3+ 2sinp = o1 = _%, ©p = _%ﬂ
Za oy < @ < 1 je r tolaka krivulje manji od 2, a inace veéi =

imamo raspon od —% do %”




P(Q) = [ dA (dA = dxdy = rdrdy)
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Izracunajte povrsSinu dijela ravnine izvan kruZnice r = 2 i unutar
krivulje r = 3 4 2sin .

Sjecista: 2 =3 +2sinp = p1 = —%, P2 = Sgr
Za py < @ < (1 je r toaka krivulje manji od 2, a inale veéi =

imamo raspon od —% do %”
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V(Q)zﬂ dV  (dV = dxdydz = r drdpdz = r?sin 0 dr dp df)
Q
V(Q) = [[ 1f(x.y.2)|dA
A

Izralunajte volumen onog dijela paraboloida z = x* + y* — 2 koji
se nalazi ispod jedini¢nog kruga K u (x, y)-ravnini.
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Izralunajte volumen onog dijela paraboloida z = x* + y* — 2 koji
se nalazi ispod jedini¢nog kruga K u (x, y)-ravnini.
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Izralunajte volumen tetraedra omedenog ravninama
4x+2y+z2=8 y=3x,z=0ix=0.
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dvije su (x,y)- i (y, z)-koordinatna ravnina = nalazimo se iznad
odnosno ispred tih dviju ravnina.
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Na Iinku‘ Colorado: temperature‘ prikazanesu temperature (u °F)
u drZavi Colorado 24.3.2008. u 12:58 sati. Karta se proteZe 612 km
u smjeru istok-zapad i 451 km u smjeru sjever-jug. Izracunajte
prosjecnu temperaturu u Coloradu tog trena!
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Skalarni produkt dviju realnih ili kompleksnih funkcija vise varijabli:

(Wr, ta) = /5 Wi dS

Norma funkcije f : [0,1] x [0,1] — R, f(x,y) = 3x> + 4y3 je

1 1
|\f|\:\/W:\//O /0(3x2+4y3)dxdy:...:\/§.
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Norma funkcije f : [0,1] x [0,1] — R, f(x,y) = 3x> + 4y3 je
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Zadatak
PokaZite ortogonalnost vodikovih 1s i 2s orbitala:

1 r 1 r r
s\ 97 ¥ s W2s\ Iy 97 ¥Y) = 2 =~
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Ako je f funkcija gustole vjerojatnosti za nalaZenje nekog objekta
na nekoj poziciji u ravnini ili prostoru, ona mora biti normirana
(njen integral po cijeloj ravnini odnosno prostoru mora biti 1),
vjerojatnost da se on nalazi unutar S je

P:/de,
S

a olekivana udaljenost r objekta do ishodista je

(= rfds.

gdje je n=2li 3.

Ako je elektron opisan valnom funkcijom 1) (pa mu je funkcija
gustoce |¢|?), koja je vjerojatnost da se on nade izvan stosca s
vrhom u ishodistu, kojemu je os pozitivni dio z-osi i kut pri vrhu
45°, a unutar kugle polumjera R?




Odredite ofekivanu udaljenost (r) elektrona Is-orbitale

1 r
wls(rv 97 80) = exp <_>
Tag 0

do jezgre atoma vodika (f = |{14|?)!
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