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Vektorske funkcije

S kojom smo se vektorskom funkcijom vel susreli? Kako se
definiraju vektorske funkcije?
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Vektorske funkcije

S kojom smo se vektorskom funkcijom vel susreli? Kako se
definiraju vektorske funkcije?
Vektorska funkcija je funkcija kojoj je domena podskup od R”, a

kodomena podskup od R™ s m > 1. Kad govorimo o vektorskom
polju?
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Vektorska funkcija je funkcija kojoj je domena podskup od R”, a
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polju?

Zadatak

Dajte primjer vektorske funkcije s 3 nezavisne i 2 zavisne varijable.
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Vektorska funkcija je funkcija kojoj je domena podskup od R”, a

kodomena podskup od R™ s m > 1. Kad govorimo o vektorskom
polju?

Zadatak

Dajte primjer vektorske funkcije s 3 nezavisne i 2 zavisne varijable.

Je li gradijent skalarne funkcije vektorsko polje ili opéenitija
vektorska funkcija?
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S kojom smo se vektorskom funkcijom vel susreli? Kako se
definiraju vektorske funkcije?

Vektorska funkcija je funkcija kojoj je domena podskup od R”, a
kodomena podskup od R™ s m > 1. Kad govorimo o vektorskom
polju?

Zadatak

Dajte primjer vektorske funkcije s 3 nezavisne i 2 zavisne varijable.

Je li gradijent skalarne funkcije vektorsko polje ili opéenitija
vektorska funkcija? Kako smo vizualizirali gradijent skalarne
funkcije s 2 ili 3 varijable? Je li to bio njegov graf?
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Vektorske funkcije

S kojom smo se vektorskom funkcijom vel susreli? Kako se
definiraju vektorske funkcije?

Vektorska funkcija je funkcija kojoj je domena podskup od R”, a
kodomena podskup od R™ s m > 1. Kad govorimo o vektorskom
polju?

Zadatak
Dajte primjer vektorske funkcije s 3 nezavisne i 2 zavisne varijable.

Je li gradijent skalarne funkcije vektorsko polje ili opéenitija
vektorska funkcija? Kako smo vizualizirali gradijent skalarne
funkcije s 2 ili 3 varijable? Je li to bio njegov graf?

Zadatak

Graficki prikazvite‘ ‘ vektorsko polje‘ F(x,y) = (x> — y? — 4,2xy).
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Kako mozemo vektorsku funkciju opisati pomocu skalarnih
funkcija?



Kako mozemo vektorsku funkciju opisati pomocu skalarnih
funkcija?

F:D—R™ F(X)=(Fi(X),FaAX),..., Fm(X)),

kraée F = (F1, F2,..., Fm): Skalarne funkcije F1, F2, ..., Fm
zovemo koordinatnim funkcijama vektorske funkcije F.

Koje su koordinatne funkcije vektorskih funkcija iz zadataka s
prethodnog slide-a?
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Kako mozemo vektorsku funkciju opisati pomocu skalarnih
funkcija?

F:D—R"™ F(X)=(F(X),FaAX),..., Fn(X)),
kraée F = (F1, F2,..., Fm): Skalarne funkcije F1, F2, ..., Fm
zovemo koordinatnim funkcijama vektorske funkcije F.

Koje su koordinatne funkcije vektorskih funkcija iz zadataka s
prethodnog slide-a?

Ima li smisla govoriti o parcijalnim derivacijama vektorskih
funkcija? Sto je to Jacobijeva matrica vektorske funkcije?

8(F1,F2,...,Fm)(x) < )>

O(x1, X2, -, Xn)

Oxj

Odredite Jacobijeve matrice vektorskih funkcija iz zadataka s
prethodnog slide-a?



Kada ima smisla radunati determinantu Jacobijeve matrice?



Kada ima smisla radunati determinantu Jacobijeve matrice?
Jakobijan je determinanta Jacobijeve matrice vektorskog polja.

Zadatak
Izracunajte Jakobijan vektorskog polja s prvog slide-a.
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Zadatak
Izracunajte Jakobijan vektorskog polja s prvog slide-a.

Kartezijev i polarni koordinatni sustav u ravnini

KP = (r,p): (x,y) ke (x/x2 + y?, (7+)arctg %) ,

PK = (x,y) : (r,¥) N (rcos g, rsing).
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Kada ima smisla radunati determinantu Jacobijeve matrice?
Jakobijan je determinanta Jacobijeve matrice vektorskog polja.

Zadatak
Izracunajte Jakobijan vektorskog polja s prvog slide-a.

Kartezijev i polarni koordinatni sustav u ravnini

KP = (r,p): (x,y) ke (x/x2 + y?, (7+)arctg %) ,

PK = (x,y) : (r,¥) N (rcos g, rsing).

Cilindri¢ki koordinatni sustav
KC =(r,p,z): (x,y,2) K (\/x2 + y?, (m+)arctg X,z) ,
X

CK =(x,y,z):(r,p,2) = (rcosy, rsingp, z).
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Sferni koordinatni sustav

KS Y
KS = (r,p,2): (x,y,2) — x2 + y2 + 72 (7w+)arctg =, arccos
(w)(y)<\/ y (m+)arctg e
SK = (x,y,z):(r,¢,2) K (rcos¢sin@, rsingsin@, rsin¢sinf).

Kod kojih izra¢una koordinatnih funkcija ovih vektorskih polja
trebamo biti oprezni?



Sferni koordinatni sustav

KS=(r,p,2):(x,y,2) 2 (/x2 +y2 4 22, (7r+)arctgz,arccos
X ﬁ/X2 —+

SK = (x,y,z):(r,¢,2) 2 (rcos¢siné, rsin¢sin @, rsin ¢sinf).

Kod kojih izra¢una koordinatnih funkcija ovih vektorskih polja
trebamo biti oprezni? Koji su rasponi koordinata u svakom od
spomenutih koordinatnih sustava?



Sferni koordinatni sustav

KS=(r,p,2):(x,y,2) 2 (/x2 +y2 4 22, (7r+)arctgz,arccos
X ﬁ/X2 —+

SK = (x,y,z):(r,¢,2) 2 (rcos¢siné, rsin¢sin @, rsin ¢sinf).

Kod kojih izra¢una koordinatnih funkcija ovih vektorskih polja
trebamo biti oprezni? Koji su rasponi koordinata u svakom od
spomenutih koordinatnih sustava? Sto predstavljaju jednad¥be tipa
koordinata = konstanta u svakom od spomenutih koordinatnih
sustava?



Sferni koordinatni sustav

KS=(r,p,2):(x,y,2) 2 (/x2 +y2 4 22, (7r+)arctgz,arccos
X ﬁ/X2 —+

SK = (x,y,z):(r,¢,2) 2 (rcos¢siné, rsin¢sin @, rsin ¢sinf).

Kod kojih izra¢una koordinatnih funkcija ovih vektorskih polja
trebamo biti oprezni? Koji su rasponi koordinata u svakom od
spomenutih koordinatnih sustava? Sto predstavljaju jednad¥be tipa
koordinata = konstanta u svakom od spomenutih koordinatnih
sustava? Koje su sferne koordinate tocke koja u Kartezijevom
koordinatnom sustavu ima koordinate (1,0, —v/3)? (—1,—1,0)?



Sferni koordinatni sustav

KS=(r,p,2):(x,y,2) 2 (/x2 +y2 4 22, (7r+)arctgz,arccos
X ﬁ/X2 —+

SK = (x,y,z):(r,¢,2) 2 (rcos¢siné, rsin¢sin @, rsin ¢sinf).

Kod kojih izra¢una koordinatnih funkcija ovih vektorskih polja
trebamo biti oprezni? Koji su rasponi koordinata u svakom od
spomenutih koordinatnih sustava? Sto predstavljaju jednad¥be tipa
koordinata = konstanta u svakom od spomenutih koordinatnih
sustava? Koje su sferne koordinate tocke koja u Kartezijevom
koordinatnom sustavu ima koordinate (1,0, —v/3)? (—1,—1,0)?
Koje su Kartezijeve koordinate to¢ke koja u sfernom koordinatnom
sustavu ima koordinate (1,120°,45°)7? (1,7r, %)7



Sferni koordinatni sustav

KS=(r,p,2):(x,y,2) 2 (/x2 +y2 4 22, (7r+)arctgz,arccos
X ﬁ/X2 —+

SK = (x,y,z):(r,¢,2) 2 (rcos¢siné, rsin¢sin @, rsin ¢sinf).

Kod kojih izra¢una koordinatnih funkcija ovih vektorskih polja
trebamo biti oprezni? Koji su rasponi koordinata u svakom od
spomenutih koordinatnih sustava? Sto predstavljaju jednad¥be tipa
koordinata = konstanta u svakom od spomenutih koordinatnih
sustava? Koje su sferne koordinate tocke koja u Kartezijevom
koordinatnom sustavu ima koordinate (1,0, —v/3)? (—1,—1,0)?
Koje su Kartezijeve koordinate to¢ke koja u sfernom koordinatnom
sustavu ima koordinate (1,120°,45°)7? (1,7r, %)7 Odredite
Jakobijane za svih Sest promjena koordinata!
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Nabla-operator

0 0
V= <aX1”aXn>

Ako V djeluje na skalarnu funkciju f, on joj pridruZuje vektorksko
polje—njezin gradijent:

grad f(X) = VF(X) = (gxfl(X), o (fx’:(X)> .

Ako znate da je Vf(x,y,z) = (2x3y* + x,2x*y3 + y), procijenite
promjenu iznosa f ako se u odnosu na to¢ku (1,1) obje koordinate
povecaju za 1073,




Nabla-operator

0 0
V= <aX1”aXn>

Ako V djeluje na skalarnu funkciju f, on joj pridruZuje vektorksko
polje—njezin gradijent:

grad f(X) = VF(X) = (gxfl(X), o (fx’:(X)> .

Ako znate da je Vf(x,y,z) = (2x3y* + x,2x*y3 + y), procijenite
promjenu iznosa f ako se u odnosu na to¢ku (1,1) obje koordinate
povecaju za 1073,

" of

(VF(X),AX) = —
1 aX,'

(X) - Ax; = Af



Potencijalna energija medudjelovanja dvaju naboja Q1 i Q>
udaljenih za r je V = 2% Sila koja djeluje na drugi naboj uslijed
postojanja prvog je

Q1 Q2 -Vl QT

4reg r A4mweord

(r=r(xy,2) =X+ y?+ 22 = a(;)/f) = —7% i analogno za

deriviranje po y i z)

F=_vV=_




Potencijalna energija medudjelovanja dvaju naboja Q1 i Q>
udaljenih za r je V = 2% Sila koja djeluje na drugi naboj uslijed
postojanja prvog je

Q1 Q2 -Vl Q7

47eg r A4meord’

(r=r(xy,2) =X+ y?+ 22 = a(;)/f) = —7% i analogno za

deriviranje po y i z)

F=_vV=_

Koja su dva natina djelovanja V-operatora na vektorske funkcije?
Uz koje uvjete? Kakve su funkcije rezultati?




Divergencija vektorskog polja F:

_9h
- Ixy

oF,

div F(X) = V- F(X) >

(X) +

(X

Zadatak

Odredite divergenciju vektorskog polja s prvog slide-a i divergenciju
polja SK.




Divergencija vektorskog polja F:

_9h
- Ixy

oF,
Oxp

div F(X) = V- F(X) (X) + (X).

Zadatak

Odredite divergenciju vektorskog polja s prvog slide-a i divergenciju
polja SK.

Rotacija vektorskog polja F = (Fx, Fy, F;) triju varijabli:

- = -
ik

Pt F(X) =V x FX)=| 2 2 2

Fe F, F,

Zadatak

Odredite rot F za F(x,y,z) = (y,z,x) =y i +zj +xk.

=




Dvostruka djelovanja nabla operatora

Koje od sljedeéih , stvari” su smislene: grad grad, grad div, grad
rot, div grad, div div, div rot, rot grad, rot div, rot rot?
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Dvostruka djelovanja nabla operatora

Koje od sljedeéih , stvari” su smislene: grad grad, grad div, grad
rot, div grad, div div, div rot, rot grad, rot div, rot rot?
@ Rotacija gradijenta skalarne funkcije triju varijabli je nul-polje:

V x (Vf) = rotgradf = (0,0, 0].

@ Divergencija rotacije vektorskog polja s tri varijable je
nul-funkcija:
V-(V x F)=divrotF =0

@ Divergancija gradijenta skalarne funkcije naziva se
Laplaceovim operatorom:

i

A(VF) = V2f = Z -
V- (Vf)=V i:18Xi2



Zadatak
DokaZzite da je f(x,y,z) = Asin(ax)sin(by)sin(cz) je

v2f(X,y,Z) = _(32 + b2 + Cz)f(X7Y72)a

svojstveni vektor Laplaceovog operatora. Kojoj svojstvenoj
vrijednosti odgovara?
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Je li F(x,y) = (x® — xy, y? — xy) gradijent neke skalarne funkcije?
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DokaZite da je f(x,y,z) = Asin(ax)sin(by)sin(cz) je

v2f(X,y,Z) = _(32 + b2 + Cz)f(X7Y72)a
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Zadatak

Je li F(x,y) = (x® — xy, y? — xy) gradijent neke skalarne funkcije?

Kad kaZemo da je vektorsko polje F konzervativno? F je
konzervativno vektorsko polje ako postoji skalarna funkcija f takva
da je F = Vf. Kako tad zovemo {7



Zadatak

DokaZite da ako je F konzervativno, onda ono zadovoljava Eulerov
uvjet, tj. onda mu je Jacobijeva matrica simetri¢na.




Zadatak

DokaZite da ako je F konzervativno, onda ono zadovoljava Eulerov
uvjet, tj. onda mu je Jacobijeva matrica simetri¢na.

Opcenito, ako F zadovoljava Eulerov uvjet ono ne mora biti
konzervativno, ali ¢e biti takov ako mu je domena primjerice oblika
(a, by x (c,d) x ... ili otvorena kugla.

Je li F(x,y) = (2x3y* + x,2x*y3 + y) konzervativno vektorsko
polje? Ako da, odredite mu potencijal!

Zadatak
Ako je F konzervativno vektorsko polje s tri varijable, sto je rot F?




