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Krivuljni integrali
Podrugje integriranja je krivulja (&ija slika je) unutar domene
podintegralne funkcije.

@ Krivuljni integrali skalarnih funkcija /f(x,y, ...)ds
v

@ Krivuljni integrali vektorskih polja

/F1(X,y,...)dx—|—F2(X,y,...)dy—|—...
gl
rad = integral sile duZ puta



Krivuljni integrali skalarnih funkcija

b
/ fds = / F((8) - I/ ()] de

Za funkcije dviju odnosno triju varijabli:

b
/fds ::/ f(x(t),y(t)) - \/X(t)?+ y'(t)? dt
% a

b
/fds ;:/ Fx(8), v (1), 2(8)) - /X ()2 + v/ (£ + 2(2)? dt

@ Linearni su.

@ lznos ne ovisi o orijentaciji krivulje.

o Integral po 1 U2 je zbroj integrala po 71 i 7».
@ Ako je v zatvorena, koristi se oznaka §.



Zadatak

Izradunajte §(x + y)ds po rubu AOAB, gdje je A= (1,0) i
B —(0,1).




Zadatak

Izradunajte §(x + y)ds po rubu AOAB, gdje je A= (1,0) i
B —(0,1).

Primjene krivuljnih integrala skalarnih funkcija ukljuuju raunanje
duljina krivulja, mase Zice iz gustoce, ...

/(V)ZLdS m:A,ods

Izralunajte duljinu grafa funkcije f : [0,1] — R, f(x) = 2x3/2,

Zadatak




Zadatak

Izradunajte §(x + y)ds po rubu AOAB, gdje je A= (1,0) i
B —(0,1).

Primjene krivuljnih integrala skalarnih funkcija ukljuuju raunanje
duljina krivulja, mase Zice iz gustoce, ...

/(V)ZLdS m:Apds

Zadatak
Izralunajte duljinu grafa funkcije f : [0,1] — R, f(x) = 2x3/2.

Zadatak

Izratunajte masu opruge oblika zavojnice (t) = (cos t,sint, t) (za
0 < t < 10m) ako je gustoca opruge na poziciji (x,y, z) jednaka
X+ y + zkg/m>.

™ = = =



Krivuljni integrali vektorskih polja

b
/ Fidxy +...+ F,dx, := / (F(y(t)),~'(t)) dt
Y a
Za funkcije dviju varijabli:
- b
/F-dF: / Fx dx+F, dy ::/ (FX(’y(t))x’(t) + Fy('y(t))y'(t)) dt
Y Y a
Osnovna svojstva su kao kod krivuljnih integrala skalarnih funkcija,

ali obrtanje orijentacije krivulje mijenja predznak krivuljnog
integrala vektorskog polja.

Zadatak

Izrakunajte fv(y —z)dx + (z — x)dy + (x — z) dz, gdje je v
zavojnica y(t) = (2cost,2sint,3t) za 0 < t < 27.




Osnovne primjene krivuljnih integrala vektorskih polja osim
rac¢unanja mehani¢kog rada uklju€uju raunanje promjena
vrijednosti svojstava termodinamickih sustava.

W—/dex—i—Fydy—i—... AY_/Fldx1+F2dx2—|—..,
Y Y

Koji rad izvrsi sila F(x,y) = % (—y,x) duZ gornje jedini¢ne
polukruZnice od (—1,0) do (1,0)?




Osnovne primjene krivuljnih integrala vektorskih polja osim
rac¢unanja mehani¢kog rada uklju€uju raunanje promjena
vrijednosti svojstava termodinamickih sustava.

W—/dex—i—Fydy—i—... AY_/Fldx1+F2dx2+...
Y Y

Koji rad izvrsi sila F(x,y) = % (—y,x) duZ gornje jedini¢ne
polukruZnice od (—1,0) do (1,0)?

Ako je termodinamicki sustav stalnog sastava, stanja su mu opisana
parovima (T, V). Promjena unutrasnje energije od pocetnog stanja

I = (To, Vo) do konaénog stanja F = (Ty, V1) tijekom procesa opisanog
krivuljom ~ racuna se kao

AU = /CvdT+7TTdV.



Krivuljni integrali konzervativnih vektorskih polja

Krivuljni integral konzervativnog vektorskog polja F = Vf ne ovisi
o krivulji v, nego samo o njezinoj poletnoj i konacnoj tocki A i B:

//?- d7 = f(B) — f(A)
.

DokaZite gornju formulu za vektorska polja dviju varijabli.
Objasnite zasto je gornje svojstvo ekvivalentno svojstvu da su
krivuljni integrali konzervativnih vektorskih polja po zatvorenim
krivuljama jednaki nuli.




Krivuljni integrali konzervativnih vektorskih polja

Krivuljni integral konzervativnog vektorskog polja F = Vf ne ovisi
o krivulji v, nego samo o njezinoj poletnoj i konacnoj tocki A i B:

//?- d7 = f(B) — f(A)
.

DokaZite gornju formulu za vektorska polja dviju varijabli.
Objasnite zasto je gornje svojstvo ekvivalentno svojstvu da su
krivuljni integrali konzervativnih vektorskih polja po zatvorenim
krivuljama jednaki nuli.

Za F = (Fo F) =V = (3£.90) je

[ Far= [ Saciar= [ (Suwn <+ et vo) e




Zbog lan&anog pravila to je jednako:

b d
| 36 de = £(8) - F(A)



Zbog lan&anog pravila to je jednako:

b d
| 36 de = £(8) - F(A)

Zadatak

Izracunajte rad izvrsen poljem sile
F(x,y,z) = N (2xze¥, x?ze¥ | x?€¥) du krivulje
v(t) = (t, t +sin(nt), t?), 0 < t < 1.




Zbog lan&anog pravila to je jednako:

b d
| 36 de = £(8) - F(A)

Zadatak

Izracunajte rad izvrsen poljem sile
F(x,y,z) = N (2xze¥, x?ze¥ | x?€¥) du krivulje
v(t) = (t, t +sin(nt), t?), 0 < t < 1.

2ze¥  2xze¥ 2xe¥

0(x.y,2) 2xe¥  x2eY 0

Dakle, I-:je konzervativno pa je:



W:/ﬁ-dF:/ F.dF
Y v

za bilo koju + koja ima isti potetak i kraj kao ~.



W:/ﬁ-dF:/ F.dF
Y v

za bilo koju + koja ima isti potetak i kraj kao ~y. Poletak od 7 je
7(0) = (0,0,0), a kraj je v(1) = (1,1,1). Uzmimo duZinu koja
spaja te dvije totke: ~/(t) = (t,t,t) za0 <t < 1.



W:/ﬁ-dF:/ F.dF
Y v

za bilo koju + koja ima isti potetak i kraj kao ~y. Poletak od 7 je
7(0) = (0,0,0), a kraj je v(1) = (1,1,1). Uzmimo duZinu koja
spaja te dvije totke: ~/(t) = (t,t,t) za0 <t < 1.

/

W:/ I-:-dF’:/2xzeydx+x2zeydy+x2eydz:
v v

1 1
:/ (2ttet—|—t2tet+t2et)dt:/ (Bt? 4+ tdefdt=...=el.
0 0



W:/ﬁ-dF:/ F.dF
Y v

za bilo koju + koja ima isti potetak i kraj kao ~y. Poletak od 7 je
7(0) = (0,0,0), a kraj je v(1) = (1,1,1). Uzmimo duZinu koja
spaja te dvije totke: ~/(t) = (t,t,t) za0 <t < 1.

/

W:/ I-:-dF’:/2xzeydx+x2zeydy+x2eydz:
v v

1 1
:/ (2ttet—|—t2tet+t2et)dt:/ (3t2 + t3)efdt = ... = el.
0 0
Pogledajmo podintegralni izraz u, npr.

/xydx+x2y2 dy
¥



Diferencijali

Diferencijal (s varijablama x, y, ...) je izraz oblika
w=Fcdx+F,dy+...

u kojem su Fy, F,, ...skalarne funkcije varijabli x, y, ...
Svako vektorsko polje odreduje jedan diferencijal i obrnuto:

F=(F.Fy,...)+s— w=Fddx+ F,dy+...

F(x,y) = (x+y,x* —y?) ¢— w = (x + y)dx + (x* — y?)dy




Diferencijali

Diferencijal (s varijablama x, y, ...) je izraz oblika
w=Fcdx+F,dy+...

u kojem su Fy, F,, ...skalarne funkcije varijabli x, y, ...
Svako vektorsko polje odreduje jedan diferencijal i obrnuto:

F=(F.Fy,...)+s— w=Fddx+ F,dy+...

F(x,y) = (x+y,x* —y?) ¢— w = (x + y)dx + (x* — y?)dy

Diferencijal w nazivamo egzaktnim diferencijalom ako je
odgovarajuce vektorsko polje F konzervativno (F = V). U tom
slu€aju kazemo da je w diferencijal skalarnog potencijala (skalarne
funkcije) f i pisemo w = df.



Zadatak

Izra&unajte diferencijal od f(x,y,z) = 2x — exp(y) In(2).




Zadatak

Izra&unajte diferencijal od f(x,y,z) = 2x — exp(y) In(2).

Vi(x,y,2) = (2,—exp(y) In(z), exp(y)/z) =

df = 2dx — exp(y) In(z) dy +eXpZ(Y)

Zadatak
Objasnite zasto vrijede formule

/df: f(B) — f(A), j[df:o.
.

.

Zadatak

Zapisite Eulerov uvjet egzaktnosti za diferencijale dviju i triju
varijabli.

™ = —_ - =



Ako i — . OM __ ON
je w = Mdx + Ndy egzaktan, onda je Dy = ox-



Ako je w = Mdx + Ndy egzaktan, onda je % =2 Ako je

w = Fydx + F,dy + F, dz egzaktan, onda je OF — 9y ;

Jdy — 0Ox
OF, __ OF, i oF, __ ﬂ
0z — Ox dy — 0z °




Ako je w = Mdx + Ndy egzaktan, onda je % =2 Ako je

w = Fedx + F, dy + F. dz egzaktan, onda je 3 = 0% |
OF _ 0F; ; 0F, _ 9Fy
0z ~—  Ox dy — 0z~

Sto je to dx, dy? To nije isto §to i Ax, Ay!




Ako je w = Mdx + Ndy egzaktan, onda je % =2 Ako je

w = Fydx + F,dy + F, dz egzaktan, onda je %’;X = %ixy i
OF _ OF; ; OF; _ OFy

vaz — Ox dy — 0z

Sto je to dx, dy? To nije isto §to i Ax, Ay!

dx; : R" = R, dx;(x1, x2

,...,Xn) = X; (linearan funkcional)

U kontekstu dviju varijabli x i y je dx(1,2) =1,
dx(Ax,Ay) = Ay.




Ako je w = Mdx + Ndy egzaktan, onda je % = N Ako je

Ox
w = Fydx + F,dy + F, dz egzaktan, onda je %’;X = %ixy i
OF _ OF; ; OF; _ OFy
vaz — Ox dy — 0z
Sto je to dx, dy? To nije isto §to i Ax, Ay!
dx; : R" = R, dx;(x1, x2

,...,Xn) = X; (linearan funkcional)

U kontekstu dviju varijabli x i y je dx(1,2) =1,
dx(Ax,Ay) = Ay.

w=(x+y)dx+ (x> - y?)dy =




Ako je w = Mdx + Ndy egzaktan, onda je % = N Ako je

Ox
w = Fydx + F,dy + F, dz egzaktan, onda je %’;X = %ixy i
OF _ OF; ; OF; _ OFy
vaz — Ox dy — 0z
Sto je to dx, dy? To nije isto §to i Ax, Ay!
dx; : R" = R, dx;(x1, x2

,...,Xn) = X; (linearan funkcional)

U kontekstu dviju varijabli x i y je dx(1,2) =1,
dx(Ax,Ay) = Ay.

w=(x+y)dx+ (x* — y?)dy = w(1,2) = 3dx — 3dy =




Ako je w = Mdx + Ndy egzaktan, onda je % = N Ako je

Ox
w = Fydx + F,dy + F, dz egzaktan, onda je %’;X = %ixy i
OF _ OF; ; OF; _ OFy
vaz — Ox dy — 0z
Sto je to dx, dy? To nije isto §to i Ax, Ay!
dx; : R" = R, dx;(x1, x2

,...,Xn) = X; (linearan funkcional)

U kontekstu dviju varijabli x i y je dx(1,2) =1,
dx(Ax,Ay) = Ay.

w=(x+y)dx+ (x* — y?)dy = w(1,2) = 3dx — 3dy =
w(1,2)(3,4) = 3dx(3,4) — 3dy(3,4) =3-3 -3 -4 = —3.

Dakle, diferencijali to¢kama iz R" pridruZuju linearne funkcionale
na R".



Egzaktne diferencijalne jednadzbe su obi¢ne diferencijalne
jednadzbe oblika

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

gdje je w = M(x,y)dx + N(x,y)dy egzaktan, tj. F = (M, N)
konzervativno. Ako postoji funkcija i jedne ili obiju varijabli x i y
tako da je - w egzaktan, kaZemo da je p Eulerov multiplikator
diferencijala w.



Egzaktne diferencijalne jednadzbe su obi¢ne diferencijalne
jednadzbe oblika

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

gdje je w = M(x,y)dx + N(x,y)dy egzaktan, tj. F = (M, N)
konzervativno. Ako postoji funkcija i jedne ili obiju varijabli x i y

tako da je - w egzaktan, kaZemo da je p Eulerov multiplikator
diferencijala w.

Zadatak

Rijesite diferencijalnu jednadZbu (x + y)dx + (x 4+ 2y)dy = 0.




Egzaktne diferencijalne jednadzbe su obi¢ne diferencijalne
jednadzbe oblika

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

gdje je w = M(x,y)dx + N(x,y)dy egzaktan, tj. F = (M, N)
konzervativno. Ako postoji funkcija i jedne ili obiju varijabli x i y

tako da je - w egzaktan, kaZemo da je p Eulerov multiplikator
diferencijala w.

Zadatak
Rijesite diferencijalnu jednadZbu (x + y)dx + (x 4+ 2y)dy = 0.
%";’ =1= %—’;’ = egzaktna ODJ;



Egzaktne diferencijalne jednadzbe su obi¢ne diferencijalne
jednadzbe oblika

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

gdje je w = M(x,y)dx + N(x,y)dy egzaktan, tj. F = (M, N)
konzervativno. Ako postoji funkcija i jedne ili obiju varijabli x i y

tako da je - w egzaktan, kaZemo da je p Eulerov multiplikator
diferencijala w.

Zadatak
Rijesite diferencijalnu jednadZbu (x + y)dx + (x 4+ 2y)dy = 0.
&) =1= gl = egzaktna ODJ; F = (M,N) = Vf =

g*er =
ox Y



Egzaktne diferencijalne jednadzbe su obi¢ne diferencijalne
jednadzbe oblika

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

gdje je w = M(x,y)dx + N(x,y)dy egzaktan, tj. F = (M, N)
konzervativno. Ako postoji funkcija i jedne ili obiju varijabli x i y

tako da je - w egzaktan, kaZemo da je p Eulerov multiplikator
diferencijala w.

Zadatak
Rijesite diferencijalnu jednadZbu (x + y)dx + (x 4+ 2y)dy = 0.
&) =1= gl = egzaktna ODJ; F = (M,N) = Vf =

2
% =x+y=f(xy)= %+Xy+C(y)



Egzaktne diferencijalne jednadzbe su obi¢ne diferencijalne
jednadzbe oblika

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

gdje je w = M(x,y)dx + N(x,y)dy egzaktan, tj. F = (M, N)
konzervativno. Ako postoji funkcija i jedne ili obiju varijabli x i y

tako da je - w egzaktan, kaZemo da je p Eulerov multiplikator
diferencijala w.

Zadatak
Rijesite diferencijalnu jednadZbu (x + y)dx + (x 4+ 2y)dy = 0.
&) =1= gl = egzaktna ODJ; F = (M,N) = Vf =

2

of
o~ X ty=fly)= %+Xy+C(y)

0
of , 9
:>a—y:x+C(y):x+2y:> Cy)=y"+G=

X2+ 2xy +2y% = c.



Ako je w egzaktan diferencijal i ako za neku velié¢inu Y vrijedi da
se duZ svake krivulje v mijenja za AY = fvw, kaZzemo da je Y
funkcija stanja (opisana diferencijalom w).



Ako je w egzaktan diferencijal i ako za neku velié¢inu Y vrijedi da
se duZ svake krivulje v mijenja za AY = fvw, kaZzemo da je Y
funkcija stanja (opisana diferencijalom w). Uotimo: Svaka
derivabilna skalarna funkcija poznate formule je funkcija stanja.



Ako je w egzaktan diferencijal i ako za neku velié¢inu Y vrijedi da
se duz svake krivulje v mijenja za AY = fvw, kaZzemo da je Y
funkcija stanja (opisana diferencijalom w). Uotimo: Svaka
derivabilna skalarna funkcija poznate formule je funkcija stanja.

Funkcije V i Z su funkcije stanja, a X i Y su definirane s:

0z oV
X(aw)u Y(az>w'

Koje su varijable funkcija X, Y, Z, V7




Ako je w egzaktan diferencijal i ako za neku velié¢inu Y vrijedi da
se duz svake krivulje v mijenja za AY = fvw, kaZzemo da je Y
funkcija stanja (opisana diferencijalom w). Uotimo: Svaka
derivabilna skalarna funkcija poznate formule je funkcija stanja.

Funkcije V i Z su funkcije stanja, a X i Y su definirane s:

0z oV
X = — Y = — .
(o), = (%),
Koje su varijable funkcija X, Y, Z, V? Od X i Z varijable su V i W, a
od V i Y varijable su Z i W.

Zapisimo diferencijal dV kao diferencijal njegovi varijabli, tako da
odgovarajuce koordinatne funkcije ovise samo o X i Y'!




Ako je w egzaktan diferencijal i ako za neku velié¢inu Y vrijedi da
se duz svake krivulje v mijenja za AY = fvw, kaZzemo da je Y
funkcija stanja (opisana diferencijalom w). Uotimo: Svaka
derivabilna skalarna funkcija poznate formule je funkcija stanja.

Funkcije V i Z su funkcije stanja, a X i Y su definirane s:

x=(92)  y_ (V)
ow ), 0Z )
Koje su varijable funkcija X, Y, Z, V? Od X i Z varijable su V i W, a
od V i Y varijable su Z i W.
Zapisimo diferencijal dV kao diferencijal njegovi varijabli, tako da
odgovarajuce koordinatne funkcije ovise samo o X i Y'!
Eulerovo cikli¢ko pravilo: (aaTvv)z (%—VZV) . (2—5) w="1=

av={2YY aw+ (Y} az=-xvaws+vaz
ow ), 0Z )




Nastavak primjera

Sto se moZe redi o ovisnosti X o W pri konstantnom V ako bismo znali
da je Z konveksna funkcija od W kad je V konstantan?




Nastavak primjera

Sto se moZe redi o ovisnosti X o W pri konstantnom V ako bismo znali
da je Z konveksna funkcija od W kad je V konstantan?

2
(gT)/(V)v = (ngz)v > 0 = raste!




Nastavak primjera

Sto se moZe redi o ovisnosti X o W pri konstantnom V ako bismo znali
da je Z konveksna funkcija od W kad je V konstantan?

(67X)v — (322)\/ > 0 = raste! DokaZimo jos:

ow ow?
PV PV
owaz (az2)w_0'




Nastavak primjera

Sto se moZe redi o ovisnosti X o W pri konstantnom V ako bismo znali
da je Z konveksna funkcija od W kad je V konstantan?

(gT)/(V)v = (g\jvzz)v > 0 = raste! DokaZimo jos:
0?v 0?v
—— + X | =— =0.
owoz * (322)W

PV (Y _[A(=XY)\ _
owoz ~\ow /), \ o9z ),




Nastavak primjera

Sto se moZe redi o ovisnosti X o W pri konstantnom V ako bismo znali
da je Z konveksna funkcija od W kad je V konstantan?

(g—ffv)v = (g\jvzz)v > 0 = raste! DokaZimo jos:
0?v 0?v
—— + X | =— =0.
owoz * (322)W

V(YN _(A=XY)Y Ly (OY .y (9X) _
owoz —\ow ), \" oz ), 0z ), 9z ),




Nastavak primjera

Sto se moze reci o ovisnosti X o W pri konstantnom V ako bismo znali

da je Z konveksna funkcija od W kad je V konstantan?
(g—ffv)v = (g\jvzz)v > 0 = raste! DokaZimo jos:

2V 2V

awaz*x'(ap)w_o'
PV (Y _ [9(=XY) _
owoz —\aw ),~ \" oz ),
BN (O VRN (10 4

- 0z2 ), oz ), \ow

PV o 8z
—‘X(ﬁ%‘y(a*w)v az) -

PV o1 &V
- (ﬁ%‘y (W)ﬁ‘x (a 2>W

X
VRS
Q| @

N NI

N———
<

|

~<
VS
Q|
N
N——
<

|




Primjene diferencijala u termodinamici

Termodinami&ki sustav: Q C R”

Stanje termodinamickog sustava: X € Q
Termodinami&ki proces: krivulja v u Q2

Svojstvo termodinamitkog sustava: Y : Q — R
obi¢no nije poznata eksplicitna formula, nego samo
diferencijal w takav da za sve procese vrijedi

AY:/w
v

Prvi i drugi glavni stavak termodinamike:
- 0
dU = 6w + 8g & dS = 7"

Volumni rad je definiran neegzaktnim diferencijalom
ow=—-pdV



Primjene diferencijala u termodinamici

Termodinami&ki sustav: Q C R”

Stanje termodinamickog sustava: X € Q
Termodinami&ki proces: krivulja v u Q2

Svojstvo termodinamitkog sustava: Y : Q — R
obi¢no nije poznata eksplicitna formula, nego samo
diferencijal w takav da za sve procese vrijedi

AY:/w
v

Prvi i drugi glavni stavak termodinamike:

- 0
dUzéw+5q&dS:<¥
Volumni rad je definiran neegzaktnim diferencijalom

ow=—-pdV

dU=6w+3dg=—pdV + TdS.

Koje su ovdje zavisne, a koje nezavisne varijable?



Zadatak

Akoje G:=H—-TS=U+pV — TS, argumentirajte zasto je G
funkcija stanja. Raspisite dG ako je dw = —pdV Koje su
nezavisne varijable od G 7?7 Koristeéi egzaktni diferencijal

dG =V dp—SdT i formulu H= G + T S dokaZite:
H=6-T(3§),i(5%9),=-(%) . Koliko za idealni plin

ienosi (39), — (29),,7




Zadatak

Akoje G:=H—-TS=U+pV — TS, argumentirajte zasto je G
funkcija stanja. Raspisite dG ako je dw = —pdV Koje su
nezavisne varijable od G 7?7 Koristeéi egzaktni diferencijal

dG =V dp—SdT i formulu H= G + T S dokaZite:

H=6-T(3§),i(5%9),=-(%) . Koliko za idealni plin

iznosi (g—?)v — ( )p?

Do

G
T

Q

dG =(—pdV + T dS)+pdV+Vdp—TdS —SdT =
=pdV -SdT; G=G(V,T)



Zadatak

Akoje G:=H—-TS=U+pV — TS, argumentirajte zasto je G
funkcija stanja. Raspisite dG ako je dw = —pdV Koje su
nezavisne varijable od G 7?7 Koristeéi egzaktni diferencijal

dG =V dp—SdT i formulu H= G + T S dokaZite:

H=6-T(3§),i(5%9),=-(%) . Koliko za idealni plin

iznosi (g—?)v — ( )p?

Do

G
T

Q

dG =(—pdV + T dS)+pdV+Vdp—TdS —SdT =
=pdV -SdT; G=G(V,T)

96 96
H=G+T —pdV-SdT = (22) dv+ (22 dT
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dG = pdV — SdT = egzaktan = zadovoljava

Eulerov uvjet =



dG = pdV — SdT = egzaktan = zadovoljava

Eulerov uvjet =H=G - T a—G :
oT o

Idealni plin: pV = nR T; lanano pravilo:

(o7), = (57), (7)1 (50), Go7), = (5r), "™



