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Dvostruki i trostruki integrali

@ Primjene: Ralunanje povrsina i volumena, prosjene

vrijednosti funkcije, vjerojatnost, ...
@ Fubinijev teorem

([ Fey)oxdy = /(/fxydy> /(/fxy )

[a,b] X [c,d]

Izralunajte fj x exp(xy) dx dy.
[-1,2]x[0,1]

Zadatak
DokazZite da je

[ Fe0el)h(z) dxdydz = (/b £(x) dx) - (/d g(y)dy)-(/pq h(z) dz) .

[a,6] % [c,d] X [p,q]
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@ Ako je podrugje integriranja A omedeno pravcima x = a,
x = b i grafovima funkcija y = fi(x) i y = f(x), onda je
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a ako je A omedeno pravcima y = ¢, y = d i grafovima
funkcija x = g1(y) i x = g2(y), onda je

d &(y)
[‘f f(x,y)dxdy = /C (/gl(y) f(x,y) dx) dy.

@ Dvostruki integral po skupu povrsine nula i trostruki integral
po skupu volumena nula iznosi nula—to je poopcenje kojeg
svojstva jednostrukih integrala?

@ Zamjena varijabli:
jf (x,y)dxdy = fj X'y

9(x,y)
X', y")
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Izra&unajte integral funkcije f(x,y) = exp(x/y) po dijelu ravnine
omedenom pravcima y = 2, y = x i grafom funkcije y = J/x.
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Izra&unajte integral funkcije f(x,y) = 2xy po kruZnom prstenu
izmedu kruZnica polumjera 2 i 4 sa sredistem u ishodistu.
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Krivulja

e Krivulja je slika neprekidne funkcije v : [a, b] — R". Kad
¢emo reéi da je krivulja u skupu D?

e Sto je to poletak krivulje? Kraj krivulje? Kad kaZemo da je
krivulja zatvorena?

e Kako se ratuna duljina krivulje? Sto je tangencijalni vektor
krivulje?

@ Za krivulje u trodimenzionalnom prostoru, kako se definira
normalna ravnina?

o Kako obrnuti orijentaciju krivulje 7

o Kako spajamo krivulje?

@ Koja je termodinamicka interpretacija krivulja?

Zadatak

Je li krivulja zadana s y(t) = (t, t?,t3), 0 < t < 1 zatvorena?
Obrnite joj orijentaciju i odredite tangencijalni vektor i normalnu
ravninu u tocki v(1/2).
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Zadatak

Izralunajte integral funkcije f(x,y) = 4x3ﬁl Ai(—2, —1) do
B = (1,2) koje su spojene unijom duZina AO i OB.

Zadatak

Izralunajte integral vektorskog polja
F(x,y,z) = (8x%yz,5z, —4xy) po krivulji v(t) = (t, t?, ),
0<t<1.

Zadatak

Izralunajte integral od Vf(x,y, z), gdjeje
f(x,y,z) = cos(mx) + sin(my) — xyz, po helikoidi
v(t) = (2cost,2sint,3t), -7 <t < 7.




