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Linearne diferencijalne jednadzbe 1. reda

Radioaktivni raspad/Svojstveni vektor operatora deriviranja:
N = —XN.
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Linearne diferencijalne jednadzbe 1. reda

Radioaktivni raspad/Svojstveni vektor operatora deriviranja:
N = —XN.

Linearna diferencijalna jednadZba prvog reda je diferencijalna
jednadZba koja se moZe zapisati u obliku

Y+ ao(t)y = £(t).

Ako je f(t) =0 za sve t, govorimo o homogenoj linearnoj
diferencijalnoj jednadzbi prvog reda i ona se lako rjeSava metodom
separacije varijabli.
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Linearne diferencijalne jednadzbe 1. reda

Radioaktivni raspad/Svojstveni vektor operatora deriviranja:
N = —XN.

Linearna diferencijalna jednadZba prvog reda je diferencijalna
jednadZba koja se moZe zapisati u obliku

Y+ ao(t)y = £(t).

Ako je f(t) =0 za sve t, govorimo o homogenoj linearnoj
diferencijalnoj jednadzbi prvog reda i ona se lako rjeSava metodom
separacije varijabli. U nehomogenom slucaju koristimo metodu
varijacije konstante: rijeS§imo pripadnu homogenu jednadZbu, a
zatim konstantu C opceg rjeSenja te jednadzbe proglasimo
funkcijom temeljne varijable t i takvo rjeSenje uvr§tavamo u
polaznu jednadzbu, &ime dobivamo izraz tipa C'(t) = ....
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Temperatura patke koja se pefe u pecnici opisana je diferencijalnom

jednadZbom oblika
d19 o q o
E:k(200 C—9) <+ kd = k-200°C

s pocetnim uvjetom ¥(0 min) = 2° C.
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Temperatura patke koja se pefe u pecnici opisana je diferencijalnom
jednadZbom oblika

jif = k(200°C — 9) < 9 + kv = k - 200°C

s pocetnim uvjetom ¥(0 min) = 2° C.

%}9 = —kdt = /n% = —kt + Co = Uy = C exp(—kt);
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Temperatura patke koja se pefe u pecnici opisana je diferencijalnom
jednadZbom oblika

jif = k(200°C — 9) < 9 + kv = k - 200°C

s pocetnim uvjetom ¥(0 min) = 2° C.

%}9 = —kdt = /n% = —kt + Co = Uy = C exp(—kt);

I(t) = C(t) exp(—kt) = 9 = C'(t) exp(—kt) — kC(t) exp(kt);
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Temperatura patke koja se pefe u pecnici opisana je diferencijalnom
jednadZbom oblika

jif = k(200°C — 9) < 9 + kv = k - 200°C

s pocetnim uvjetom ¥(0 min) = 2° C.

%}9 = —kdt = /n% = —kt + Co = Uy = C exp(—kt);

I(t) = C(t) exp(—kt) = 9 = C'(t) exp(—kt) — kC(t) exp(kt);
uvrstavanje u polaznu jednadZbu daje
C'(t) exp(—kt) — kC(t) exp(—kt) + k - C(t) exp(—kt) = k - 200°C,

C'(t) = k - 200°Cexp(kt) = C(t) = 200°Cexp(kt) + C; =
I(t) = (200°Cexp(kt) + C1) exp(—kt) = 200°C + C; exp(—kt).
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Primjer

Objekt mase m izbalen je iz helikoptera. Potrebno je odrediti
njegovu brzinu u proizvoljnom trenutku ako se pretpostavi da je u
svakom trenutku otpor zraka proporcionalan trenutnoj brzini.
Odgovarajuca diferencijalna jednadZzba je nehomogena linearna 1.
reda:

mv = mg — kv.

Primjer

RL-strujni krug s jednim otpornikom otpora R i jednom
zavojnicom induktiviteta L te baterije elektromotorne sile E opisan
Je (temeljem Kirchhoffovog zakona) nehomogenom linearnom
diferencijalnom jednadZbom 1. reda:

Li+RI=E.
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Zadatak

U cisternu obujma 1000 L izlijeva se vodena otopina neke tvari. Na
pocetku je u cisterni 800 L tekucine, od Cega je 20 g otopljene
tvari. Tekuéina s masenom koncentracijom spomenute tvari od 50
g/L ulijeva brzinom 3 L/h. Tekucina se iz cisterne izlijeva brzinom
2 L/h. Kad masa otopljene tvari u cisterni dosegne 5 kg, prekida
se dovod tekuéine. Kad ¢e se to dogoditi?

U ovakvim problemima podrazumijevamo da se u cisterni tekucina
dovoljno brzo mijesa da moZemo smatrati da je otopina potpuno
homogena.
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Zadatak

U cisternu obujma 1000 L izlijeva se vodena otopina neke tvari. Na
pocetku je u cisterni 800 L tekucine, od Cega je 20 g otopljene
tvari. Tekuéina s masenom koncentracijom spomenute tvari od 50
g/L ulijeva brzinom 3 L/h. Tekucina se iz cisterne izlijeva brzinom
2 L/h. Kad masa otopljene tvari u cisterni dosegne 5 kg, prekida
se dovod tekuéine. Kad ¢e se to dogoditi?

U ovakvim problemima podrazumijevamo da se u cisterni tekucina
dovoljno brzo mijesa da moZemo smatrati da je otopina potpuno
homogena.Opcenito, brzina promjene koli¢ine (mase, mnoZzine, .. .)
bit ¢e jednaka razlici brzina ulijevanja i izlijevanja. U nasem
sluéaju:

!/

’
m = mj, — Mgy

ol — A/ A I\
S druge strane: m, = V| vin, M, = Vo, Yout-
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Dakle, ()
L g L m(t
/
—3-.502 —p—-. /.
M= 30 TV
Kako u 1 satu u cisternu dodatno udu 3, a izadu 2 litre, slijedi da je
V(t)= Vo + 1% - t. Tako dobivamo diferencijalnu jednadzbu za m:

t)/h
’:1505_2.L
m h 800 + t/h

s poletnim uvjetom m(0) = 20 g. Imamo dakle jednadZbu tipa

V' F 00Xy = 0
Njeno je homogeno rjesenje yy = m, a za C se metodom
varijacije konstante dobije C = 50(800 + x) + ¢, dakle je
50g c
™) = 300+ e/n + G001 ¢/)
Pocetni uvjet povla&i ¢ = 15950 g. Izjednaavanjem m(t) s 5000 g
odredujemo trazeno vrijeme.
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Bernoullijeva diferencijalna jednadzba

y' +ao(t)y = f(t)y", n#0,1
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Bernoullijeva diferencijalna jednadzba

y' +ao(t)y = f(t)y", n#0,1

4y
t
Bernoullijeva se jednadzba rjeSava supstitutcijom

v(t) = y()'",

Y+ ==t y@2)=-1, t>0
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Bernoullijeva diferencijalna jednadzba

y' +ao(t)y = f(t)y", n#0,1

4y
t
Bernoullijeva se jednadzba rjeSava supstitutcijom

v(t) = y()'",

Y+ ==t y@2)=-1, t>0

V/

1—n

V= (1= )y = o+ a(t)v = F(t).

RijeSimo gornju jednadZbu!
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Linearne diferencijalne jednadzbe viseg reda

Definicija

Linearna diferencijalna jednadZba reda n je diferencijalna jednadzba
koja se moZe zapisati u obliku

Y 4 aa(t)y” + a(t)y’ + ao(t)y = f(t).

Ukoliko je f nulfunkcija govorimo o homogenoj linearnoj jednadzbi.
U slu¢aju nehomogene jednadZbe, jednadzbu koja se dobije
zamjenom f s nulfunkcijom zovemo pripadnom homogenom
Jjednadzbom.

Ako su sve funkcije ap—1, ..., ap konstantne, govorimo o linearnoj
diferencijalnoj jednadzbi s konstantnim koeficijentima (homogenoj
ili nehomogenoj).
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Primjer

Nelinearna DJ: y'y" =y

Nehomogena linearna DJ prvog reda: y' — ycost = 2
Nehomogene linearna DJ s konstantnim koeficijentima (LDJKK):
y/// . 3}// — et — ¢

Homogena linearna DJ: y" = y'sint — ty

Homogena linearna DJ s konstantnim koeficijentima (HLDJKK):
y'—5y=0
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Opce rjesenje svake linearne diferencijalne jednadzbe je zbroj opceg
rieSenja yy pripadne homogene jednadZbe i jednog partikularnog
rjesenja yp polazne jednadzbe (koje je nulfunkcija ako je polazna
JednadZba homogena): y = yy + yp.




Linearne diferencijalne jednadzbe
00000000800000000000000000

Teorem

Opce rjesenje svake linearne diferencijalne jednadzbe je zbroj opceg
rieSenja yy pripadne homogene jednadZbe i jednog partikularnog
rjesenja yp polazne jednadzbe (koje je nulfunkcija ako je polazna
JednadZba homogena): y = yy + yp.

Teorem

Skup svih rjeSenja homogene linearne diferencijalne jednadzbe
n-tog reda je n-dimenzionalni vektorski prostor, potprostor prostora
svih beskonac&no puta derivabilnih funkcija (zadanih na istom
otvorenom intervalu).
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Homogene LDJKK

Linearno nezavisan skup n rjeSenja (baza prostora rjedenja) HLDJ
zove se fundamentalnim skupom rjesenja.
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Homogene LDJKK

Linearno nezavisan skup n rjeSenja (baza prostora rjedenja) HLDJ
zove se fundamentalnim skupom rjesenja.

Linearna nezavisnost skupa funkcija provjerava pomocu
Wronskijana: Ako Wronskijan

fl(t) fn(t)
Wt 0O =] ) e
A ORI A0

nije nulfunkcija, funkcije f1, ..., f, su linearno nezavisne.
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Kako nadi fundamentalni skup rjesenja?

Y 4 4 ay” +ay +ay =0

Ako je {yi,...,yn} fundamentalni skup, opce rjedenje je
y=0Gn+...+ Gyn
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Kako nadi fundamentalni skup rjesenja?

Y 4 4 ay” +ay +ay =0

Ako je {yi,...,yn} fundamentalni skup, opce rjedenje je
y=0Gn+...+ Gyn
test-rieenje: y(t) = eM
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Kako nadi fundamentalni skup rjesenja?

Y 4 4 ay” +ay +ay =0

Ako je {yi,...,yn} fundamentalni skup, opce rjedenje je
y=0Gn+...+ Gyn
test-rieenje: y(t) = eM

N4 4+ aN+adt+a=0
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Kako nadi fundamentalni skup rjesenja?

Y 4 4 ay” +ay +ay =0

Ako je {yi,...,yn} fundamentalni skup, opce rjedenje je
y=0Gn+...+ Gyn
test-rieenje: y(t) = eM

N4 4+ aN+adt+a=0

karakteristi¢na jednadZba

Koliko najvie rje$enja moZze imati?
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Za razlitite A; funkcije y;(t) = exp(A;t) su linearno nezavisne.
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Za razlitite A; funkcije y;(t) = exp(A;t) su linearno nezavisne.
Za opce rjeSenje HLDJKK 2. reda mogu nastupiti tri sluéaja:

© Karakteristi¢na jednadzba ima dva razli¢ita realna rjeSenja \;
i Ao: y(t) = Cle)‘lt + CgeAzt
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Za razlitite A; funkcije y;(t) = exp(A;t) su linearno nezavisne.
Za opce rjeSenje HLDJKK 2. reda mogu nastupiti tri sluéaja:

o

Karakteristi¢na jednadzba ima dva razli¢ita realna rjeSenja \;
i Ao: y(t) = Cle)‘lt + CgeAzt

Karakteristi¢na jednadZzba ima jedno (dvostruko) realno
rjeSenje A: Pripadna rjeSenja diferencijalne jednadZbe su
linearno zavisna (degeneracija) pa nam treba jo% jedno, s e
linearno nezavisno, rjeSenje. Ono se dobiva poku3ajem s

test-funkcijom oblika y(t) = te’ i dobivamo
y(t) = Ciert + Gotert.

At
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© Karakteristi¢na jednadzba ima dva razli¢ita kompleksna
rjeSenja A1 o = o+ if3. UvrStavanje u formulu za opce rjeenje
y(t) = creMt + et daje:

y(t) = Cle)\lt + Cze)\zt _ eozt(cleiﬁt + Cze—iﬁt) _

= e™((c1 + c2) cos(Bt) + i(c1 — c)sin(Bt)) =
= (G cos(ft) + G sin(Bt)).
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© Karakteristi¢na jednadzba ima dva razli¢ita kompleksna
rjeSenja A1 o = o+ if3. UvrStavanje u formulu za opce rjeenje
y(t) = creMt + et daje:

y(t) = creMt + et = eo‘t(cle’ﬂt + cze_iﬁt) =
= e™((c1 + c2) cos(Bt) + i(c1 — c)sin(Bt)) =
= e(Cy cos(ft) + Casin(Bt)).

Ako nas zanimaju samo realne funkcije y, C; i C; moraju biti
realni, §to je moguée posti¢i pogodnim odabirom kompleksnih
konstanti ¢; i ¢ pa imamo

y(t) = e*(Cy cos(Bt) + Gy sin(Bt)).
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y'—4y' =5y =0 y(t) = G’ + Ge "
y'+4y +4y =0 y(t) = Ge * + Gre™*

1 39
2y" +y +5y=0 a:—47b=\/:

y(t) = e t/* <C1 cos (%?t) + Gosin (%?t)) ;
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Harmonijski oscilator

Harmonijski oscilator je fizi¢ki sustav koji se sastoji od tijela koje
periodi¢ki titra oko ravnoteznog poloZaja. Ekvivalentno, radi se o
tijelu koje oscilira oko ravnoteZnog poloZaja pod utjecajem sile koja
je po iznosu proporcionalna odmaku iz ravnoteZnog polozaja.
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Harmonijski oscilator

Harmonijski oscilator je fizi¢ki sustav koji se sastoji od tijela koje
periodi¢ki titra oko ravnoteznog poloZaja. Ekvivalentno, radi se o
tijelu koje oscilira oko ravnoteZnog poloZaja pod utjecajem sile koja
je po iznosu proporcionalna odmaku iz ravnoteZnog polozaja.
Jednodimenzionalni slu¢aj: za opis poloZaja tijela dovoljna je jedna
koordinata x ovisna o vremenu t. Kao ravnotezni poloZaj uzimamo
poziciju 0.
Po definiciji harmonijskog oscilatora, na tijelo (mase m) na poziciji
x(t) djeluje sila

F(t) = —kx(t),

gdje je k > 0 konstanta (za titranje na opruzi, to je konstanta
opruge, a gornji izraz je Hookeov zakon). Drugi Newtonov zakon
povladi:

mx = —kx = mx + kx = 0.



Linearne diferencijalne jednadzbe
000000000000000e0000000000

Karakteristi¢na jednadzba: mA\2 + k = 0.

Njena rjeSenja: A1 = j:i\/%.

Pozicija: x(t) = Ci cos(wt) + Cysin(wt) uz w = /k/m (kutna
frekvencija) odnosno x(t) = Acos(wt + d) (A je amplituda
gibanja, a § fazni pomak).
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Karakteristi¢na jednadzba: mA\2 + k = 0.

Njena rjeSenja: A1 = j:i,/%.

Pozicija: x(t) = Ci cos(wt) + Cysin(wt) uz w = /k/m (kutna
frekvencija) odnosno x(t) = Acos(wt + d) (A je amplituda
gibanja, a § fazni pomak).

Kako se ovdje radi o fizikalnom problemu, uobitajeno je zadavanje
poletnih uvjeta:

x(0s) = x9, x'(0s) = vp.

Deriviranjem x(t) dobivamo x'(t) = — Gwssin(wt) + Cow cos(wt)
pa uvrtavanje poetnih uvjeta daje C; = xp, Gow = vp. Stoga je
konaéno rjesenje

x(t) = xp cos(wt) + % sin(wt).

Zaklju¢ujemo: Ako na tijelo u svakoj poziciji djeluje samo sila
oblika F = —kx (s pozitivnom konstantom k), rezultat je
perioditko gibanje tijela, s temeljnim periodom w = \/k/m.
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Harmonijski oscilator s trenjem

Na tijelo uz silu —kx(t) djeluje i sila trenja —fx(t) (f > 0 je
konstanta trenja): F = —kx + fv, tj.

mi+fx+kx=0 m\N+fA\+k=0 A=f%—4mk

0 Za A >0 (4. £ >2vVmk) Mo = =Y <0 (jer je
—f —Vf2—dmk < —f + /2 —4mk < —f +Vf2=0) pa
x(t) = CeMt + GeMt — 0(t — o0)
o Za A =0, tj. f = 2v/mk dobivamo A = —5- < 0 i
x(t) = CeM + Gote* — 0(t — 00)

(za%to?).
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Harmonijski oscilator s trenjem

Na tijelo uz silu —kx(t) djeluje i sila trenja —fx(t) (f > 0 je
konstanta trenja): F = —kx + fv, tj.

mi+fx+kx=0 m\N+fA\+k=0 A=f%—4mk

0 Za A >0 (4. £ >2vVmk) Mo = =Y <0 (jer je
—f —Vf2—4dmk < —f + /2 —4mk < —f + V2 =0) pa
x(t) = CeMf + Ge™' — 0(t — o0)
o Za A =0, tj. f = 2v/mk dobivamo A = —5- < 0 i

x(t) = Cre* + Gote* — 0(t — 00)

(zasto?).
0 ZaA<O0,tj f<2Vmk, Mip=atif uza=—5<0i
B = YA paje

x(t) = e**(Cy cos(Bt) + Cysin(Bt)) — 0(t — )
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Digresija: Kvantnomehanicki harmonijski oscilator

Kvantna verzija kineti¢ke energije jednodimenzijskog gibanja je
h? d?
2m dx?’

i

a potencijalne energije V = V(x)-, gdje je je V(x) = gxz. Dakle,

. A 12 d? k
Ao = (F+ V)= S84 Ky,
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Digresija: Kvantnomehanicki harmonijski oscilator

Kvantna verzija kineti¢ke energije jednodimenzijskog gibanja je
h? d?
2m dx?’

i

a potencijalne energije V = V(x)-, gdje je je V(x) = gxz. Dakle,

gdje je 1» = ¥(x) i $to po Schrodingerovoj jednadZzbi mora biti
jednako E1p.
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Digresija: Kvantnomehanicki harmonijski oscilator

Kvantna verzija kineti¢ke energije jednodimenzijskog gibanja je
h? d?
2m dx?’

i

a potencijalne energije V = V(x)-, gdje je je V(x) = gxz. Dakle,

gdje je 1» = ¥(x) i $to po Schrodingerovoj jednadZzbi mora biti
jednako Ep. Dakle: Jednadzba kvantnomehanic¢kog
(jednodimenzionalnog) harmonijskog oscilatora je

h2 k
—%w” + <2x2 — E) Y =0.

Kakva je ova diferencijalna jednadZba? Zasto je teza za rijesiti od
jednadzbe klasi¢nog harmonijskog oscilatora?
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Jedno rjesenje SJ za kvantni HO je

voe) = exp (5 Vi ).

h v km.

Uvrstavanje tog rjeSenja natrag u jednadzbu = Eg = 5
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Jedno rjesenje SJ za kvantni HO je
1
Po(t) = exp (—2h\/ kmx2> :

Uvrstavanje tog rjeSenja natrag u jednadzbu = Ey = %\/ﬁ
Dakle, za svojstvenu vrijednost Ey = %\/ﬁ od A jedan
svojstveni vektor je 1p(x) = exp (—%sz).

Ovo je samo jedno od beskona¢no mnogo rjedenja (E,, ¢,

v =0,1,2,...): ovo je rjeSenje s najnizom moguéom energijom
(Eo se zove energija nulte totke).
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Op¢i klasi¢ni harmonijski oscilator

U slu€aju da na tijelo koje oscilira djeluje jo$ neka sila opisana
formulom f(t), drugi Newtonov zakon daje nehomogenu LDJ2KK:

mx(+fx) + kx = f(t).
U tom je sludaju pozicija opisana formulom
x() = xu(t) + xp(t),
gdje je xy opCe rjeSenje za harmonijski oscilator bez vanjske sile

(bez ili sa trenja), a xp je partikularno rje¥enje gornje jednadZbe.
Kako odrediti partikularno rjesenje?
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Primjer

Promotrimo strujni krug koji se sastoji od izvora napona E(t),
otpornika konstantnog otpora R, kondenzatora konstantnog
kapaciteta C, zavojnice konstantne induktivnosti L i sklopke koja
se zatvara u pocetnom trenutku (1(0s) =0 A).

Po definiciji je I(t) = %.
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Primjer

Promotrimo strujni krug koji se sastoji od izvora napona E(t),
otpornika konstantnog otpora R, kondenzatora konstantnog
kapaciteta C, zavojnice konstantne induktivnosti L i sklopke koja
se zatvara u pocetnom trenutku (1(0s) =0 A).

Po definiciji je I(t) = %.Prema Ohmovom zakonu, pad napona
na otporniku je U = Rl = Rdd—?.
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Primjer

Promotrimo strujni krug koji se sastoji od izvora napona E(t),
otpornika konstantnog otpora R, kondenzatora konstantnog
kapaciteta C, zavojnice konstantne induktivnosti L i sklopke koja
se zatvara u pocetnom trenutku (1(0s) =0 A).

Po definiciji je I(t) = %.Prema Ohmovom zakonu, pad napona
na otporniku je U = Rl = Rdd—?. Pad napona na zavojnici iznosi

I L‘f—g, a na kondenzatoru Q/C.
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Primjer

Promotrimo strujni krug koji se sastoji od izvora napona E(t),
otpornika konstantnog otpora R, kondenzatora konstantnog
kapaciteta C, zavojnice konstantne induktivnosti L i sklopke koja
se zatvara u pocetnom trenutku (I(0s) =0 A).

Po definiciji je I(t) = %.Prema Ohmovom zakonu, pad napona
na otporniku je U = Rl = Rdd—?. Pad napona na zavojnici iznosi
L% = L9Q 3 na kondenzatoru Q/C. Prema drugom

dt2 1
Kirchhoffovom zakonu stoga mora vrijediti

d?Q dQ 1
L— +R—+ —-Q = E(t
dt? * dt + C @ (1)
»harmonijski oscilator s vanjskom silom E, masom L, koeficijentom
trenja R i koeficijentom opruge 1/C"
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Metoda neodredenih koeficijenata

Ovisno o nehomogenom &lanu f(t) pretpostavimo oblik yp, koji
sadrzi jednu ili vise neodredenih konstanti. Te konstante
odredjemo tako da yp uvrstimo ga u jednadZbu.
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Metoda neodredenih koeficijenata

Ovisno o nehomogenom &lanu f(t) pretpostavimo oblik yp, koji
sadrzi jednu ili vise neodredenih konstanti. Te konstante
odredjemo tako da yp uvrstimo ga u jednadZbu.
Ova metoda je primjenjiva ako je f(t) umnozak

@ polinoma (konstantna funkcija je polinom stupnja 0)
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Metoda neodredenih koeficijenata

Ovisno o nehomogenom &lanu f(t) pretpostavimo oblik yp, koji
sadrzi jednu ili vise neodredenih konstanti. Te konstante
odredjemo tako da yp uvrstimo ga u jednadZbu.
Ova metoda je primjenjiva ako je f(t) umnozak

@ polinoma (konstantna funkcija je polinom stupnja 0) i/ili

e eksponencijalne funkcije exp(at) = a* (dakle, & =In a)
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Metoda neodredenih koeficijenata

Ovisno o nehomogenom &lanu f(t) pretpostavimo oblik yp, koji
sadrzi jednu ili vise neodredenih konstanti. Te konstante
odredjemo tako da yp uvrstimo ga u jednadZbu.
Ova metoda je primjenjiva ako je f(t) umnozak

@ polinoma (konstantna funkcija je polinom stupnja 0) i/ili

e eksponencijalne funkcije exp(at) = a* (dakle, & = Ina) i/ili

@ linearne kombinacije sinusa i kosinusa od (5t

(c cos(Bt) + dsin(Bt), pri ¢emu c ili d moZe biti 0.
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Metoda neodredenih koeficijenata

Ovisno o nehomogenom &lanu f(t) pretpostavimo oblik yp, koji
sadrzi jednu ili vise neodredenih konstanti. Te konstante
odredjemo tako da yp uvrstimo ga u jednadZbu.
Ova metoda je primjenjiva ako je f(t) umnozak

@ polinoma (konstantna funkcija je polinom stupnja 0) i/ili

e eksponencijalne funkcije exp(at) = a* (dakle, & = Ina) i/ili

@ linearne kombinacije sinusa i kosinusa od (5t

(c cos(Bt) + dsin(Bt), pri ¢emu c ili d moZe biti 0.

Tada se za yp pretpostavlja isti oblik kakav ima f(t), s tim da se
svi konkretni koeficijenti polinoma, te ¢ i d zamijene neodredenim
koeficijentima.
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f(t) =6-3"-cos(2t) = yp(t) = A- 3" - (Bcos(2t) + Csin(2t))
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f(t) =6-3"-cos(2t) = yp(t) = A- 3" - (Bcos(2t) + Csin(2t))

f(t) = t?e = yp(t) = (At> + Bt + C)e !
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f(t) =6-3"-cos(2t) = yp(t) = A- 3" - (Bcos(2t) + Csin(2t))

f(t) = t?e = yp(t) = (At> + Bt + C)e !

MoZe se dogoditi da se iz gornje pretpostavke ne mogu odrediti
trazeni koeficijenti. To e se dogoditi ako je yp vel ukljuéen u yy
(tj. ako je pretpostavljeni oblik yp partikularno rje¥enje pripadne
homogene jednadzbe). Tada se pretpostavljeni yp prije
izratunavanja koeficijenata mnoZi s najmanjom moguéom
potencijom nezavisne varijable t tako da dobijemo yp koji nije
ukljuéen u yy.

y" — 6y’ + 9y = exp(3t)
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Metoda funkcionira i ako je f(t) zbroj vise &lanova opisanog
oblika: f(t) = fi(t) + f2(t) +.... Tada se tom metodom odredi po
jedan yp ; za svaki f;, a ukupni yp je zbroj dobivenih yp ;-ova.

y" =4y’ —12y = 8e% +216t> N —4X—12=0
yH(t) = Cre 2t + Gre®;
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Metoda funkcionira i ako je f(t) zbroj vise &lanova opisanog
oblika: f(t) = fi(t) + f2(t) +.... Tada se tom metodom odredi po
jedan yp ; za svaki f;, a ukupni yp je zbroj dobivenih yp ;-ova.

y" =4y’ —12y = 8e% +216t> N —4X—12=0
yH(t) = Cre 2t + Gre®;

yp1=Ae® = yp1 = Ate® = yp1 = te®;
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Metoda funkcionira i ako je f(t) zbroj vise &lanova opisanog
oblika: f(t) = fi(t) + f2(t) +.... Tada se tom metodom odredi po
jedan yp ; za svaki f;, a ukupni yp je zbroj dobivenih yp ;-ova.

y" =4y’ —12y = 8e% +216t> N —4X—12=0
yH(t) = Cre 2t + Gre®;

yp1=Ae® = yp1 = Ate® = yp1 = te®;

ypo=At? + Bt + C = ypo = —18t> + 12t — 7;
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Metoda funkcionira i ako je f(t) zbroj vise &lanova opisanog
oblika: f(t) = fi(t) + f2(t) +.... Tada se tom metodom odredi po
jedan yp ; za svaki f;, a ukupni yp je zbroj dobivenih yp ;-ova.

y" =4y’ —12y = 8e% +216t> N —4X—12=0
yH(t) = Cre 2t + Gre®;

yp1 = Ae® = yp1 = Ate® = yp; = te®;
ypo=At? + Bt + C = ypo = —18t> + 12t — 7;

y = Cre 2t + Cre% + te® — 1812 + 12t — 7.
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Metoda varijacije konstanti

© Za konstante u yy se pretpostavi da ovise o t i tako
modificirani yy se natrag u polaznu jednadzbu,
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Metoda varijacije konstanti

© Za konstante u yy se pretpostavi da ovise o t i tako
modificirani yy se natrag u polaznu jednadZbu, no to rezultira
prekompliciranim uvjetom.
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Metoda varijacije konstanti

© Za konstante u yy se pretpostavi da ovise o t i tako
modificirani yy se natrag u polaznu jednadZbu, no to rezultira
prekompliciranim uvjetom.

@ Kako nam odgovaraju bilo koje funkcije C; i G, (nije potrebno
odrediti sve moguce), uvodimo uvjet:

Ciy1 + Gy» = 0.
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Metoda varijacije konstanti

© Za konstante u yy se pretpostavi da ovise o t i tako
modificirani yy se natrag u polaznu jednadZbu, no to rezultira
prekompliciranim uvjetom.

@ Kako nam odgovaraju bilo koje funkcije C; i G, (nije potrebno
odrediti sve moguce), uvodimo uvjet:

Ciy1 + Gy» = 0.

@ Time se rezultat uvritavanja y(t) = Gi(t)y1(t) + Ga(y)ya(t)
uy” + a1y’ + agy = f skracuje na

Civi+ Gy, =f.

© Dakle, dobili smo 2 x 2-sustav za Cj i C} iz kog moZemo
odrediti C; i C}, pa onda integriranjem i C1 i G,.
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Sustav Ciy1 + Chy» =0, Ciy; + Coys = f naelno moZemo
rjeSavati bilo kojom metodom, ali posebno zgodna je ovdje
primjena Cramerovog pravila:

yi y2
D= = W(y1, y»),
o ‘ b1,2)
—f f

Wi y2) 2 Wiy
y'+y=tgt=y(t) = C(t)sint + C(t)cost;
Ci(t)sint + Cy(t)cost = 0, C{(t)cost — C(t)sint = tg t.
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Sustav Ciy1 + Chy» =0, Ciy; + Coys = f naelno moZemo
rjeSavati bilo kojom metodom, ali posebno zgodna je ovdje
primjena Cramerovog pravila:

yi y2
D= = W(y1, y»),
o ‘ b1,2)
—f f

Wi y2) 2 Wiy
y'+y=tgt=y(t) = C(t)sint + C(t)cost;
Ci(t)sint + Cy(t)cost = 0, C{(t)cost — C(t)sint = tg t.

2 2 , . 0 sint
W(y1,y2) = —sin“(t) — cos“(t) = —1; ¢ =sint; G = —

cost

Gi(t) = —cost+ci, Co(t) =sint—In

t T
g (5+7)|+e
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Sustavi diferencijalnih jednadzbi

Sustavi obi¢nih diferencijalnih jednadZbi sastoje se od viSe obi¢nih
diferencijalnih jednadzbi koje opisuju vezu izmedu vise nepoznatih
funkcija iste nezavisne varijable t i njihovih derivacija.

|
1

Epidemioloki SIR-model

S(usceptible)-I(nfectious)-R(emoved): S — | — R
Inficiranje ovisi o kontaktu Si l: S = —\IS;
Brzina oporavka je razmjerna I: R = ~I;
I+S+R—O:>/—)\IS ~l.

= \/~y=stopa oporavka/stopa zarazavanja. Ako uklju€ujemo i
radanja, dodajemo odgovarajuéi ¢lan u prvu jednadZbu, a ako
uklju€¢ujemo stopu smrtnosti d, u sve tri jednadzbe dodaju se
¢lanovi —d-funkcija.
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Ukupna kemijska promjena je rezultat osnovnih koraka na molekulskoj
razini (elementarni procesi):

Elementarni proces | Zakon brzine
A—> P v = k[A]
2A— P v = k[A]
A+B— P v = k[A][B]
2A+B— P

Mehanizam usporednih reakcija
B

A < vi = k{l)[A], vy = k{z)[A], v=vi+w
C

diA] _
<=

(kY + K2)A].
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Mehanizam predravnoteze

A+B=—=C—D

Radi se o tri elementarna procesa A+ B —— C,C — A+ Bi
C —— D, za koje koeficijente brzina ozna€imo redom s ki, k_1 i
ky. Pripadni sustav diferencijalnih jednadzbi je

a6 o] _
“p = hlAlB] — k0]~ klC], S = klC]
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Mehanizam predravnoteze

A+B=—=C—D

Radi se o tri elementarna procesa A+ B —— C,C — A+ Bi
C —— D, za koje koeficijente brzina ozna€imo redom s ki, k_1 i
ky. Pripadni sustav diferencijalnih jednadzbi je

_d[A] d[B] _
= ka[A][B] - k1[C],  —= = k[A]B] - k- [C],
d[Cq] _ db] _
i ki[A][B] — k-1[C] — k2[C], ar ko[C].
Gornje diferencijalne jednadZbe se pOJednostavauju ako uzmemo

pretpostavku ustaljenog stanja, tj. % =0Ms1: iz prve

dobijemo [C] = k_1+k2 [A][B] 3to uvrdteno u drugu jednadzbu daje

d[D] _ kiko
dt k 1+ ko

[Al[B].
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Sustavi linearnih diferencijalnih jednadzbi

Pogledajmo
y" + a1y’ + a0y = 0.

Uvedimo novu nepoznatu funkciju z definiranu sa y’ = z. Npr. ako
je y put, z je brzina.
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Sustavi linearnih diferencijalnih jednadzbi

Pogledajmo
y" + a1y’ + a0y = 0.

Uvedimo novu nepoznatu funkciju z definiranu sa y’ = z. Npr. ako
je y put, z je brzina. Tada je
Z =y" = —a1y’ — agy = —a1z — agy, tj. dobili smo sustav

y=0-y+1-z

Z/ = —aoy — ai<l.
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Sustavi linearnih diferencijalnih jednadzbi

Pogledajmo
y" + a1y’ + a0y = 0.
Uvedimo novu nepoznatu funkciju z definiranu sa y’ = z. Npr. ako
je y put, z je brzina. Tada je
Z =y" = —a1y’ — agy = —a1z — agy, tj. dobili smo sustav

y=0-y+1-z

Z/ = —aoy — ai<l.

Krace:
Y =AY

Pritom je Y:(y,z)t,aA:< 0 1 >
—dp —ai
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Analogno je svaka linearna diferencijalna jednadzba reda n za y
ekvivalentna sustavu s n linearnih diferencijalnih jednadZzbi reda 1

(pojednazay, y/, ..., y" ).
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Analogno je svaka linearna diferencijalna jednadzba reda n za y
ekvivalentna sustavu s n linearnih diferencijalnih jednadZzbi reda 1
(pojednazay, y/, ..., y" ).

Sustav linearnih diferencijalnih jednadZbi 1. reda (s nepoznatim

funkcijama y1, ..., yn) je sustav oblika
Y =AY +B,
yé n by(t)
vi=| 2 v=| " | 8= bzz(t) A= (a(t)); -
v o bi(1)

Sustav je s konstantnim koeficijentima ako su sve aj; konstantne,
tj. ako je A € M,, a homogen je ako je B = 0,1 nulmatrica.
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Sustav linearnih diferencijalnih jednadzbi prvog reda s konstantnim
koeficijentima je primjerice

y'=2y—z+e,

Z=—-y+3z-t
Deriviranje prve jednadZbe daje

y' =2y -2 + et

Uvrstimo li tu na desnu stranu Z' iz polazne druge jednadzbe i z
izraZen iz polazne prve dobijemo

y" =5y + 6y +t — 2e".

Odredimo li njeno rjeSenje y, funkciju z moZemo dobiti iz druge
diferencijalne jednadZbe polaznog sustava.
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U primjeru s HLDJKK2, karakteristi¢na jednadzba matrice A je

(=M\)(—a1 — M)+ ao :0@)\2+al/\+30 =0.
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U primjeru s HLDJKK2, karakteristi¢na jednadzba matrice A je

(=M\)(—a1 — M)+ ao :0@)\2+al/\+ao =0.

Teorem

Svaka homogena linearna diferencijalna jednadZba reda n
ekvivalentna je homogenom sustavu linearnih diferencijalnih
Jjednadzbi 1. reda, koji se u matricnom obliku moZe zapisati kao

Y’ = AY, gdje je Y matrica-stupac koja sadrZi nepoznate funkcije
sustava, tj. izvornu nepoznatu funkciju y i redom njezine derivacije
do reda n—1.

Pritom je karakteristi¢na jednadZba polazne homogene linearne
diferencijalne jednadZbe reda n to¢no jednaka karakteristi¢noj
JjednadZzbi matrice A, dakle su njezina rjeSenja svojstvene
vrijednosti od A.
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Skup svih rjeSenja Y homogenog sustava Y' = AY linearnih
diferencijalnih jednadZbi prvog reda je vektorski prostor, tj. zbroj
dva rjesSenja je rjesenje istog sustava i skalar puta rjesenje je
rjeSenje istog sustava. Dimenzija tog vektorskog prostora je n.
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Skup svih rjeSenja Y homogenog sustava Y' = AY linearnih
diferencijalnih jednadZbi prvog reda je vektorski prostor, tj. zbroj
dva rjesSenja je rjesenje istog sustava i skalar puta rjesenje je
rjeSenje istog sustava. Dimenzija tog vektorskog prostora je n.

Dakle, potrebno je naéi n linearno nezavisnih rjeSenja sustava
(bazu prostora), a opée rjeenje je njihova linearna kombinacija. Za
nehomogene sustave vrijedi kao i ranije:

Opce rjesenje nehomogenog sustava Y' = AY + B je zbroj opceg
rjesenja pripadnog homogenog sustava Y' = AY i jednog
partikularnog rjesenja.
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Rjesavanje homogenih sustava s konstantnim
koeficijentima

Pretpostavimo li da je rjeSenje oblika

(V1 ¥n) = € (Y10, - - Yno);
gdje su y;o i A konstante, dobijemo
V15 vn) = A1, ¥n)
pa iz Y/ = AY dobivamo da X i Yy moraju biti takvi da vrijedi
AYy = AYo.
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Rjesavanje homogenih sustava s konstantnim
koeficijentima

Pretpostavimo li da je rjeSenje oblika

(V1 ¥n) = € (Y10, - - Yno);
gdje su y;o i A konstante, dobijemo
V15 vn) = A1, ¥n)
pa iz Y/ = AY dobivamo da X i Yy moraju biti takvi da vrijedi
AYy = AYo.

Za skup od n linearno nezavisnih svojstvenih vektora Yp1,..., Yo.n
opce rjeSenje naseg sustava je dano s

Y = CleAItYle + ...+ C,,e)‘”tYo,,,.
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Zadan je sustav
y' =3y +2z,

Z =4y +z

-(31)

Cije svojstvene vrijednosti su A1 =5 i \p = —1.

Pripadna matrica A je




Sustavi diferencijalnih jednadZzbi
000000000800

Primjer

Zadan je sustav

y' =3y + 2z,
Z =4y +z
Pripadna matrica A je
3 2
A= 1)
Cije svojstvene vrijednosti su A1 =5 i \p = —1.

Svojstvene vektore za A1 dobivamo rjeSavanjem sustava
(A—=5NX =0: (x1,x) = (t, t) = t(1,1), t € R. Odgovarajuci
svojstveni vektor je stoga npr. Yo 1 = (1,1)". Sli¢no, svojstvene
vektore za Ay dobivamo iz sustava (A+ )X = 0:

(X1,X2) = (t, —2t) = t(l, —2), Yo’z = (]., —2)t.
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Rjesenje polaznog sustava diferencijalnih jednadzbi je

Y = Cle)\ltYOJ + C2e>\2tY072 =

_ o5 1 e 1
ao(}) ()

odnosno y(t) = Cie® + Ge™t, z(t) = G e — 2Ce L.
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Rjesenje polaznog sustava diferencijalnih jednadzbi je

Y = Cle>‘1tY071 + C2e>\2tY072 =

_ o5 1 e 1
ao(}) ()

odnosno y(t) = Cie® + Ge™t, z(t) = C1e% — 2Goet

Primjer

Promotrimo mehanizam A —— B —— C, uz pretpostavku da su
pocetne koncentracije od B i C 0. TraZi se vremenska ovisnost
produkta C.

Odgovarajuci sustav DJ je

A — _ky[A],
dB] — 4 [A] — ko[B] + k5[], -
m = ky[B] — k_[C]
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Odgovarajué¢a matrica je

—ky 0 0
A= ki —ko koo
0 ko —ko
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Odgovarajué¢a matrica je

—ky 0 0
A= ki —ko koo
0 ko —ko

Svojstvene vrijednosti od A su 0, —ky i —ko — k_».
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Odgovarajué¢a matrica je

—ky 0 0
A= ki —ko koo
0 ko —ko

Svojstvene vrijednosti od A su 0, —k; i —kpo — k_».Pripadni
svojstveni vektori su Yo 1 = (0, k2, k2)°,
Yoo = (ki — ko — ko, —ki + ko, ko)t i Yo 3 =(0,1,—1)%.



Sustavi diferencijalnih jednadZzbi
00000000000e

Odgovarajué¢a matrica je

—ky 0 0
A= ki —ko koo
0 ko —ko

Svojstvene vrijednosti od A su 0, —k; i —kpo — k_».Pripadni
svojstveni vektori su Yo 1 = (0, k2, k2)°,

Y072 = (kl — k2 — k_2, —kl + k_2, kz)t i Y073 = (0, ]_, —1)t.Ukupno
rjeSenje sustava je stoga

A 0 ki — ko — k-2
B =G k_o +C2€_k1t —k1 + koo +C3e—(k2+k72)t
C k2 k2
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Odgovarajué¢a matrica je

—ky 0 0
A= ki —ko koo
0 ko —ko

Svojstvene vrijednosti od A su 0, —k; i —kpo — k_».Pripadni
svojstveni vektori su Yo 1 = (0, k2, k2)°,

Y072 = (kl — k2 — k_2, —kl + k_2, kz)t i Y073 = (0, ]_, —1)t.Ukupno
rjeSenje sustava je stoga

A 0 ki — ko — k-2
B =G k_o +C2€_k1t —k1 + koo +C3e—(k2+k72)t
C k2 k2

Iz poletnih uvjeta dobivamo:

Al Al

_ oo [Aloki ko
LT ot kS 3

Tk —ky— kg (ki — ko — ko) (ko + k_2)
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