Matrice i vektorski prostori

Vjezbe 2 - 14.3.2025.



Matrice



Definicija

(Realna) matrica tipa (dimenzije) m x n je

alil aio coa dln
ani ao ... asn

A= . . .| = [ay]
dml dm2 --.- dmn

gdjejeajc Rzasveie {1,...,m}ije {1,...,n}.

Skup svih realnih matrica tipa m x n oznacavamo sa M, ,(R).

(Ako je m = n, pisemo samo M,(R) umjesto M, »(R))



Primjeri

1. Nulmatrica tipa m X n

2. Jediniéna matrica tipa m x m



Primjeri

3. Ae Mg’g(R), ajj = I—|—_j

4. Ae M1’4(R), ajj = (_j— i)2



Zbrajanje matrica
Matrice se mogu zbrajati ako su istog tipa. To se radi tako da se
zbrajaju elementi na istim pozicijama:
[ay] + [byj] = [ajj + bij].
Rezultat zbrajanja matrica tipa m X n je matrica istog tipa.

Primjer.

@ A+B=B+A @ (A+B)+C=A+(B+ Q)
@A-l—Om’n:A @A+(—A):Om,n




MnozZenje matrica skalarom

Svaka matrica moze se mnoziti brojem (skalarom). To se radi tako
da se svaki njen element pomnozi tim brojem:

afaj] = [aay].
Mnozenje matrice skalarom ne mijenja tip matrice.

Primjer.




Zadatak 1. IzraCunajte:

1 2 01 1 2
123(3 4>+<0 O>—122<3 4>.



Transponiranje matrice

Definicija
Transponirana matrica matrice A = [a;] € M, 5(R) je matrica
At € M, m(R) koja na porziciji (i, j) ima element aj;.

t
Drugim rijeCima, transponiranje matrice
je "zrcaljenje oko glavne dijagonale”. -

Transponiranjem matrice njeni stupci prelaze u retke i obratno.

Primjer.



Zadatak 2. IzraCunajte:

o)



Simetriche matrice

Definicija

Matricu A zovemo simetriénom ako je ona jednaka svojoj
transponiranoj matrici Al tj. ako je ajj = ajjzasve i, .
Svaka simetri¢na matrica je kvadratna.

Primjer.



Antisimetricne matrice

Definicija
Matricu A zovemo antisimetriénom ako je A' = —A, tj. ako je
ajj = —ajjzasve I, j.

Svaka antisimetricna matrica je kvadratna i ima nule na glavnoj
dijagonali.

Primjer.



Zadatak 3. Koje od sljedec¢ih matrica su simetricne, a koje
antisimetricne?

3 0 -1 2
_ 2 .
Al_( ) A2_<1 0 6>

As= | -2 _(2) NG A4:<Siﬂ(ﬂ) COS(W))

cos(2m) sin(2m)

[T Y
—_



Vektorski prostori



Vektorski prostori

Definicija
(Realan) vektorski prostor je skup V na kojem su zadane operacije
zbrajanja i mnozenja skalarom a € R sa sljedecim svojstvima:
® (v+w)+u=v+ (w+ u),zasve v,w,u € V.
® Postoji nulvektor 0, € Vtakavdaje v+ 0y = vzasveve V.
® Zasvaki v € Vpostoji —v € Vitakavdaje v+ (—v) = 0y;
® v+w=w+vzasvev,we V.
®1l-v=vzasveve V
® (af)v=a(fv)zasve o, €Rive V.
@ alv+w) =av+awzasvea € Riv,we V:

(a+ B)v=av+ pwzasve o, € Rive V.



Primjeri

V2, V3 V2(0), V3(0)
Uz standardne operacije zbrajanja vV + Wi mnozenja skalarom oV te

nulvektor 0

M n(R) - skup svih matrica tipa m x n's realnim
koeficijentima
Uz operacije zbrajanja matrica i mnozenja skalarom matrica skalarom;

nulvektor je nulmatrica dimenzije m X n

. Skup realnih brojeva R

Uz standardno zbrajanje i mnozenje; nulvektor je broj 0

. Skup kompleksnih brojeva C
Sliéno kao R



Primjeri

4. Zasvaki n € N, skup svih uredenih n-torki relanih brojeva
R" = {(x1,x2,...,Xn) : X1, X2,...,Xn € R}
je realan vektorski prostor s operacijama
(X1,%2, -5 Xn) + (Y1, Y25 ¥n) = (Y1, + Y, oo X0 + V)
i alx,xa,. .., %) = (axy, axa, ..., ax,)

Nulvektor je Ogn = (0,0,...,0)
~————

n



Primjeri

. Skup svih polinoma s realnim koeficijentima, s operacijama

@ npr.(3x+5) + (X* —x+1) =x" +2x+6
() npr.3(3x+5) =x+ 3

Pripadni nulvektor je nulpolinom p(x) = 0, za svaki x € R.

. Skup svih funkcija f: R — R s operacijama

@D (F+8)(0) = fix) + &(x)
O (N9 = af(x)

Pripadni nulvektor je funkcija f{x) = 0, za svaki x € R.

. Nulprostor {0} s operacijama

® 0+0=0
() a-0=0zasvakia € R



Linearna kombinacija

Definicija
Neka je Vrealan vektorski prostor. Za a, ..., a, € Ri
Vi,...,Vp €V, izraz
arvi+ ...+ apvy
zove se linearna kombinacija vektora vq, . . ., v, s koeficijentima

x1,...,0,



Primjeri

. Jedna linearna kombinacija vektora vy = (1,2,3,4) i
vo = (0,1,0,—1) izR%je

. Polinom je linearna kombinacija polinoma x* + 3 i
2x s koeficijentima 2 i %



Primjeri

3. Vektor je linearna kombinacija vektora i = [1, 0] i
w = [1, 2] s koeficijentima 2i 1




Linearna nezavisnost

Definicija
Neka je V/ vektorski prostor. Skup {v1,...,v,} C Vje linearno
nezavisan ako je jedino rjeSenje jednadzbe
aivi+ ...+ apv, =0y
dano sa
a1 =...=a,=0.

Ako skup vektora nije linearno nezavisan, kazemo da je linearno
zavisan.



Zadatak 4. Odredite jesu li sljedeci skupovi vektora linearno
nezavisni:

(a) {(1,1),(4,5)}

(b) {(1,3),(4,5),(0,6)}



Zadatak 4. Odredite jesu li sljedeéi skupovi vektora linearno
nezavisni:

(c) {(1,2,3),(1,3,0),(1,1,6)}

(d) {(1,v2,1),(1,1,7),(0,0,0)}



Napomene

e U vektorskom prostoru V3 vrijedi:
o {vi, w3} jelinearno zavisan <= vi||v;
Vi, vaiv3lezeu

o {vi, v, v3}jelinearno zavisan <= isto] ravnini

e Za podskup S vektorskog prostora V vrijedi:

SC Vie neki vektor v € Sje linearna
linearno zavisan kombinacija preostalih vektora iz S



Rang matrice

Definicija
Ako retke matrice (ili njene stupce) shvatimo kao vektore, rang

matrice je broj linearno nezavisnih redaka (odnosno stupaca) te
matrice.

Rang matrice A ozna¢avamo sa r(A).

Rang matrice se ne mijenja primjenom elementarnih transformacija
na retke i stupce te matrice.




Vrijedi:

x 0 0O ... 0
0 = 0O ... 0

. =r
0 0 * 0

broj elemenata razli¢itih od 0
na glavnoj dijagonali.




Zadatak 5. IzraCunajte:

1 1 1
@rl2 3 0
320

11
(b) r(Q 2)



Zadatak 5. Izracunajte:
1 -2 1 1

(c)rl4 -2 3 5
3 0 2 4



Zadatak 6. Je li skup
{(1,2,0,4),(1,2,0,1),(1,2,0,7)} CR*

linearno nezavisan?



Baza i dimenzija

Definicija
Najveéi broj elemenata kojeg u vektorskom prostoru V' moze imati

neki linearno nezavisan skup vektora zove se dimenzija prostora Vi
oznacava se s dim V.

Baza prostora V je bilo koji linearno nezavisan skup vektora koji ima
dim V elemenata.



Primjeri

1. Nulprostor {0}

2. Prostor R”



Primjeri

3. Prostor M, 5(R)



Zadatak 7. Je li skup
{(1.2,3),(2,2,3),(0,1,0)} C R’

baza za R3?



Potprostori

Definicija
Potprostor M vektorskog prostora V je neprazan podskup M C V

koji ima svojstvo da su sve linearne kombinacije elemenata iz M
takoder elementi iz M.

potprostor je "zatvoren na linearne kombinacije”

Zasvev,w e Mia € R,

Vriiedi: M C Vi t t dV «<—
rijedi: M & V je potprostor o vitwe Miave M

Potprostor vektorskog prostora je i sam vektorski prostor.



Primjer

Potprostori od V'3(0)
e dimenzije O:
e dimenzije 1:
e dimenzije 2:

e dimenzije 3:



Prostor rjesenja sustava

Skup R svih rijesenja (x1, ..., x,) € R” homogenog sustava linearnih
jednadzbi

aiixy + aexg +...ainxp =0

ag1x1 + agexg + ... apx, =0

amiX1 + amexo + ... amnXn =0
je potprostor od R”, i pritom vrijedi
e dim R = broj slobodnih parametara

e Koeficijenti uz pojedine slobodne parametre u zapisu rjeSenja Cine
vektore jedne baze za R



Zadatak 8. Odredite dimenziju i jednu bazu prostora R rjesenja
sustava

X1 +x3—x3+x4=0

2x1 +2x9 — 2x3 +2x4 =0

—x1 —Xo +x3 — x4 = 0.
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