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Mnozenje matrica



Mnozenje retka i stupca

Definicija
Matricu A € M; ,(IR) (vektor-redak) mnozimo matricom
B € M, 1(R) (vektor-stupac) na sljedeéi nacin:
by
bz
(21 as ... a,,) . : = (albl + ashby + ...+ a,,b,,) € M1,1(]R).
b,

Primjer.



Mnozenje matrica

Definicija
Matrice A € My, i B € M, , mnozimo tako da svaki redak R; od A

pomnoZimo sa svakim stupcem S; od Bi rezultat zapisemo na
poziciju (i, j) u matricu tipa m X p.

—R;— Ri-S1 Ri1-S2 ... Ri-Sg
—Re— I | Ry-Si Ry-S2 ... R2-S,
, s s ... s |= . . _ .
: | ‘ | : : T :
—Rm— Rm-S1 Rm-S2 ... Rm-Sn
——— nxp
mXxn mXxp

Vazno: mogu se mnoziti samo ulanéane matrice, tj. matrice A i B (tim redom!)
takve da je
broj stupaca od A = broj redaka od B



Zadatak 1. Izracunajte:

1
(@) (1 2 -1)[1

0
waaflyy

S = O

_ =

O =

o O



Zadatak 1. Izracunajte:

GG 7)

@ (2 )



Svojstva mnozenja matrica

Vrijedi:
® (AB)C= A(BC) zasve A€ Mnn(R), BE My,(R)iCe M, (R)
® A(B+ C) = AB+ AC zasve A € My n(R)i B, C € M, p(R)
® (A—I— B)C: AC+ BC zasve A, B € Mm n(R)i C € My p(R)
® Al,=1,bA=A zasve A € M »(R)
® (aA)B = A(aB) = a(AB) zasve A € My n(R) i B € M, p(R)



Vazna napomena

Mnozenje matrica opéenito nije komutativno, tj. op&enito

AB + BA.

Primjer.



Zadatak 2. RijeSite matricnu jednadzbu

(1 0)x= )



Veza matricnih jednadzbi i sustava

Uocimo: rje§avanje matricne jednadzbe AX = B, tj.

ail a2 ain X1 by
dsi do9 coo ason X2 b2
dml dm2 --- dmn Xn bm

ekvivalentno je rjeSavanju sustava

a11xy + aizxe +
a21X1 + ageXe +

am1X1 + amaXe +

"’+31an:b1
"'+32an:b2

©o Tt AmnXn = bm~



Inverz matrice

Definicija
Inverz matrice A € M, (R) je matrica A~! € M,(R) takva da je

ATA=AAT =,

Samo kvadratne matrice mogu imati inverz. Neke (kvadratne)
matrice nemaju inverz!
Ako matrica ima inverz, on je jedinstven.

Primjer.



Algoritam za trazenje inverza

Matricu
ail a2 ain |1 O 0
a1 a2 an |0 1 0
anl a2 ... am |0 O ... 1

elementarnim transformacijama na retcima dovedemo do matrice

1 0 ... 0] b1 b2 ... bin
0O 1 ... O] b1 b ... b,
0O 0 ... 1| by by ... bm

Tadaje A~ = B.

Ako se u to postupku na lijevoj strani matrice pojavi nulredak, A~
ne postoji!



Zadatak 3. Odredite A~!, ako postoji:

2= (3)

(b) A= (g 140>



Zadatak 3. Odredite A~!, ako postoji:

101
(c) A=10 2 1
00 1
01
d A=[0 0 1



Inverz 2 x 2 matrice

Inverz matrice A € My(R) mozemo izracuati po formuli:
a b\ ' 1 d —b
c d/ ad—bc\-c a)’

Inverz postoji ako i samo ako je ad — bc # 0! Bribdipliceo ons

A . a b
determinanta matrice ( - .

Primjer.



Determinanta

Svakoj kvadratnoj matrici A € M,(R) (na dolje opisan nacin)
pridruzujemo broj

a1 di2 ... dln

asr 4a22 ... aon
detA=| . ] ) S leRr

anl 4dn2 ... dnn

koji karakterizira invertibilnost matrice A

det A=0 +— Anema inverz
det A# 0 «— Aimainverz

Taj broj zovemo determinanta matrice A.



Racunanje determinante

e Zal x 1 matricu A = (a):
det A= |a| =
® Za2 X 2 matricu A = (a b):
c d

a b
det A = c d'_




Sarrusovo pravilo

al as as
e Za 3 x 3 matricu A = <b1 by b3>2

C1 c2 c3

dy 42 ag
b1 by b3

G C C3



Laplaceov razvoj

e Za n X nmatricu A ozna¢imo sa A;; matricu dobivenu iz A
brisanjem i-tog retka i j-tog stupca

Razvoj po i-tom retku Razvoj po j-tom stupcu

det A = Z 1) aj(det Aj) det A = Z 1) aj(det Ay)

npr. razvoj po prvom stupcu:

7R —
Z; 7R;7 —Ry— — R — — R — — R —
c g |=a|—R3—|—a|—R3—|+a3|—Ro—| —ag|—Ro—
a3 —Rs —Ri— —Ri— —Ri— — Ra—
ag —Rq4— 4 4 4 3




Primjer. (Razvoj po treéem stupcu)

Napomena: Predznaci pribrojnika u razvoju su



Determinanta i elementarne transformacije

@ Ako neki redak (stupac) pomnozimo s « € R, determinanta se
mnozi s .

Ry Ri
Ry Ry
=
aay aay ... aap a as ... a,
— R | | — R

Primjer.



Determinanta i elementarne transformacije

® Zamjenom dvaju redaka ili stupaca determinanta se mnozi s —1.

Ry Ry
S B -
S i N
SRS N R

Primjer.



Determinanta i elementarne transformacije

® Dodavanjem retka (stupca) pomnozenog s o € R nekom
drugom retku (stupcu) determinanta se ne mijenja.

R, Ry
—R——— —R, + ;\ Ri—
R - R

R, R,

Primjer.



Rac¢unanje determinante: posebni slucajevi

e Vrijedi:
d1 * * d1 O
0 d2 * * dg
0 O dh—1  *
0 O 0 dn

e Ako vrijedi nesto od sljedeéeg:
o Aima nulredak ili nulstupac;

o Aima dva jednaka retka/stupca;
o retci/stupci od a su linearno zavisni;

onda je det A = (.

=didy---d,



Zadatak 4. IzraCunajte:

16 2 0
12 1 1
@1 1 1
21 3 1



Zadatak 4. Izracunajte:

0 0 1 1
2 1 -1 3
by |1 =2 0 1
0 0 0 2
1 1 1 0

== OO



Zadatak 4. Izracunajte:

11415
21020

()3 1230

01000

11010



Zadatak 4. IzraCunajte:



Determinanta i operacije s matricama

Nekasu A, Be My(R)ia € R.
o Opéenito (det(A + B) # det A + det B ) ali vrijedi

R1 Rl Rl
R R R
— R+R—|= R; + R
Rn Rn R"

i analogno po stupcima.
e Vrijedi (det(ozA) = a"det A.)

e Vrijedi Binet-Cauchyjev teorem: (det(AB) =det A - det B)

e Ako postoji A~1, onda je (det Al = —deiA.)




Zasto je vazna determinanta?

b1
Neka je A € M,(R) matricai b= [ : | matrica-stupac. Tada je
bn
ekvivalentno:
(@) det A=#£0 (b) (A)=n

(c) Retciod A sulin. nezavisni  (d) Retci od A &ine bazu za R"
(e) Stupci od A su lin. nez. (f) Stupci od A ¢ine bazu za R”
(g) Aima inverz A1 (h) Matricna jednadzba Ax=b

ima  jedinstveno rjeSenje
(dano s x = A~1h).



Cramerovo pravilo

by
Neka je A € M,(R) takvadajedet A# 0ib= | : |. Tada sustav
bn

anxi + aexg + ... a1pXp = by
ag1x1 + agaXg + ... 32Xy = by

amx1 + amex2 + ... annXy = by
mozemo rijesiti Cramerovim pravilom:

X — detAj
I det A

pri Cemu je A; matrica dobivena iz A zamjenom j-tog stupca s b.



Zadatak 5. Cramerovim pravilom rijesite sustav:

x+y+z =2
x—y+z =2
X—y =2



	Množenje matrica

