Linearni operatori

Vjezbe 4 - 28.3.2025.



Podsjetnik: vektorski prostori

Vektorski prostor V je skup na kojem su definirane operacije
zbrajanja + i mnozenja skalarom - koje zadovoljavaju svojstva ...

Jedan istaknuti element svakog vektorskog prostora je nulvektor 0.

Primjeri: V3(O), R", M. n(R), polinomi, ...



Linearni operatori



Linearni opearatori

Definicija
Linearan operator je funkcija A : V — W (Vi W su vektorski
prostori) koja ima sljedeéa dva svojstva:
® A(v+w) = A(v) + A(w), Yv,we V
@ A(av) = aA(v), VvE V, Va eR

Ako je W = R, linearan operator zovemo linearnim funkcionalom.



Primjeri

1. Lineranafunkcija f: R? — R, flx,y,z) = 2x+ 3y — z

2. Funkcija f: Ma(R) — Ma(R), {A) = 3A



Primjeri
3. Rotacija vektora za 90° oko ishodista R : V2(0) — V?(0)

2

"Nije bitno mnozimo li prvo s « ili rotiramo”



Primjeri

4. Jediniéni operator ili identiteta

id\/: V— V7 id\/(v) =V

5. Nuloperator

~

0:Vo W, O (v) =0y



Zadatak 1. Ispitajte je li zadana funkcija linearni operator:

(a) A:R =R A(x) = 2x

(b) B:R—=R B(x)=x+2



Svojstva linearnih operatora

Za svaki linearan operator A : V — W vrijedi:
® A(0y) =0y
® Zabilo koje ay,...,ap € Rivy,...,v, € Vvrijedi

Alaqvi + -+ + apvp) = a1 A(V) + - -+ + apA(vp).



Linearni operatori R" — R

Linearno operatori A : R" — R™ su to¢no funkcije A : R” — R"™
oblika

A(xi, X2, ...y Xn) = (@111 + -+ + @1nXny -+ ya@miX1 + -+ + amnXn)-

Svaka komponenta rezultata je linearna funkcija R” — R
Primjer.

2. Nuloperator



Koordinatni i matricni prikaz



Podsjetnik: baza vektorskog prostora

Baza vektorskog prostora V je linearno nezavisan skup vektora iz V/
koji ima najveéi moguci broj elemenata.

— dodavanjem nekog vektora baza prestaje biti linearno
nezavisna, tj. svaki drugi vektor moze se prikazati pomocu vektora iz
baze. Takav prikaz je jedinstven!

Kanonska baza za R" je

{(1,0,...,0), (0,1,...,0), ..., (0,0,...,1) }

el e €n




Matl“iéni prikaz Vektora s obzirom na bazu

Definicija
Neka je f= (fi,...,f,) (uredena) baza vektorskog prostora V.
Koordinatni prikaz vektora

v=aifi+- - +afpeV

u bazi fje
v(f) = (aq,...,a,) € R,

a matriéni prikaz vektora v u bazi f je

a1

[V]f: € Mnl(R).



Primjer. Promotrimo vektor
v=(1,0,-2) € R?

i kanonsku bazu e = ((1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1)).

Imamo
v=(1,0,-2) = 1-(1,0,0) +0-(0,1,0) + (—2) - (0,0, 1);
paje
v(e) = i [v]e=
\

S obzirom na kanonsku bazu uvijek je v(e) = vi[v]e = (v)
\



Primjer (nastavak). Promotrimo sada isti vektor
v=(1,0,-2) € R?

ibazu f=((1,0,2),(0,4,0),(0,0,1)).

Imamo
V= (1,0,—2) =1- (1,0,2) +0- (0,4,0) + (—4) . (0,0, 1);
pa je

v(f) = i [v]fr=



Matricni prikaz operatora s obzirom nabazu

Definicija
Neka je A: V — Vlinearni operatorinekaje f= (fi,...,f,)

(uredena) baza vektorskog prostora V. Matrica linearnog operatora
A s obzirom na bazu f je matrica

! \ |
[Af]r [AR]r ... [Aff

tj. matrica Ciji j~ti stupac je matricni prikaz vektora Af; u bazi f, za
svakije€ {1,...,n}.



Primjer

Odredimo [A]f za operator A : R? — R?,

A(X7 }/) = (_Xa y)'

ibazu f= ((—1,1),(2,0)).
;\f,._/ \\f’-/
1 2

A =A-1L,1)=(1,1)=1-fi+1- = [Afi];=

Afy =A(2,0) = (=2,0)=0-fi+(-1)-fr = [Aflf=

Dakle, [A]f =



Zadatak 2. Odredite matricu linearnog operatora A : R? — R?,
A(X,y,Z) = (X—y+Z,2X—|—Z,X—Z—|—y)

s obzirom na

(a) kanonsku bazu eza R?



Zadatak 2. Odredite matricu linearnog operatora A : R? — R?,
A(X,y,Z) = (X—y+Z,2X—|—Z,X—Z—|—y)

s obzirom na
(b) bazu f=((1,2,4),(0,1,1),(1,0,1))



Za linearni operator A : V — Vi dvije baze e = (e1, ..., €p) i
f=(f,...,f,) prostora Vvrijedi

[Ale=TALT,

e I |
T= [ﬁ]e [fQ]e [fn]e
I |

Matricu T zovemo matricom prijelaza iz baze e u bazu f.



Svojstva matrica linearnih operatora

Za sve linearne operatora A, B: V — V, vektore v € Vi skalare

a € R vrijedi:
@ [Avr= [AldV]r
@ [Bo Alf = [B]fA]r(kompozicija operatora = mnozenje matrica)
® A je bijekcija ako i samo ako [A]rima inverz, i vrijedi

[A=1]¢ = [A];! (matrica inverznog operatora je inverzna
matrica)

® Matrica jediniénog operatora je jediniéna matrica /, (u bilo
kojoj bazi)

® matrica nuloperatora je nulmatrica (u bilo kojoj bazi)

® [A+ Blr= [Alr+ [Bf

@ [aAlf= afAlf



Zadatak 3. Linearan operator A : R? — R3 zadan je svojom
matricom u kanonskoj bazi

lzraunajte A(1, 2, 3).

lzracunajte A(x, y, z) za proizvoljne x, y, z, € R.

a
b
c
d

(a)
(b)
(c) Je li operator A bijekcija? Ako jest, odredite [A™1]..
(d)

lzracunajte [A o Ale.
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