Spektar linearnog operatora
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Motivacijski primjer

Promotrimo operator M : V3(0) — V3(0) koji zrcali vektore u
odnosu na xy-ravninu.
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Uocimo:
e za vektore wna z-osi vrijedi Mw = —1 - w
e za vektore U u xy-ravnini vrijedi M =1 - i



Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori

Definicija
Neka je V vektorski prostorinekaje A: V — Vlinearan operator.
Ako neki vektor v € Vrazli¢it od nulvektora zadovoljava

Av = \v zaneki A € R,

tada
e )\ zovemo svojstvenom vrijednosti od A;

e v zovemo svojstvenim vektorom od A (za svojstvenu vrijednost \).



Svojstveni polinom

Definicija
Svojstveni ili karakteristiéni polinom matrice A € M,(RR) je polinom
ka definiran sa

all — A ai2 00 ain
asi a9 — A 000 aan
ka(\) = det(A— \l) =
ant an2 cee @ — A

Svojstveni polinom operatora A je svojstveni polinom matrice od A u
bilo kojoj bazi.



Spektar

Realan broj je svojstvena vrijednost operatora A ako i samo ako je
(realna) nultocka njegovog svojstvenog polinoma ka.

Definicija
Skup svih svojstvenih vrijednosti operatora A zove se spektar od A
oznaCava se sa o(A).



Kako odrediti svojstvene vektore?

Neka je A svojstvena vrijednost linearnog operatora A : R” — R" i
neka je matricni prikaz od A u kanonskoj bazi

dilr 4d12 ... din

a1 a2 ... aonp
[A]e =

dnl dp2 ... dnpn

Svojstveni vektor v od A za svojstvenu vrijednost )\ je vektor
v=(v1,...v,) (razli¢it od nulvektora!) takav da je

Av=Xv & [AeVe=MVe & ([Ale—AMp)[e = 0n



Dakle, imamo

ailr — A ai2 Ce dln %1 0
ani agy — AL aon Vo 0
an ano R Vi 0

tj. vje rjesenje homogenog sustava linearnih jednadzbi ¢ija matrica
je A— Al



Zadatak 1. Odredite spektar i svojstvene vektore linearnog
operatora A : R? — R? &ija je matrica u kanonskoj bazi

A, = (; ‘51) |



Zadatak 2. Odredite spektar i svojstvene vektore linearnog
operatora A : R? — R3 zadanog s

A(x,y,2z) = (3x+ z,x+ 2y + z,22).



Zadatak 3. Matrica linearnog operatora A : R3 — R? u bazi

f=((2,1,0),(1,1,1),(0,1,1))

-2 -1 1

(a) Dokazite da je fzaista baza prostora R3.
(b) Odredite matricni prikaz od A u kanonskoj bazi.

(c) Odredite spektar operatora A. Odredite svojstveni vektor
pridruZzen najmanjoj svojstvenoj vrijednosti.
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