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Linearne diferencijalne jednadzbe prvog reda

Definicija
Linearne diferencijalne jednadzbe prvog reda su jednadzbe oblika

y'+f(t)y = g(t) (1)

za neke funkcije fi g.

Primjer.



Postupak rjesavanja

@ Nademo opée riesenje pripadne homogene jednadzbe
yu'+ ft)yn =0
metodom separacije varijabli. Ono je oblika
yn = Ch(t), CeR

za neku funkciju h.



Postupak rjesavanja

@ Metoda varijacije konstanti:

Ako je yy = Ch(t) rjeSenje homogene jednadzbe
yu' + f(t)yy = 0, onda je svako rjedenje ODJ y' + f(t)y = g(t)
oblika

y = C(t)h(t) (2)

za neku funkciju C: [ — R.

Rjesenje polazne ODJ nademo uvrstavanjem (2) u tu ODJ.



Zadatak 1. Rijesite diferencijalne jednadzbe:

(a) ty’ —2y=2tt

(b) ty’ =3y+3tt + ¢
(€ ty'+(1+ty=e"
(d)

d) y’ + yctgt = sin(2t)

1
e) v/ fytgt—= ——
(e) y'+ ytg p—

(f) y’—i—li{t:tz—t

Riy = (£ + D)¢,

Ri: 3t* + D3 — 2,

o, — t+D t
Rjiy = €
. 2 .2
Ry = %sm‘t#» ,\‘i[x)ir’

Rji:y =sint+ Dcost,

Riy = (£ + D)(t— 1),

D e R



Linearne diferencijalne
jednadzbe drugog reda



Linearne diferencijalne jednadzbe drugog reda
s konstantnim koeficijentima

Definicija
Linearne diferencijalne jednadzbe drugog reda s konstantnim
koeficijentima su jednadzbe oblika

aoy" +ary’ + aoy = f(t)
pri ¢emu su as, ai, ag € R konstante, ay # 0,af: ICR — Rje

funkcija.

Primjer.



Postupak rjesavanja jednadzbe
ay" +ay’ + apy = f(t) (3)

@ Nademo opée rjesenje yp pripadne homogene jednadzbe

aoyn” + aryn’ + aoyn =0

® Nademo jedno partikularno riesenje yp po&etne jednadzbe (3)

® Opée rjesenje podetne jednadibe (3) je dano formulom

Y=YHTYpP



Postupak rjesavanja jednadzbe
aoyn" 4+ aryn’ + aoyn =0 (4)

Odredimo nultocke A1, A9 pripadne karakteristiéne jednadzbe
32)\2 +aA+a =0

e Ako su A1, A2 € R razli¢ite realne nultocke

[}/H: CleA1t+ C26A2t, C1,C2 ER]

e Ako imamo jednu dvostruku realnu nultocku A

[}’HZ (C1+C2t)e>‘t, Ci, G E]R]

e Ako imamo dvije kompleksne nulto¢ke 1,2 = a £ bi

[yH = &(Cy cos(bt) + Gosin(bt)), C1,Ca € ]R.]




Zadatak 2. Rijesite diferencijalnu jednadzbu:
(a) y”+4y1+3y20 Ry = Cye t 4 Che 3t C1,C €R
(b) y”—4y'+4y=O Riy = (C1 + Cat)e?t, C1,Co €R

() y"+9y=0 Ry = Ci cos(3t) + Cysin(3t) C;, Co € R



Partikularna rjesenja jednadzbe
ary" +ay’ + aoy = f(t)

ft) yP
& (konstanta) A
(polinom stupnja n) At + An 1t 4+ At + Ao
ae” Ae"
a cos(kt) Acos(kt) + Bsin(kt)
asin(kt) Acos(kt) + Bsin(kt)
(polinom stupnja n)- €' cos(kt) (Ant" + ...+ At + Ao)€e" cos(kt) +
(Bot" + ...+ Bit+ Bo)e™ sin(kt)
(polinom stupnjan)- € sin(kt) (Ant" + ...+ Art+ Ag) e’ cos(kt) +
(Bnt" + ...+ Bit+ By)e™ sin(kt)

e Koeficijente A;, B; odredimo uvr§tavanjem u poc¢etnu jednadzbu.

e Ako ne postoji rieSenje preporucenog oblika, pokusamo s
typ, t2yp, Byp, . . . sve dok ne dobijemo rjesenje




Zadatak 3. Rijesite diferencijalnu jednadzbu:

(a) y" +4y’ +3y=5€"
(b) y" +9y =282 +4t+7
(c) y" =2y +y=¢€(t-1)

(d) y"+4dy’+3y=5e*

Ry = Cre t+ C2e73t + .l;em,
Ci, G eR

Rj: y = Cq cos(3t) + Co sin(3t) +
224+ 36432, G, ER

Riy=x' (32 + 162 + G+ Cy),
Ci,C R

Ry = Clefgt + Cope  t — 5 e 5t
Ci,C ER



Zadatak 4. RijeSite pocCetnu zadadu:
y" + 4y’ + 3y = 5sin(2t)
¥0) =y'(0)=0

Riy=e t— %eiiit — % sin(2t) — % cos(2t)



Metoda superpozicije
Diferencijalne jednadzbe oblika
ary" +ay’ + aoy = f(t) + g(1) (5)

rieSavamo metodom superpozicije:
@ Odredimo opée rjeSenje yy pripadne homogene jednadzbe

acyn" + a1y’ + aoyn =0

® Odredimo partikularna riedenja yp, i yp, jednadzbi
asyp, "+ aiyp, '+ aoyp, = f(t) i asyp,” +aiyp, ' + aoyp, = g(t)

— opce rjesenje jednadzbe (5) je

[y:yH+)/P1 +)’P2]

Na isti nagin se riesavaju jednadzbe agy ’’ + a1y’ + agy = fi(t) + fa(t) + - - - + fu(t)



Zadatak 5. Rijesite diferencijalnu jednadzbu

" !/ _ Riy=Cp+ Cee 3+ 22 + 2t 4
(a) 'y +3y Z+COSt %sint«&»%costCl,CQE%
(b) y//+2y/+y: e3f+3 Ri Cre™f + Coet™f 4+ e 43

C,C eR



Metoda varijacije konstanti
za jednadzbu y” + ajy’ + apy = f(t)

Neka je
yiH=Cyi+ Gy, C,GeR

opce rjesenje pripadne homogene jednadzbe
yu" +ayn’ + aoyn = 0.

Neka su funkcije C;(t) i Co(t) rjeSenja sustava

{ G'(On+G'(t)y=0
Gty "+ Gty = A1)

Tada je formulom

[YZ Gi(t)yr + Go(t)ye ]

dano opce rjesenje jednadzbe

y" +ay’ +agy = f(t).



Zadatak 6. Rijesite diferencijalnu jednadzbu

yity=—
cost

Rj: y = In|cos t| cost + tsint+ Dy sint+ Dy cost D1,Dy € R
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