Funkcije vise varijabli
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Skalarne funkcije vise varijabli



Skalarne funkcije vise varijabli

Definicija
Skalarne (ili realne) funkcije vise varijabli su funkcije

f:QCR" R

pri cemu je n € N.

Primjer.



Prirodna domena

Ako je funkcija fzadana samo formulom oblika
fixt,. ., xn) = (V),
podrazumijevamo da je njena domena skup
Dr={(x1,...,%n) € R" za koje izraz (V) ima smisla}

Skup Drje tzv. prirodna domena funkcije 1.

Primjer. Za f(x, y, z) = 5 prirodna domena je

X2+ y



Zadatak 1. Skicirajte prirodnu domenu funkcije

X2
(a) f(x,y)—( x—3y, \/5_7)@> Rj:—BSxSB,yS%x
(b) f(x,y):3ln(1—2x+x2—y) Riy < (x—1)2

(c) f(x,y):\/x2+y2—8x—6y Ri (x— 4)2 + (y—3)2 > 5



Graf funkcije

Definicija
Graf funkcije f: ) C R? — R je skup

Pr={(xyfxy) | (xy) € 2} CR’.

Primjer. Graf funkcije f(x, y) = x> + y? je




Parcijalne derivacije



Parcijalne derivacije prvog reda

Definicija
Nekaje f: Q CR" — Rinekajei€ {1,2,...,n}. i-ta parcijalna

derivacija (prvog reda) funkcije fje funkcija

of
Oif=—:Q—=R
@x,-
koja se dobije deriviranjem funkcije fpo varijabli x; (ako ta
derivacija postoji).

Intuitivno, za tocku X € €, g—x’: (X) je brzina kojom vrijednosti funkcije fraste kad u smjeru

i~te koordinatne osi prolazimo tockom X.



Primjer. Za f: R? — R, f(x, y) = x* + y*> — 3xyimamo

T x) = 002+~ ) =

of

@(Xa)’)zay(xz‘i‘yz—?)x)/):



Zadatak 2. Odredite sve parcijalne derivacije prvog reda funkcije

_ Xty
(a) f(X¢y) - X—y

(b) fix,y) = Vx*+y

(o) ix,y,z) = ln<x+ );/)

(d) fix,y,z) = arcctg(x®) + }1/

o y

fxy2) =

_ay
R §L(xy) = — y)zr
ay( W)= o y)z

. Of X

Rj: &= (x. ES .

i 5y (% ¥) N
df(x, y> ‘,V

vV x24y?
of _ z
RJ 2 oy 2 =
fvr2) = 55
Oy 1 XZ+)/'
aof _ —y
5: (6 ¥ 2) = sty
—2x

Ri 9L (x,y,2) =

144"
— b By =0



Zadatak 3.
(a) Dokazite da funkcija f(x, y) = (x+ y)? zadovoljava

or_or
ox Oy

(b) Dokazite da funkcija f(x,y,z) = (x— y)(y — z)(z — x)
zadovoljava

oF  of  of
ox Oy 0z



Lancano pravilo

Definicija
Ako funkcija f: 2 C R" — R ima sve parcijalne derivacije prvog
reda i one su neprekidne, kazemo da je f klase C!.

Neka je f: 2 C R" — R funkcija klase C ! i neka su
X1,.--,Xp : I € R — R derivabilne funkcije. Pretpostavimo da za
svaki t € [vrijedi (x1(t),...,xy(t)) € Q. Tada je

ix(t) X(t))_ﬁ.%+ +ﬁ%
de I T g o T Ox, ot



Zadatak 4.

cooodu ,
(a) lzraCunajte €« ako je u(x,y, z) = xyzi
x(t) = +1, y(t)=Int, zt) =tgt

2 241

Ri: OY = 2tlnttgt+ S tge+ 4l it
... of of . Y.
(b) lzracunajte 2 By ako je f(x, y) = arctg |
x(u,v) = u* — V2, y(u, v) = 2uv.
of —2v of _2u

Ri 5y = (222 0v = 242



Parcijalne derivacije drugog reda

Definicija

Parcijalne derivacije drugog reda funkcije : 2 C R” — R su funkcije

o _ o (oF
oxi0x;  Ox; \Ox; )

Ako je i = j, umjesto 888x pisemo 3){{.

Koriste se jos i oznake 8X,8Xjf [ 8%



f
Primjer. Za f(x, y) = x*y imamo %(X, y) = 2xyi ?(x, y) =% paje
y

O*f 0*f
@(XJ/) = 878)/()(’}/) =

O*f O*f
(X7y) = 7(X,}/) =

OyOx Oy?



Schwarzov teorem

Definicija
KaZemo da je funkcija f: 2 C R” — R klase C? ako ima sve
parcijalne derivacije prvog i drugog reda i one su neprekidne.

Ako je f: Q C R" — R funkcija klase C?, onda je

o*f  O*f
Oxi0x;  Ox0x;

za svaki izbor i, j € {1,...,n}.

"Svejedno je deriviramo li prvo po x; pa onda po X; ili obratno”



Hesseova matrica

Definicija
Neka je f: 2 C R” — R funkcija klase C2. Hesseova matrica od fu

tocki x = (x1,...,xn) €  je n X nmatrica ¢iji elementi su
parcijalne derivacije drugog reda of fu tocki x; tj.

2 2
%’5( ) . aga';n (%)
(Hf)(x) = : s :
2 2
8;28’;1 (x) ... g—x?f(x)

Schwarzov teorem: Hesseova matrica je simetri¢nal



Primjer. Za f(x, y) = x*y imamo

ot (xy)
(HAGY) = | 0

Oyox

(x,5)

87}/2 (X7 Y)



Zadatak 5. Odredite sve parcijalne derivacije drugog reda i zapisite
Hesseovu matricu funkcije

(a) fix.y) =In(x+y*) i (HA) (%) = — oy (1 2 X)>

T ety 2y

(b) fix,y,z) = xyz R: (Hf) (x, y, 2) = (2 0 i)

y x 0



Gradijent



Vektorska polja

Definicija
Funkcija F: 2 C R” — R"™, gdje je m > 1 zove se vektorska funkcija.

Ako je n = m, tj. ako je broj koordinata u domeni i kodomeni jednak,
kazemo da je F vektorsko polje.

Za (tocku) X € Q, F(X) je zgodno interpretirati kao geometrijski
vektor nanesen iz tocke X



y X

/324327 \/x24y2

F(X) = vektor X rotiran za 90° i skaliran tako da mu duljina bude 1.

Primjer. Za F(x,y) = ( - ) imamo

R\
L1/
4./2 4
/




Gradijent

Neka je f: 2 C R” — R funkcija klase C'.

Definicija

Gradijent od fu tocki X = (xi, ..., xp) je vektor VA X) prvih
parcijalnih derivacija od fizracunatih u X tj.

V0 = (e Ko 5 0)

Funkcija koja svakoj tocki X pridruzuje vektor VA X) je primjer
vektorskog poljal



Primjer. Za f: RZ 5 R, f{

~—

x,y) = x> + y* imamo
f

VA y)

Il
N

S ) ) = (2x22)

=

e

N

7.

/

W
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