Gradijent, krivulje i plohe

Vjezbe 9 - 22.5.2025.



Ponavljanje: vektorska polja

Funkcija F: 2 C R" — R", gdje je n > 1 zove se vektorsko polje.
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Ponavljanje: gradijent

Nekaje f: 2 C R"” — R funkcija klase C'. Gradijent od fu tocki
X = (x1,...,xn) je vektor VA X) prvih parcijalnih derivacija od f
izracunatih u X tj.

VAX) = (;Xi()o,...,;f

Xn

).

Funkcija koja svakoj tocki X pridruzuje vektor VA X) je primjer
vektorskog polja.



Stacionarne tocke

Definicija

X € (Q je stacionarna tocka funkcije f: 2 C R” — R ako je

VAX) =0,
tj. ako je
of of
a—Xl(X) =00 = 8x,,(X) =0.

Primjer. Odredimo stacionarne tocke funkcije f{x, y) = x* + 2.



Nivo-skupovi
Definicija

Neka je f: 2 C R" — R funkcija klase C! i neka je c € R. Skup

={XeQ:fX)=c}
zove se nivo-skup funkcije fna visini c. Krace piSemo
S...[(X)=c
10 fix,y) =x+y
: Si...Xx+y=1
So... X4y =1
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Krivulje u R?
Definicija
Neka je f: 2 C R? — R funkcija klase C!. Nivo skup
S... filx,y)=c

te funkcije je (nivo)-krivulja ako ne sadrzi nijednu stacionarnu tocku
od £, tj. ako vrijedi Vf(x, y) # 0 za sve (x,y) € S.

Primjer. Za f(x, y) = x*> + y?, skup
S...Xx+y=c
je krivulja za svaki ¢ # 0, a skup

S...Xx+y¥=0

nije krivulja.



Plohe u R?
Definicija
Neka je f: 2 C R? — R funkcija klase C!. Nivo skup
S... fix,y,z)=c

te funkcije je (nivo)-ploha ako ne sadrzi nijednu stacionarnu tocku
od f tj. ako vrijedi Vf(x,y, z) # 0 za sve (x,y,z) € S.

Primjer. Nivo-plohe funkcije
f(x,y,2) = x> + y* + Z* su sfere sa
sredistem u ishodistu.




Zadatak 1. Zadana je funkcija fx, y, z) = x* + y* + 2. Jesu li
sliedeéi skupovi plohe zadane funkcijom f?

(a) So)<2+y2+22:0 Rj: Ne

(b) 51 e X2 + y2 + 22 == ]. Rj: Da (kugla sa sredistem u ishodistu radijusa 1)



Zadatak 2. Skicirajte zadani podskup od R? i dokaZite da je on
ploha:

(a) 7) e Z= X2 + y2 Rj: Rotacijski paraboloid
(b) C “ e X2 _|_y2 == 1 Rj: Cilindar



Tangencijalna ravnina

Definicija

Tangencijalna ravnina na plohu S. .. f(x, y, z) = cu tocki

P = (xp, yp, zp) je ravnina p kroz tocku P &ija normala je VA P).

Podsjetnik: jednadzba ravnine 7 kroz T = (xo, Yo, Z0) s normalom i = [a, b, ]

... a(x—xo0) + by — y0) + c(z— z) = 0.

Dakle, jednadzba tangencijalne ravnine mp je

je

prve (P (x=xe) + 5 (P)- (y = ye) + 5 () (2= 22)

™




Primjer. Jednadzba tangencijalne ravnine 7p na plohu
S.. 2 +y+2=1

u proizvoljnoj to¢ki P = (xp, yp, zp) je
mp... 2xp(x— xp) + 2yp(y — yp) +22zp(z— zp) = 0.

Konkretno,za P = (0,0,1)je mp... 2(z—1)=0 & z=1.




Zadatak 3. Odredite jednadzbu tangencijalne ravnine na plohu
(@) S... z=x2+yY2utodki P=(1,-2,5)  wrp... —2ctayiz=-5

(b) S... x> +y* + 22 = 2Rzuto&ki P = (Rcos a, Rsin o, R) gdje
je RE <0,00>|Q c [0,277'] Ri7mp...cosa -x+sina-y=R



Zadatak 4. Odredite u kojim tockama su tangencijalne ravnine
plohe S... x> 4+ 2y? + 322 = 21 paralelne s ravninom
M... x+4y+6z=0.



