Ekstremi funkcija vise varijabli

Vjezbe 10 - 23.5.2025.



Lokalni i globalni ekstremi



Lokalni maksimum
Definicija
Toéka lokalnog maksimuma funkcije f: 2 C R? — R je tocka A €
takva da postoji krug K sa sredistem u A takav da je

fA) > fIX)  VXeKNQ.

Analogno definiramo lokalni maksimum za funkcije f: 2 C R” — R, samo rije¢

"krug” zamijenimo sa “n-dimenzionalna kugla”.



Lokalni minimum
Definicija
Toéka lokalnog minimuma funkcije f:  C R? — R je tocka A €
takva da postoji krug K sa sredistem u A takav da je

fA) < AX) VYXeKNQ

Analogno definiramo lokalni minimum za funkcije f:  C R" — R, samo rije¢

"krug” zamijenimo sa “n-dimenzionalna kugla”.



Globalni maksimum i minimum

Definicija
Toéka globalnog maksimuma funkcije f: Q C R? — R je tocka

A € () takva je
fA) > f(X) VX e Q.

Toéka globalnog minimuma funkcije f: 2 C R? — R je toka A €

takva je
fA) < (X) VX e Q.



Ispitivanje lokalnih ekstrema
za funkcije dviju varijabli

Neka je f: 2 C R? — R funkcija klase C?. Lokalne ekstreme od f
traZimo na sljedeéi nacin:

® Odredimo stacionarne toéke od f, tj. tocke X takve da je
VA(X) = 0. One su jedini kandidati za lokalne ekstreme.

® Za svaku stacionarnu toc¢ku izracunamo pripadnu Hesseovu
matricu u toj tocki

HAX) = ("” al?).

a1 422



® Vrijedi:

a;1 >0 X je lokalni minimum
det HAX) >0 a1 <0 X je lokalni maksimum
X nije tocka lokalnog ekstrema
det HA(X) < 0
et HAX) (tzv. sedlasta toéka)
= <ta zaklUEit
det HX) = 0 ne mc(a:;o nista %a juditi
je moguce)

Lokalni maksimum

Lokalni minimum

Sedlasta tocka



Zadatak 1. Ispitajte lokalne ekstreme funkcije

(a) f(X’ ‘y) = X2 B Xy+ yz + 3X - 2y+ 1 Rj: <7%, %)jeloka\m minimum
(b) fxy) =+ = 3xy R (0, 0) e sodtasts otk



Ispitivanje lokalnih ekstrema
za funkcije tri i viSe varijabli

Neka je f: 2 C R” — R funkcija klase C2. Lokalne ekstreme od f

traZzimo na sljedeci nacin:

@ Odredimo stacionarne toéke od £, one su jedini kandidati za
lokalne ekstreme.

@ Za svaku stacionarnu tocku izracunamo Hesseovu matricu

all ai2 ... dln
agi =bp) ... d2p
HAX) =
dnl dn2 ... dpn
i brojeve (tzv. minore):
all di12 . din
ds1 d22 ... ap
a1 a12
A1:311, A2: ) ) An:
a1l a12




® Vrijedi:

A1 >0,A>0,...,A,>0

. X je lokalni minimum
(sve pozitivne)

A1<O,A2>O,A3<O,...

. . X je lokalni maksimum
(predznaci alterniraju)

X nije tocka lokalnog ekstrema

nparan i det HAX) <0 (sedlasta tocka)

u svim ostalim slucajevima ovaj test ne daje odluku




Zadatak 2. Odredite barem jednu tocku lokalnog minimuma funkcije

ix,y,2) =X+ +2 +12xy+ 2z



Uvjetni ekstremi



Uvjetni ekstremi

Neka su zadane funkcija f: 2 C R” — R i niz funkcija
gi,. .-, &m: Q — Rklase C' takve da je za svaki X € S skup

{Vai(X),..., Vegm(X)} € R”

linearno nezavisan.

Problem
Zelimo minimizirati/maksimizirati vrijednost funkcije fna skupu

gl(le"'vxn) = O,

gm(x1,...,xn) = 0.

Preciznije, zelimo odrediti tocke skupa S u kojima je vrijednost
funkcije fnajmanja/najveca. Takve tocke nazivamo toékama
uvjetnih ekstrema.



Primjer 1. TraZimo minimalnu vrijednost funkcije
fix,y) = x* — x(xy +2) naskupu S... y=0.
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Primjer 2. Odredimo tocku pravca

x+y=1
lz=2
koja je najbliza to¢ki (0,0, 0).

Drugim rijeCima: treba minimizirati vrijednost funkcije

(x,y,2) — d((x, y,2),(0,0,0)) = /X2 + y? + 22

ili, ekvivalentno, funkcije
(xy,2) X+ y + 7

na skupu

5. Jxty=1=0
z—2=0

Ovakve probleme rjie§avamo metodom Lagrangeovih multiplikatora.



Metoda Lagrangeovih multiplikatora

Definiramo Lagrangeovu funkciju

F(Xl,...7Xm)\1,...7>\m) = f(X17...,X,,) — )\1g1(X1,...,X,-,)

- Amgm(xla"')xn)'

Jedini kandidati za tocke uvjetnih ekstrema su tocke oblika
(x1,...,xn) za koje je

(Xl,...,X,,,)\l,...,)\m)
stacionarna tocka funkcije F.

Koje od tih tocaka su zaista uvjetni ekstremi (i kojeg tipa)
odredujemo iz oblika funkcije f i prirode problema.



Primjer 2 (nastavak). Pripadna Lagrangeova funkcija je

F(XﬂyazaAh)\Z) :X2+y2+22 _)\1(X+_y— 1) —)\2(2—2)

11
Jedina stacionarna to¢ka od Fje (5, 2’ 2,1,4).

Buducéi da na pravcu p sigurno postoji tocka najbliza ishodistuy, tj.
funkcija fsigurno postize minimum u nekoj tocki pravca p,

p—

—, =, 2) mora biti trazena tocka.
2°2




Zadatak 3. Odredite tocku ravnine
m...x—=3y+z=15

koja je najbliza tocki T = (1,2, —1).
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Zadatak 4. Odredite duljine stranica pravokutnika povrsine 5cm?
tako da mu opseg bude minimalan.

Rj: Obje stranice duljine v/5cm.
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