Visestruki integrali
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Ponavljanje: integrali

Prisjetimo se: za f: Z C R — Ri[a, b] C Z vrijedi

y/\

Ako je f> 0, onda je

b o
__ povrsinaiznad [a, b
/a fle)de = iispod I'r

i

Opc¢enito,

[\§)
¥

— povrsina ispod [a, b] i iznad I'x.

b o N
/ flt)dt = povrsina iznad [a, b] iispod I'¢
a



Dvostruki integrali

Zaf: Q CR?2 - RiAC Q vrijedi

Ako je f > 0, onda je Op¢éenito,

. . - r
/ FAA — vollfr'nen iznad A / FAA — volumen |z’nad Ai |.s.pod f
A iispod I'r. n — volumen ispod Aiiznad I'r.



Svojstva dvostrukih integrala

Za dvostruke (i opéenito visestruke) integrale vrijedi:

®zafg:QCR>? > Ria,feRje

[/A(aerﬂg)dA=a/AfdA+ﬁ/AgdA;]

® za disjunktne skupove A, Ay C R? je

/ fdA = fdA—i—/ fdA.
A1UA2 A1 Az




Integriranje funkcije f{x, y) = 1

Vrijedi
b
= b — a = duljina intervala [a, b|.

b
/ 1dt=t

Analogno, za skup A C R? vrijedi

a

[ / 1dA = povrsina skupa A.
A




Integriranje po pravokutniku

e ZaA=[a,b] x [c,d ={(xy) eR?*|a<x<bAc<y<d}




Zadatak 1. IzraCunajte

o

(a) /A(xy—i— x)dA, ako je A= [0,1] x [1,2]. R

1 1 oy
(b)/0 (/_1 y2+1dx>dy Rj: 0




Integriranje po podrucju izmedu krivulja

A={(xy)la<x<bAclx) <y<dx)}
b pd(x)
/ fdA = / / f(x, y)dydx.
A a Je(x)

A={(xy)|c<y<dAaly) <x<b(y)}

/fdA / / fx, y)dxdy.




Zadatak 2. IzraCunajte

/ xy dxdy
A

akojeA={(xy) eR?|0<x<le*X<y<e).



Zadatak 3. Zamijenite poredak integracije u dvostrukom integralu

/ ) fix, Y) dxdy Ri: [o ./‘f f(x, y)dydx
y

/ / X y dde Rj: [ 21 Jo vt+2 f(x, y)dxdy + /E 1 f(} .f(x. y)dxdy +

fo .Iyé f(x, y)dxdy



Zamjena varijabli u
visestrukim integralima



Polarne koordinate

XA A
1 f//’/
1Y /{

Kartezijeve (euklidske) koordinate Polarne koordinate
(x¥) (r, )

X = rcos @ y=rsiny r=+/x2+y?




Primjer. Promotrimo skup A = {(x,y) € R? | X2 +? < 1}.

ah %
.

U Kartezijevim koordinatama:

A={(xy) eR*| -1<x<1, —V1-x<y<+V1-x}

U polarnim koordinatama

A={(rp)|0<r<1,0<p <27}



Racunanje integrala u polarnim
koordinatama

/f(ny)dXdysz(rcoscp, rsin ) - rdrdp
A A

Faktor r je apsolutna vrijednost deterimante pripadne Jacobijeve

matrice:

o) 0. .

22 ooy —rsing| _ 5 L
oy | = | reosa | = |r(cos” ¢ +sin” )| = r.
or Oy ¥ L




Zadatak 4. Prijelazom na polarne koordinate izracunajte:

X2 <9
(a)/\/9—x2—y2dxdy, gdje je A{ < Rj: O
A

y<0.

2 <4
(b) /3\/x2+y2dxdy, gdieje K... {X Ty < Rj 8
K

x <0.

(c)/3\/x2+y2dxdy, gdieje B...xX+y* <6x R} 96
B



Zadatak 5. IzraCunajte:

1 0 2
(a)/ / /1dzdydx
—1Jx2-1J0
1 1-x pl—x—y
(b) // / x dzdydx
o Jo 0



	Zamjena varijabli u višestrukim integralima

