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Motivacijski primjeri

Arhimed iz Sirakuze je u 3. st. pr. Kr. dokazao da je povrsina
segmenta parabole jednaka % povrsine T trokuta kojemu je jedna
stranica tetiva tog segmenta, a treci vrh je to¢ka parabole u kojoj
je tangenta paralelna s tom tetivom. Kako?

Buduéi da se ucrtavanjem takvog trokuta dobiju dva nova
segmenta parabole u koje se po istom principu mogu ucrtati novi
trokut, Arhimed je prvo dokazao da je povrsina prvog trokuta
to¢no Cetverostruki zbroj povrsina novih dvaju trokuta.
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Sto je niz, a $to je red?

@ Niz je funkcija s domenom N (ili No).

@ Red je uredeni par niza i pripadnog niza parcijalnih suma,
tj. niza ¢&iji ¢lanovi su zbrojevi prvih n &lanova
prvospomenutog niza.
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Sp=a1+a+...a,

(an)nen = ((an), (Sn)) = D an
n=1

Zadatak
Formalno zapisite prva dva primjera!
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Sto je niz, a $to je red?

@ Niz je funkcija s domenom N (ili No).

@ Red je uredeni par niza i pripadnog niza parcijalnih suma,
tj. niza ¢&iji ¢lanovi su zbrojevi prvih n &lanova
prvospomenutog niza.

Sp=a1+a+...a,

(an)nen = ((an), (Sn)) = D an
n=1

Zadatak

Formalno zapisite prva dva primjera!

Kako se definiraju aritmeticki niz? Geometrijski niz? Koja je razlika
izmedu zadavanja opceg &lana niza i zadavanja niza rekurzivno?



Osnovna svojstva realnih i kompleksnih nizova

o Vizualizacija?



Osnovna svojstva realnih i kompleksnih nizova

o Vizualizacija?

@ Rastuéi i padajuéi nizovi.



Osnovna svojstva realnih i kompleksnih nizova

o Vizualizacija?
@ Rastuéi i padajuéi nizovi.

@ Ograni€eni nizovi.



Osnovna svojstva realnih i kompleksnih nizova

o Vizualizacija?
@ Rastuéi i padajuéi nizovi.
@ Ograni€eni nizovi.

@ Konvergentni i divergentni nizovi.



Osnovna svojstva realnih i kompleksnih nizova

o Vizualizacija?
@ Rastuéi i padajuéi nizovi.
@ Ograni€eni nizovi.

@ Konvergentni i divergentni nizovi.

Zadatak

Ovisno o diferenciji aritmeti¢kog niza odnosno kvocijentu
geometrijskog niza odredite njihove limese. U kojim slu¢ajevima
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Osnovna svojstva realnih i kompleksnih nizova

@ Vizualizacija?
@ Rastuéi i padajuéi nizovi.
@ Ograni€eni nizovi.

@ Konvergentni i divergentni nizovi.

Zadatak

Ovisno o diferenciji aritmeti¢kog niza odnosno kvocijentu
geometrijskog niza odredite njihove limese. U kojim slu¢ajevima
imamo rastuce, padajuce, ograni¢ene nizove?

.

Ako je realni niz ograniten i rastuéi ili padajuéi, onda je
konvergentan.

A
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Kako glasi Heineova karakterizacija neprekidnosti funkcije? Koja su
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Zadatak

U nekom nizu svaki sljedeci ¢lan je petina zbroja prethodnog ¢lana
i od tog ¢lana dvostrukog reciprocnog broja. Prvi &lan niza je
negativan. Zapisite formulom to pravilo. Znajui da taj niz
konvergira, odredite mu limes!




Limesi nizova

Kako glasi Heineova karakterizacija neprekidnosti funkcije? Koja su
glavna svojstva limesa nizova?

i n-+2" o
s 1 B

U nekom nizu svaki sljedeci ¢lan je petina zbroja prethodnog ¢lana
i od tog ¢lana dvostrukog reciprocnog broja. Prvi &lan niza je
negativan. Zapisite formulom to pravilo. Znajui da taj niz
konvergira, odredite mu limes!

Izracunajte limese niza i pripadnog niza parcijalnih suma ako je

. 2 . . _ 1
an = oar) i ako je ap = ..

Y




Konvergencija reda

Kakav je niz parcijalnih suma u prvom i u prethodnom primjeru?
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Uz koje uvjete konvergira geometrijski red? A aritmeticki?
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Kakav je niz parcijalnih suma u prvom i u prethodnom primjeru?
Red konvergira ako konvergira njegov niz parcijalnih suma:

E a, =1limS,.
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Uz koje uvjete konvergira geometrijski red? A aritmeticki?

Zadatak

Molekulska particijska funkcija za male vibracije dvoatomnih
molekula u priblizenju harmonickog oscilatora je

hl/_/—I— shv
Z—Zexp( ke T )

Izvedite . zatvorenu ' formulu za z.




Kriteriji konvergencije redova

Kriterij usporedivanja

Ako je 0 < a, < b, za sve n (polevsi od nekog mjesta) te ako
znamo da ), b, konvergira, onda konvergira i ) a,. Ako je

0 < a, < by, za sve n (pocevsi od nekog mjesta) te ako znamo da
>, an divergira, onda divegira i ) bp.

Zadatak

Ispitajte konvergenciju reda

Inn




D'Alembertov kriterij

Ako lim,

<1, onda red ), a, (apsolutno)? konvergira, a

an+1
an

an+1

ako je lim, > 1, onda red divergira. U slu¢aju da je

ol — ] ovaj kriterij ne daje odluku.

lim,

“Red >, an s realnim ili kompleksnim &lanovima apsolutno konvergira ako
konvergira red )~ |an|. Svaki apsolutno konvergentan red je konvergentan.

Zadatak
Ispitajte konvergenciju reda




Cauchyjev kriterij

Ako lim, {/|an| < 1, onda red ) a, (apsolutno) konvergira, a ako
je limp {/|an| > 1, onda red divergira. U sluaju da je
lim, </|an| = 1 ovaj kriterij ne daje odluku.

Zadatak

Ispitajte konvergenciju reda

> (s

.




Leibnizov kriterij

Ako je niz (a,) padajuéi pozitivan niz realnih brojeva koji
konvergira u nulu, onda konvergira red > (—1)"a,.

Zadatak

Ispitajte konvergenciju reda




Integralni kriterij

Ako su svi a, pozitivni i ako je f(x) definirana tako da u formuli za
opci &lan a, znak n zamijenimo s x, te ako je tako definirana f
neprekidna za x > 1 i limy_ ;o f(x) = 0, onda red n *lani
integral fl f(x)dx ili oba konvergiraju ili oba divergiraju.

Zadatak
Ispitajte konvergenciju reda




NuZni uvjet konvergencije reda

Usporedite konvergenciju niza i pripadnog reda za sve prethodne
slucajeve.
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NuZni uvjet konvergencije reda

Usporedite konvergenciju niza i pripadnog reda za sve prethodne
slucajeve.

Moze li red > a, konvergirati ako (a,,) divergira? Konvergira?
Konvergira u 07

Mora li red ) a, konvergirati ako (a,) divergira? Konvergira?
Konvergira u 07

IskaZite nuZni uvjet konvergencije reda.

Zadatak

Redovi }, (1 — L) i}, cosn divergiraju — zasto?




