Sustavi nelinearnih jednadzbi

Metode za rjeSavanje

sustava nelinearnih
jednadzbi

e 5. ozujka 2025.

1/100



Sustavi nelinearnih jednadzbi Sadrzaj

Sustavi nelinearnih jednadzbi:
@ Uvod
o Metoda bisekcije
Brzina konvergencije
Regula falsi
Newtonova metoda
Metoda sekante

@ Newtonova metoda za sustave nelinearnih jednadzbi
@ Jednostavne iteracije

@ Primjeri
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Uvod

Neka je zadana nelinearna funkcija
f:1 =R,
gdje je I neki interval. Trazimo x € | za koji je
f(x) =0.
Takve toCke x zovu se
@ rjeSenja ili korijeni pripadne jednadzbe,
@ ili nultocke funkcije f.
Za sustave nelinearnih jednadzbi je / C R".

Nelinearna jednadZba moze imati viSe rijeSenja. Numericke metode ne
garantiraju pronalazak svih rie$enja.



Neprekidnost funkcije f

Minimalni zahtjev na funkciju f je da je ona neprekidna na /.

Neprekidnost npr. garantira da iz uvjeta
f(a)-f(b) <0

slijedi da f ima nultoCku na intervalu [a, b].
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Sustavi nelinearnih jednadzbi Metoda bisekcije

Metoda bisekcije (raspolavljanja)

Najjednostavnija metoda nalazenja nulto¢aka funkcije je metoda
bisekcije ili raspolavljanja.

Osnovna pretpostavka za pocetak algoritma bisekcije je da postoje
tocke a, b € | takve da vrijedi

f(a) - f(b) < 0.
To znaci da f ima na (a, b) barem jednu nultoCku.
@ Najbolja aproksimacija nultocke je sredina intervala:

a+b
Xo = 5

@ Ako je f(xp) = 0 pronasli smo nultocku.
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Sustavi nelinearnih jednadzbi Metoda bisekcije

@ Ako je f(a) - f(xo) < 0 nultocka je u intervalu (a, xp)
@ Ako je f(a) - f(xp) > 0 nultoCka je u intervalu (X, b)

@ Ponovimo postupak na intervalu (a, xo) ili (xo, b)
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Sustavi nelinearnih jednadzbi Metoda bisekcije

Metoda bisekcije graficki

Grafi¢ki, metoda bisekcije izgleda ovako
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Konvergencija metode

Tvrdnja. Ako vrijede startne pretpostavke za metodu raspolavljanja,
ona Ce konvergirati prema nekoj nultocki iz intervala [a, b].

Iz konstrukcije metode, lako se izvodi pogreska n-te aproksimacije x,
nultoCke «. Vrijedi:

1 1
la —Xn| < bn—Xxp= é(bn_an) = ?(bnA —ap_1)
1
- ~ ontl (b-a).
Sada je
n—oo
odnosno
im X, = .
n—oo



Sustavi nelinearnih jednadzbi Metoda bisekcije

ZavrSne napomene

@ Za primjenu metode bisekcije mora biti zadovoljeno
f(a)- f(b) < 0.
@ Ako je
f(a)- f(b) > 0,
to ne mora znaciti da f nema nulto¢ku unutar [a, b].

@ MozZe postojati nultocka parne viSestrukosti (bez promjene
predznaka).

@ Moze biti viSe nultoCki s a da im je ukupna viSestrukost paran bro;.
@ Boljom separacijom nultoCaka mozemo ¢emo postici da je
f(a) - f(b) < 0.
@ NultoCke parnog reda nemoguce je direktno na¢i metodom
bisekcije.
@ Umijesto f, treba raditi s funkcijom f/f'.



Sustavi nelinearnih jednadzbi Brzina konvergencije

Brzina konvergencije

Definirajmo sada brzinu konvergencije niza iteracija. Te iteracije mogu,
ali ne moraju biti iteracije za raCunanje nultocke funkcije.

Definicija. Niz iteracija (x», n € Ny) konvergira prema tocki «
@ s redom konvergencije p, p > 1,
ako je p najveci broj takav da vrijedi

o — Xxp| < cla—xp_1|P, NeEN

za neki ¢ > 0.

Ako je p = 1, kazemo da niz konvergira linearno prema «. U tom je
slu€aju nuzno da je ¢ < 1 i obi¢no se ¢ naziva faktor linearne
konvergencije. O



Sustavi nelinearnih jednadzbi Brzina konvergencije

Prethodna definicija, katkad, nije zgodna za linearne iterativne
algoritme.

Ako u prethodnoj formuli upotrijebimo indukciju za p =1, ¢ < 1, onda

dobivamo da je
o — Xp| < ") — X9, neN.

Katkad ¢e biti mnogo lakSe pokazati ovu relaciju, nego onu iz
definicije. | u ovom slu€aju re¢i ¢emo da niz iteracija konvergira
linearno s faktorom c.

Metoda bisekcije konvergira linearno prema ovoj definiciji.



Sustavi nelinearnih jednadzbi Regula falsi

Regula falsi
(metoda pogresnog polozaja)



Sustavi nelinearnih jednadzbi Regula falsi

Gdje se nalazi nultoCka?




Sustavi nelinearnih jednadzbi Regula falsi

Metoda bisekcije:

[ ]
. * .
a X0 b



Sustavi nelinearnih jednadzbi Regula falsi

Mozda ovako:
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Sustavi nelinearnih jednadzbi Regula falsi

Sada nastavimo s ai Xp:




Sustavi nelinearnih jednadzbi Regula falsi

Funkcija izgleda ovako

Dobili smo maniji interval nego s metodom bisekcije.

e 5. o2uika 2025,
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Sustavi nelinearnih jednadzbi Regula falsi

Ali je funkcija mogla izgledati i ovako

U ovom slucaju bi metoda bisekcije dala bolji rezultat.



Sustavi nelinearnih jednadzbi Regula falsi

Regula falsi
(metoda pogresnog polozaja)

Pretpostavimo da je funkcija f : [a, b] — R
@ neprekidna na intervalu [a, b]
@ u rubovima intervala vrijedi

f(a) - f(b) < 0.

Ideja metode:
Aproksimiramo funkciju f pravcem koji prolazi toCkama

(a,f(a)) i (b, f(b)).

Trazenu nultocku « tada mozemo aproksimirati nultockom tog pravca:
b—a
f(b) —f(a)

X0 =b-— f(b)



Sustavi nelinearnih jednadzbi Regula falsi

Nakon toga,
@ pomaknemo ili to¢ku a, ili toCku b u tocku xg,

@ ali tako da je nultoc¢ka ostala unutar novodobivenog intervala (test
predznaka, kao kod raspolavljanja).

Postupak ponavljamo sve dok nismo postigli Zeljenu to¢nost.



Sustavi nelinearnih jednadzbi Regula falsi

GrafiCki, regula falsi ili metoda pogre$nog polozaja izgleda ovako

L




Sustavi nelinearnih jednadzbi Regula falsi

Uocite da Sirina intervala ap,, b, u ovom slu¢aju ne ide u 0 iako niz
aproksimacija konvergira (vjerojatno).

s




Sustavi nelinearnih jednadzbi Regula falsi

Regula falsi — osnovne ideje

Osnovne ideje metode su:
@ aproksimacija pravcem

@ i “zatvaranje” nultoCke u odredeni — sve maniji interval.

@ |z slike zakljuGujemo da je to sasvim dobra ideja,
za monotone i konveksne (ili konkavne) funkcije.

Nazalost, postoje ozbiljni problemi i s ovom metodom.
@ Konvergencija je i dalje linearna, kao kod raspolavljanja.

@ MozZe biti vrlo spora — sporija nego kod raspolavljanja.
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Sustavi nelinearnih jednadzbi Newtonova metoda

Newtonova metoda
(Metoda tangente, Newton-Raphsonova metoda)

Ideja metode: Za danu toCku xg

@ povuci tangentu na graf funkcije f u toCki (xo, f(Xo)),
i definirati novu aproksimaciju xq

@ u toCki gdje ta tangenta sijece os x.

Drugi pristup:

Funkciju f aproksimiramo u toCki x, Taylorovim polinomom 1. stupnja:
P(x) = f(xn) + ' (Xn)(X — Xp)-

Nulto¢ku funkcije f aproksimiramo s nultokom polinoma P:

f(xn)
f'(xn)’

P(Xnt1) =0 = Xpu1=Xp— n>0.

Za racunanije je dovoljno pretpostaviti da f'(x,) postoji (neprekidnost
nije bitna) i da je f'(x,) # 0 u svim tockama xp,.
5. ozujka 2025. 24/100



Sustavi nelinearnih jednadzbi Newtonova metoda

Newtonova metoda




Sustavi nelinearnih jednadzbi Newtonova metoda

Konvergencija Newtonove metode

Teorem. Neka je a jednostruka nulto¢ka funkcije f i pretpostavimo da
je f € C?(/) na nekom segmentu / koji sadrzi nulto¢ku .

Ako niz aproksimacija x, generiran Newtonovom metodom konvergira
prema a,
@ onda je brzina konvergencije (barem) kvadratna,
i na limesu vrijedi
a — Xpid ()

A (o xm2 ~ 2P(a)




Sustavi nelinearnih jednadzbi Newtonova metoda

Dokaz. Za x < [, dobivamo

F(x) = F(xn) + F () (X — Xp) + —o2 ”(§n)

(x — xn)?,

pri cemu je &, izmedu x i xp, tj. & € 1.

Uvrstavanjem nultocke x = a € I, dobivamo

F"(&n)
2

0 = f(a) = f(Xn) + F'(Xn)(a — Xpn) + (o — xp)?.



Primjer divergencije Newtonove metode

Newtonova metoda ne garantira konvergencijul!

Primjer. Neka je f : R — R dana s f(x) = arctgx. Tadajea =0
rieSenje jednadzbe f(x) = 0.

Newtonove iteracije su definirane s

X1 = Xn — (1 + x,%) arctgx.

Ako izaberemo xj tako da je

2|xo|

1+ X2

arctg|xp| >

tada niz (|xp|) divergira:

n—oo



Sustavi nelinearnih jednadzbi Newtonova metoda

Lokalna konvergencija Newtonove metode

Uz pretpostavku f'(x,) # 0, slijedi
_ f(xn) 2 "(&n)
= Xn - f/(Xn) - (a - Xn) 2f,(Xn)

f"(&n)
21 (xn)

= Xnp1 — (@ = Xp)

Za greSke u susjednim iteracijama vrijedi

2> F"(&n)
2f'(xn)’

a— Xpr1 = —(a— Xp)
stimdaje &, izmedu x, i a.

Po pretpostavci, niz x, konvergira prema «.
Onda mora vrijediti i £, — a.
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Sustavi nelinearnih jednadzbi Newtonova metoda

Iz f € C?(/) slijedi da su f" i f” neprekidne na /, pa dobivamo
f'(xp) — (o), F'(&n) — ().

Na kraju, iz pretpostavke da je « jednostruka nultocka, slijedi f'(«) # 0.

Prijelazom na limes x, — « dobivamo

||m o — Xn+1 _ f”(Oé)
n—oo (av — Xp)? 2f'(a)’




Sustavi nelinearnih jednadzbi Newtonova metoda

Odavdje vidimo da je Newtonova metoda, kad konvergira,
@ (barem) kvadratno konvergentna.

Ako je f(«) = 0, konvergencija moze biti i brza od kvadratne!

ZakljuCak vrijedi
@ samo ako je f'(a) # 0, tj. « je jednostruka nultocka.

Za viSestruke nultocke ovo ne vrijedi, jer
@ konvergencija moze biti i samo linearna (malo kasnije).
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Lokalna konvergencija Newtonove metode

Teorem. Neka je « jednostruka nultocka funkcije f i neka je

L:={xeR||x—a|<e}
segment radijusa ¢ oko a.

Pretpostavimo da je f € C?(l.) za sve dovoljno male ¢ > 0.
Definiramo brojeve

my(e) == )r(r1€|Ir1 If'(x)], Ma(g) := max|f’(x)],

xe€le
i, na kraju,

_ Ma(e)
M(e) = 2”?1 (e)
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Sustavi nelinearnih jednadzbi Newtonova metoda

Ako je ¢ toliko mali da vrijedi
2:M(e) < 1,
onda je, za bilo koju startnu toCku xy € I,
@ Newtonova metoda dobro definirana,
@ i konvergira barem kvadratno prema jedinoj nultocki o € I..

Teorem kaze da postoji okolina /. oko nultoCke « takva da
je metoda konvergentna za svaki izbor xg € I. (uz uvjet da je f'(«) # 0).



Sustavi nelinearnih jednadzbi Newtonova metoda

Dokaz. Zato $to je « jednostruka nultocka, slijedi f'(a) # 0. To znadi

f//(a)
2f'(«)

. L My(e)
lim M(e) = Im e =

)

pa postoji dovoljno mali ¢ > 0, takav da je 2eM(e) < 1.
@ Uocimo da je f'(x) # 0 za svaki x € I. (jer je Mz(g) my(g) < 0).

@ « je jedina nultocka funkcije f u /..
f' # 0 pa je f strogo monotona.



Sustavi nelinearnih jednadzbi Newtonova metoda

Neka je x, € I. bilo koja aproksimacija.

Onda je f'(xn) # 0, i korak Newtonove metode je dobro definiran

f(x
Xn+1 = Xn - f/(()(,:]))

Relacija za greske dviju susjednih iteracija glasi

2 "(&n)
21 (xn)’

a— Xppp1 = —(a — Xpn)
gdje je £&n izmedu X, i o, pa vrijedii & € I..

Za drugi faktor na desnoj strani onda vrijedi ocjena

F"(&n) | _ Ma(e)
2f'(xn)| — 2m ()

= M(e).

35/100



Sustavi nelinearnih jednadzbi Newtonova metoda

Sada
loo = Xpi1| < |a— xp2 M(e) = (iskoristimo o — x,| < =)
< |a—xpleM(e) = (zbog =M(s) < 1/2 < 1)
< ’a - X0| <e,

la = Xpi1| <e = Xppr € L

Indukcijom slijedi da ako je xo € I. onda je i x, € I, Vn.



Sustavi nelinearnih jednadzbi Newtonova metoda

Preostaje joS samo dokazati konvergenciju niza x, prema .

Relacija za greske dviju susjednih iteracija je

f// n
a—Xpp1 = —(a — Xn)2 z,f,((ijy

gdje je £pizmedu xn i o, paje & € ..
Za drugi faktor na desnoj strani opet vrijedi ocjena

F'(&n) | _ Ma(e)

27 ()| = 2my(e) ~ M)




Sustavi nelinearnih jednadzbi Newtonova metoda

Sada redom dobivamo

o= Xpet] < e — X2 M(e)
< eM(e) |a — xp|
< ...(induktivno spustamo n do nule)
< (M@)o = xol.

Zbog
eM(e) <1/2 <1

odavde slijedi da
X — « kada n— oo.



Sustavi nelinearnih jednadzbi Newtonova metoda

Globalna konvergencija Newtonove metode

U analizi konvergencije i ocjenama greske koristili smo pretpostavku
daje

@ f strogo monotona na [a, b],

@ tj. da prva derivacija f' ima fiksni predznak na [a, b].

Ako i druga derivacija ima fiksni predznak na tom intervalu, onda
mozemo dobiti i

@ globalnu konvergenciju Newtonove metode,
@ uz odgovarajuéi izbor startne tocke xg,
slicno kao kod regule falsi.



Sustavi nelinearnih jednadzbi Newtonova metoda

Teorem. Neka je f € C?[a, b] i neka je f(a) - f(b) < 0.
Ako prva i druga derivacija f' i f/ nemaju nultoCku u [a, b], tj.
@ ako f"i f” imaju konstantan predznak na [a, b],

onda Newtonova metoda konvergira prema
@ jedinstvenoj jednostrukoj nultocki o funkcije f u [a, b],
i to za svaku startnu aproksimaciju xo € [a, b], za koju vrijedi

f(xo) - f"(x0) > 0.
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Sustavi nelinearnih jednadzbi Newtonova metoda

Dokaz. Gledamo samo jedan od Cetiri moguéa slucaja za predznake f’
i f”.

BSO f > 0if” > 0na|a,b], tj.f je monotono rastuca i konveksna na
[a, b].

Zbog f” > 0, startna aproksimacija X, mora zadovoljavati
f(xo) >0 1. a<x
jer f raste.

Neka je (xp, n € Np) niz iteracija generiran Newtonovom metodom iz
bilo koje startne tocke xq za koju je f(xg) > 0

f(x,
Xn+1 = Xn — f’((XI:))'




Sustavi nelinearnih jednadzbi Newtonova metoda

Indukcijom pokazimo da je

o < Xpr1 < Xn, VN e Np.

Jerje f(xp) >0if >0:
f(xn)

Xn41 = Xn — F(Xn) < Xn

8to pokazuje da niz (x,) monotono pada.



Sustavi nelinearnih jednadzbi Newtonova metoda

Neka je x, > «. Tada

f(xn)
Xnp1 —@ = Xp—a— F(Xn) =
_ Xn_a_f(xn)ff(a)xnfoz

Xnp—a  f'(Xpn)

f(xn)—f()
_ _ _ Xpn—a
— (Xn Oé) [1 7f’(Xn) ]

Argument: sli¢no kao u regula falsi, koeficijent smjera sekante maniji je
od koeficijenta smjera tangente:

f(xn)=f(c)
f(xn) — f(a) . Xn—al
T —a < f(xp) tj. 1-— ) > 0.



Sustavi nelinearnih jednadzbi Newtonova metoda

Tangenta je strmija od sekante:

f(xn) — f(e)

Xp—

0<

< f'(xn)



Sustavi nelinearnih jednadzbi Newtonova metoda

Sada je
F(xn)—F()
Xn
Xpy1 —a = (Xp — @) 1—W >0
tj.
Xn+1 > Q.
(xn) padajuci i odozdo ogranic¢en s «
= (xp) konvergentan
= (prije dokazano) Iirr’n Xn = Q. O



Sustavi nelinearnih jednadzbi Newtonova metoda

Izbor startne tocke za Newtonovu metodu

Ako pogledamo graf funkcije f na [a, b], startnu tocku x
@ treba odabrati na “strmijoj” strani grafa funkcije.

Izbor startne toCke xq ako je f' > 0.
|

/S
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Sustavi nelinearnih jednadzbi Newtonova metoda

Izbor startne toCke xq ako je f' < 0.
|

S \




Sustavi nelinearnih jednadzbi Newtonova metoda

Ocjena greske iteracija u Newtonovoj metodi

Pretpostavimo da sve iteracije x, leze unutar intervala [a, b].
Onda mozemo dobiti i ocjenu

@ lokalne greske susjednih iteracija u Newtonovoj metodi,
u terminima veli¢ina M, i my.

Iz ranije relacije za gre$ku

"'(€n—1)

_ = (v — 2 1 \Sn=1/
(6% Xn (OL Xn—1) 2f,(Xn_1)’
gdje je &,_1 izmedu nultoCke a i X,_1, odmah slijedi

Mo
lae — Xp| < T (o — Xp_1)%.

Ova ocjena nije narocito korisna za praksu, jer nultoCku o ne znamo.
Trazimo ocjenu preko veliina koje znamo izracunati.



Sustavi nelinearnih jednadzbi Newtonova metoda

Za dvije susjedne iteracije x,_1 i X, u Newtonovoj metodi vrijedi

f(xn) = f(Xn—1)+ F'(Xn—1)(Xn — Xn—_1)
+ f (551) (Xn — Xn—1)27

pri cemu je &,_1 izmedu X,_1 i Xp.

Jer je
f(Xn—1) + F'(Xp—1)(Xn — Xp_1) = 0,
slijedi
f"(&En_
f(xn) = (’52" 1) (Xn — Xn_1).
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Sustavi nelinearnih jednadzbi Newtonova metoda

Iz x,_1, Xn € [a, b], paondai&,_ ¢ € [a, b] dobivamo

2 (Xn — Xp_1)>.

)] < 2

Kao i kod metode bisekcije, ako je my > 0, vrijedi ocjena

)|

— Xn| <
| nl < m;

Kombinacijom ovih ocjena dobivamo

Mo
la — xp| < T (Xn — Xp_1)?.



Sustavi nelinearnih jednadzbi Newtonova metoda

Ako je ¢ trazena toCnost, onda zahtjev

M.

2
Xn — Xp— <
21(n n1)_5

garantira da je |« — x»| < €, do na greSke zaokruzivanja.
Uz ovaj, mozemo koristiti i raniji test zaustavljanja

F(xa)] < e



Sustavi nelinearnih jednadzbi Metoda sekante

Metoda sekante

@ U Newtonovoj metodi koristimo tangentu u toCki xg kao
aproksimaciju funkcije f.

@ Ako umjesto tangente koristimo sekantu u toCkama xp i x; —
metoda sekante

@ Zarazliku od metode regula falsi, ne provjeravamo predznake!

@ Dakle. zadnje dvije aproksimacije definiraju sekantu i nova
aproksimacija je nultocka sekante.



Sustavi nelinearnih jednadzbi Metoda sekante

Iz poCetnih xo i Xy generiramo niz (xp).

Sekanta definirana s x,_1 i X5, je

f(xn) — f(Xn_1)

P(x)=f — Xp).
() = flxn) + =5 — == (= xm)
Nova aproksimacija je nultoCka sekante.
Metoda sekante:
Xni1 = Xn — F(Xn) Xn — Xn—1 n>1.

f(xn) — f(Xn_1)’
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Sustavi nelinearnih jednadzbi Metoda sekante

Metoda sekante — graficki




Sustavi nelinearnih jednadzbi Metoda sekante

Primijetite da je nultoCka ne nalazi u intervalu [x, 1, Xp1 2]



Sustavi nelinearnih jednadzbi Metoda sekante

Red konvergencije metode sekante
Red konvergencije metode sekante je

1+V5
2

Izmedu linearne i kvadrati¢ne konvergencije.

=1.618...

@ Newtonova metoda - p = 2 uz raCunanje vrijednosti funkcije i
derivacije

@ metoda sekante - p = 1.618 uz jedno racunanje vrijednosti
funkcije

@ u dva koraka metode sekante dva puta raCunamo funkciju —
priblizno ista sloZzenost kao Newtonova metoda.

@ U dva koraka metode sekante dobijemored g =g+ 1 =2.618 -
bolje nego Newtonova metoda!



Sustavi nelinearnih jednadzbi Sustavi nelinearnih jednadzbi - Newtonova metoda

Sustavi nelinearnih jednadzbi - Newtonova metoda

Izvor: J. Stoer, R. Bulirsch,
‘Introduction to Numerical Analysis’, 2nd ed.,Springer-Verlag

Nekasu f;: R" - R, i=1,...,ndane funkcije.

Trazimo rjeSenje sustava jednadzbi

f1(X1,X2,...,Xn) = 0,
f2(X17X27-~-,Xn) - 07
fn(X1, X0, ...,Xn) = 0.



Sustavi nelinearnih jednadzbi Sustavi nelinearnih jednadzbi - Newtonova metoda

Sustav mozemo zapisati u obliku:

gdje je



Sustavi nelinearnih jednadzbi Sustavi nelinearnih jednadzbi - Newtonova metoda

Jacobijan

Za funkciju f : R" — R" kazemo da je diferencijabilna u toCki x € R”
ako postoji n x n matrica A za koju je

i 1100 = 1) = Ax = x0)|

=0.
X=X X — Xol|

A — Jacobijeva matrica Df (Jf) u xp.

Df(x) = {g)’;’j] -
ij
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Lema. Ako Df postoji za svaki x iz konveksnog podrucéja Cy C R” i ako
postoji konstanta ~ za koju je

I1Df(x) = DIl <~ llx =yl vx,y € Co,

tada za svaki x, y € Cy vrijedi ocjena

I£x) = £(y) = DEY)(x = )] < 2 lIx = v,
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Newtonova metoda za sustav jednadzbi

Funkciju f u tocki xx aproksimiramo s

P(x) = f(xx) + Df(xk) (X — Xx).

Nova aproksimacija xx 1 je nulto¢ka funkcije P:

X1 = Xk — [DF(xi)] ™ £(Xc).

Ovo je Newtonova metoda za sustav nelinearnih jednadzbi.

U iteracijama ne raCunamo inverz matrice Df(x,) vec
rieSavamo sustav
Df(xk) (x — xx) = —f(Xk).
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Kvadrati¢na konvergencija

Teorem. Neka je C C R" dan otvoren skup. Nadalje, neka je Co
konveksni skup i Cy C C te neka je f : C — R" funkcija koja je
diferencijabilna na Cy i neprekidna na C. Neka su za neki xp € Cy

dane pozitivne konstante sa sljede¢im svojstvima:

Sr(x) = Xl x—x |l<r}C Co,
_aBy
h = > <1,
ro= [0
T 1-h
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i neka f(x) zadovoljava

a) [|Df(x) = DIY)Il <~ lIx =yl vx,y € Co,

b) Df(x)~" postoji i zadovoljava HDf(x)‘1 H <B, VxeC,

c) HDf(xo)—1f(xo)H <a
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Tada
@ Pocevsi od xg, svaka tocka

Xkt = Xk — Df(x) ' f(x¢), k=1,2,...
je dobro definirana i zadovoljava xx € Sy(xp) za sve k > 0.

Q klim Xk = « postoji i zadovoljava « € Sy(xp) i f(a) = 0.
—00

©Q Zasvek>0je

h2k—1
Jer je 0 < h < 1, Newtonova metoda je konvergentna najmanje

kvadrati¢no.
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Uz malo jace uvjete, nultoCka je jedinstvena.

Teorem. (Newton-Kantorovich) Neka je dana funkcija
f: C CR"— R"ikonveksni skup Cy C C te neka je f neprekidno
diferencijabilna na Cy i zadovoljava uvjete

a) [|Df(x) = Df(y)ll < vllx = yll, Vx,y € Co,
b) || Df(x0) ™" f(x0)|| < @
o) |[Dftxo) | < 5.

za neki xp € Cy. Definirajmo

h = apBy,
1Fv1-2h
—) Q.

Nz = h
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1
Ako je h < > i Sr,(x0) C Cp tada se niz (xx) definiran s

Xk_t’_‘]:Xk_Df(Xk)i‘lf(Xk)? k:1727

nalazi u S, (xp) i konvergira k jedinstvenoj nultocki funkcije f u



Jednostavne iteracije

Osnovna ideja:

Jednadzbu
f(x)=0

zapiSemo u ekvivalentnom obliku obliku
X = ().
Ekvivalentno znaci: f(a) =0 & o= ¢p(«).
Metoda jednostavnih iteracija: Za zadani xy definiramo niz

Xn+1 = @(Xn), n>0.

Osnovno pitanje: kada niz (x,) konvergira i da li je Iilr7n Xp =«
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Primjer. Reformulirajmo problem
—a=0, a>0
u oblik jednostavne iteracije.

Na primjer, to mozemo napraviti na jedan od sljedecih nacina:
1. x = x2 + x — a, ili opéenitije x = x + ¢(x?> — a) za neki ¢ # 0,
2. x=a/x,
3. x=05(x+a/x).

Primjer. Newtonova metoda, takoder, pripada klasi jednostavnih
iteracija, jer je
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Osnovni teoremi
RjeSenje jednadzbe
X = o(X).
se naziva fiksna tocka.
Lema. Neka je funkcija ¢ neprekidna na [a, b] i neka je
¢([a, b]) € [a, b]
Tada problem x = ¢(x) ima barem jedno rjeSenje na |[a, b].
Dokaz. Za neprekidnu funkciju ¢(x) — x na [a, b] zbog
a<p(x)<b, Vxe]la,b],vrijedi
pa@)—a=>0, ¢b)—b<0.

Dakle, funkcija ¢(x) — x je promijenila predznak na [a, b], a to moze
samo prolaskom kroz nultocku (neprekidna je!). O
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Lema. (Banachov teorem o fiksnoj tocki) Neka je funkcija ¢
neprekidna na [a, b] i neka je
o([a b]) € [a, b].

Nadalje, pretpostavimo da postoji konstanta g, takvadaje0<g< 1i
vrijedi
lp(X) =W < qlx—yl, Vx,y€[ab].
Tada x = ¢(x) ima jedinstveno rieSenje o unutar [a, b]. Takoder, niz
iteracija
Xni1 = (Xn), Nn=0

konvergira prema « za proizvoljni xy € [a, b].
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Za funkciju ¢ koja zadovoljava

lo(x) —e(y) < qlx—yl|, Vx,yeD.

kazemo da je Lipshitz neprekidna ili da zadovoljava Lipshitzov uvijet.

Ukoliko je g € [0, 1) tada kazemo da je ¢ kontrakcija.
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Dokaz. Prema prethodnoj lemi, postoji barem jedno rjeSenje « € |a, b].

Kada bi postojalo i drugo rjeSenje 5 # «
pla) =a i ¢(B) =45,

tada bi
la = B[ = lp(e) = ¢(B)] < gla = ] < |a—F].
Sto je kontradikcija.

RjeSenje je jedinstveno.
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Konvergencija. Neka je xg € [a, b] proizvoljan.
Jednostavnom indukcijom slijedi

= Xal = (@) = @ (xn-1)| < Gla— Xp_1] < ... < G"la = Xol,

zan>1.

Ako pustimo n — oo, onda g" — 0, pa vrijedi x, — «. 0

Primijetimo da posljednja formula znaci da jednostavna iteracija
konvergira linearno s faktorom q.

Lema vrijedi i na R
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Ako je ¢ derivabilna na [a, b], onda je
p(x) —oy) =¢'(E)(x—y), &izmeduxiy,
zasve x, y € [a, b]. Definiramo

g :=M; = max _|¢'(x)],
x€[a,b]

onda mozemo pisati

p(X) =) < qlx —yl, vxelab]

Ukoliko je g < 1 mozemo primijeniti prethodnu lemu.
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Teorem. Neka je ¢ € C'[a, b] takva da je ¢([a, b]) C [a, b] i neka je

q :=M; = max_|¢'(x)] < 1.
x€[a,b]

Tada vrijedi:
1. x = p(x) ima to€no jedno rieSenje « € [a, b,

2. zaproizvoljni xg € [a, b] i jednostavne iteracije X1 = ¢(Xn), n >0

vrijedi

||m Xn — OZ,
n—oo

o= xn| < @l = X

— X
lim &S ¢ ().

n—oo (v —Xn

Dokaz. Jednostavno iz prethodne leme.

5. ozujka 2025.
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Ocjena greske

Za dvije susjedne iteracije vrijedi

| Xn — Xn—1|

pri cemu je &1 € I[Xp—2, Xp—1].

A

IN

lo(Xn—1) — p(Xn—2)|

" (€n—1)] [Xn—1 — Xn_2]

q|Xn—1 — Xp—_2|

q" xs — X0l

5. ozujka 2025.
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Sada promatrajmo pona$anije sljedeéeg niza

| Xn+p — Xn| = |Xn4p — Xntp—1 + Xntp—1 — -+ Xnp1 — Xn

IN

[Xn+p — Xnip—1| + -+ [Xnt1 — Xnl

IN

qp‘xn — Xn—1 ‘ +ot q‘Xn — Xn—1 |

1—qgP -
qﬁ]xn — Xp_1| = (vrijedi 1 — gP < 1)

|Xn — Xp_1]-

Na limesu za p — oo vrijedi Xp1p — o, pa
n

1-qg

lov — Xp| < |Xn — Xp—1] < X1 — Xol.

1-qg
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Teorem o konvergenciji mozemo napisati i malo drugacije.

Teorem. Neka je a rjeSenje problema x = ¢(x) i neka je ¢ neprekidno
diferencijabilna na nekoj okolini od « i neka je |¢'(«)| < 1. Tada vrijede

svi rezultati prethodnog teorema, uz pretpostavku da je xp dovoljno
blizu «.

Dokaz. Po pretpostavci postojie > 0i / = [a — e, + ¢] takav da je
max |¢'(x)] < g < 1.
Tada je ¢(/) C I, jer |a — x| < e povlaCi
o — p(X)| = [p(@) — (x)| = |[¢'(E)lla — x| < gla— x| < e.

Sada mozemo primijeniti prethodni teorem za [a, b] = I. O
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Primjer iteracijskih funkcija

Primjer. Za problem x2 — a = 0, a > 0 definirali smo tri jednostavne
iteracijske funkcije:
1. x = x> + x — a, ili opéenitije x = x + ¢c(x?> — a) za neki ¢ # 0,

o(x)=x2+x—a — ¢(x)=2x+1iunultotkia = aje
¢'(Va)=2va+1>1,
- iteracijska funkcija nec¢e konvergirati.
U opéenitijem je slu¢aju ¢(x) = x + ¢(x® — a), paje
d(x)=1+2cx — ¢'(Va)=1+2cva

Da bismo osigurali konvergenciju, mora biti

1
—1<1+2cv/a<1, odnosno — — <c<0.

Vva



2. x=a/x,
p(x)=a/x — ¢'(x)=-a/x* paje
¢'(Va) =1,
- iteracijska funkcija nec¢e konvergirati.
3. x=05(x+a/x).

o(x)=05(x+a/x) — ¢ (x)=05(1-a/x?), paje

- iteracijska funkcija konvergira u okolini nultocke o = v/a.

Posljednja iteracijska funkcija je Newtonova metoda za x> —a= 0, a
poznavali su ju jo$ Babilonci.



Primjeri
Numericki red konvergencije

Red konvergencije niza iteracija (x», n € Np) koji konvergira prema
nultocki « je najveti eksponent p, p > 1, za koji vrijedi
I- |Oé B Xn—1 | _
m —

=c>0
n—oo |aw — Xp_o|P ’

gdje je xn niz iteracija generiran nekom metodom, uz neki start
dovoljno blizu nultocke.

Kako iz niza (x,) procijeniti p?

« je nepoznat.

Ako smo dovoljno blizu nulto¢ke « (k dovoljno velik),
]a — Xk| ~ C|a — Xk—1 |p,
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U usporedbi tri aproksimacij x,_2, X,_1 1 X je a ~ X, pa vrijedi i

|Xn — Xp—1| = Cn|Xn — Xn—Z‘pna
|Xn — Xp—2| = Cn|Xn — Xn—S‘pna

- oCekujemo da je p, =~ p i ¢, &~ ¢ za dovoljno velike n.

Podijelimo

|Xn — Xn—1| (|Xn - Xn—2‘>p’7
)

|Xn — Xn—2| B |Xn — Xn_3|

_ log|xn — Xp_1| — log |Xn — Xn_2|

n — .
log |Xn — Xp_2| — log | Xn — Xp_3]
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Numericki primjer

Primjer 1. Trazimo nultocku funkcije
f(x)=x3—-15.
Nije tesko locirati nultocku a € [1,2]:

f(1)=-05<0, f(2)=65>0.

f strogo rastuc¢a, po dijelovima konveksna/konkavna, jedinstvena
nultocka

Svo ra¢unanije je provedeno u preciznosti extended.
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Metoda bisekcije, tocnost ¢ = 108

z:= f(an) - f(xn).

n an bn Xn f(xn) Zn
0 1.000000000 2.000000000 1.500000000 1.875000000 <O
1 1.000000000 1.500000000 1.250000000 0.453125000 <O
2 1.000000000 1.250000000 1.125000000 —0.076171875 >0
3 1.125000000 1.250000000 1.187500000 0.174560547 <0
4 1.125000000 1.187500000 1.156250000 0.045806885 < 0
5 1.125000000 1.156250000 1.140625000 —0.016017914 >0
6 1.140625000 1.156250000 1.148437500 0.014684200 <0
7 1.140625000 1.148437500 1.144531250 —0.000719249 >0
8 1.144531250 1.148437500 1.146484375 0.006969355 < 0
9 1.144531250 1.146484375 1.145507813 0.003121776 <0
10 1.144531250 1.145507813 1.145019531 0.001200444 <0
11 1.144531250 1.145019531 1.144775391 0.000240393 <0
12 1.144531250 1.144775391 1.144653320 —0.000239479 >0
13  1.144653320 1.144775391 1.144714355 0.000000444 <0

5. ozujka 2025.
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Metoda bisekcije, tocnost ¢ = 108

m a b X (%) 4
14 1.144653320 1.144714355 1.144683838 —0.000119521 >0
15 1.144683838 1.144714355 1.144699097 —0.000059539 >0
16 1.144699097 1.144714355 1.144706726 —0.000029548 >0
17 1.144706726 1.144714355 1.144710541 —0.000014552 >0
18 1.144710541 1.144714355 1.144712448 —0.000007054 >0
19  1.144712448 1.144714355 1.144713402 —0.000003305 >0
20 1.144713402 1.144714355 1.144713879 —0.000001431 >0
21 1.144713879 1.144714355 1.144714117 —0.000000493 >0
22 1.144714117 1.144714355 1.144714236 —0.000000025 >0
23 1.144714236 1.144714355 1.144714296 0.000000210 <O
24 1.144714236 1.144714296 1.144714266 0.000000092 <0
25 1.144714236 1.144714266 1.144714251 0.000000034 <O
26 1.144714236 1.144714251 1.144714244 0.000000005 <O
27 1.144714236 1.144714244 1.144714240 —0.000000010

5. ozujka 2025.
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IzraCunata rje$enja su (ispisane sve znamenke):
@ zatoénost 10~8 rieSenje je xo7 = 1.14471423998475075,
@ zatoénost 10~ '8 rjesenje je x50 = 1.14471424255333210.

Na prethodne dvije folije:
@ vidi se spora konvergencija metode (broj vodecih nula u f(x,) se,
uglavnom, linearno povecava),
@ ponegdije, kao u xq3, dolazi do ¢udnog povecanja broja vodecih
nula u f(xp).
Objasnjenje: sluajno smo u raspolavljanju stigli blizu nultocCke,
iako je duljina intervala jo$ uvijek prevelika.
Uocite broj iteracija potreban za odgovarajucu to¢nost!



Sustavi nelinearnih jednadzbi Primjeri

Newtonova metoda, toénost ¢ = 1018

X

f(x)

korekcija

NoOORWN—=O| >

2.000000000000000
1.458333333333333
1.207324263038549
1.147904978266562
1.144723103357739
1.144714242621919
1.144714242553332
1.144714242553332

6.500000000000000
1.601490162037037
0.259834330619978
0.012578134527712
0.000034833084971
0.000000000269625
0.000000000000000
0.000000000000000

0.541666666666667
0.251009070294785
0.059419284771986
0.003181874908824
0.000008860735819
0.000000000068587
0.000000000000000

NultoCka ispisana na sve izraGunate znamenke je
X7 = 1.14471424255333187.

5. ozujka 2025.
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Newtonova metoda, kvadratna konvergencija

Gledamo li korekcije napisane u znanstvenoj notaciji, vidimo podrucje

kvadratne konvergencije, gdje se broj to¢nih znamenki u svakom

koraku udvostrucava.

X

f(x)

korekcija

2.00000000000000000
1.45833333333333333
1.20732426303854875
1.14790497826656245
1.14472310335773870
1.14471424262191933
1.14471424255333187
1.14471424255333187

NOOTRWN=O| S

6.50000000000E+00
1.60149016204E+00
2.59834330620E—01
1.25781345277E—-02
3.48330849709E—05
2.69625000386E—10
1.08420217249E—-19
1.08420217249E—19

5.416666667E—01
2.510090703E—01
5.941928477E—-02
3.181874909E—-03
8.860735819E—06
6.858746179E—11
2.758003708E—-20

Isti smo zakljuCak mogli vidjeti i bez znanstvene notacije — pogledajte

kako se povecava broj vodecih nula u korekciji.

5. ozujka 2025.
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Newtonova m., numericki red konvergencije

X

NOORWN—=-O| 3

2.00000000000000000
1.45833333333333333
1.20732426303854875
1.14790497826656245
1.14472310335773870
1.14471424262191933
1.14471424255333187
1.14471424255333187

1.63738
1.84894
1.97750
1.99937

4.03440E—-01
5.34225E—01
7.64767E—01
8.67206E—01

5. ozujka 2025.
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Metoda sekante, to¢nost ¢ = 1018

Za metodu sekante potrebne su dvije startne tocke i to su xg = 21i
xq = 1.5, aizraCunata nulto¢ka x1o ima sve znamenke jednake
aproksimaciji x7 izracunatoj Newtonovom metodom.

>

X f(x) korekcija

2.000000000000000 6.500000000000000

1.500000000000000 1.875000000000000 0.202702702702703
1.297297297297297 0.683325765502537 0.116233090792778
.181064206504520 0.147481413791545 0.031991044609771
.149073161894749 0.017200732670849 0.004223722208545
.144849439686204 0.000531537856385 0.000134683664909
.144714756021295 0.000002018501023 0.000000513407324
.144714242613971  0.000000000238377 0.000000000060639
.144714242553332  0.000000000000000 0.000000000000000
.144714242553332  0.000000000000000 0.000000000000000
.144714242553332  0.000000000000000

QOWoONOORAWN—-O
[ O GG

—_
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M. sekante, numericki red konvergencije

. .1
Red konvergencije metode sekante je 5(1 +5) ~1.6180, a
numericki red konvergencije ga dobro aproksimira.

3>

X

Pn

Cn

—_

QOWONOORWN—=O

2.00000000000000000

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

.50000000000000000
.29729729729729730
.18106420650451962
.14907316189474910
.14484943968620389
.14471475602129474
.14471424261397050
.14471424255333190
.14471424255333187
.14471424255333187

1.07039
1.77904
1.49493
1.63923
1.60467
1.62274
1.61618

3.94966E—01
9.54986E—01
6.02649E—01
9.97717E—-01
8.29830E—01
9.74858E—01
8.86501E—01

5. ozujka 2025.
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Primjer (ne)konvergencije Newtonove metode

Primjer 2. Nultocka funkcije
f(x) = arctg(x)

je x = 0, ali Newtonova metoda nece konvergirati iz svake startne
tocke Xo-
@ Sigurnu konvergenciju ne mozemo osigurati, jer f” mijenja znak
ba$ u nultocki.

Naci ¢emo to¢ku 3 za koju vrijedi

|xo| < |5| = Newtonova metoda sa startom xp konvergira,
|xo| > |8| = Newtonova metoda sa startom xq divergira,
|xo| = |8] = Newtonova metoda sa startom x; ciklira.
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Kako ¢emo nadi toCku “cikliranja”? Funkcija f(x) = arctgx je neparna,
pa je dovoljno da

@ tangenta na f u toCki S presijeCe os x u toCki —f.
JednadZzba tangente na arctg u tocki 3 je

y —arctg = (x = B),

1+ 2
pa Ce tangenta sje¢i os x u —f3, ako je

2p

arctgg = W’

¢ime smo dobili nelinearnu jednadzbu po j.
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Zbog neparnosti, postoje dva rjeSenja, suprotnih predznaka, i mozemo
ih izracunati metodom bisekcije

8 = 41.39174520027073489.
Pokazimo ponasanje Newtonove metode ako je startna tocka
X=p8 1, 15

a zaustavljamo se, ili ako postignemo tocnost 101, ili nakon najvise
10 iteracija.
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Primjer cikliranja Newtonove metode

Za xp = p graf je

_—

——

e 5. ozujka 2025.
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Primjer cikliranja Newtonove metode (nast.)

Tocnost nije postignuta nakon 10 iteracija.

3

X f(x) korekcija
1.391745200270735 0.947747133516990 2.783490400541470
—1.391745200270735 —0.947747133516990 —2.783490400541470
1.391745200270735 0.947747133516990 2.783490400541469
—1.391745200270734 —0.947747133516990 —2.783490400541468
1.391745200270734 0.947747133516990 2.783490400541466
—1.391745200270732 —0.947747133516989 —2.783490400541459
1.391745200270727 0.947747133516988 2.783490400541440
—1.391745200270713 —0.947747133516983 —2.783490400541391
1.391745200270678 0.947747133516971 2.783490400541262
—1.391745200270584 —0.947747133516939 —2.783490400540922
1.391745200270337 0.947747133516939
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Zbog malih greSaka zaokruzivanja metoda bi konvergirala.
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Primjer konvergencije Newtonove metode

Za xp = 1 graf je




Sustavi nelinearnih jednadzbi Primjeri

Tocnost se postize nakon 6 iteracija.

X

f(x)

korekcija

AR WN—=-O| >

1.000000000000000
—0.570796326794897
0.116859903998913
—0.001061022117045
0.000000000796310
—0.000000000000000
0.000000000000000

0.785398163397448
—0.518669369255017
0.116332265113896
—0.001061021718890
0.000000000796310
—0.000000000000000
—0.000000000000000

1.570796326794897
—0.687656230793810
0.117920926115958
—0.001061022913354
0.000000000796310
—0.000000000000000

Metoda kvadratno konvergira, ali ne konvergira monotono prema

nultocki.
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Primjer divergencije Newtonove metode

Za xp = 1.5 graf je
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Metoda divergira, ali f(x) konvergira prema £7.

]

X f(x) korekcija
1.5000000000E+-000 0.9827937232473 3.1940796006E+000
—1.6940796006E+000 —1.0375463591379 —4.0152065620E+-000
2.3211269614E+000 1.1640020424220 7.4352147982E-+000
—5.1140878368E+000 —1.3776945287028 —3.7409771751E+001
3.2295683914E+001 1.5398423269080 1.6076126347E+-003
—1.5753169508E+003 —1.5701615339901 —3.8965513247E+006
3.8949760078E+006 1.5707960700539 2.3830292869E+013
—2.3830288974E+013 —1.5707963267949 —8.9202801611E+026
8.9202801611E+026 1.5707963267949 1.2499045994E 4054
—1.2499045994E+054 —1.5707963267949 —2.4539946375E+108
2.4539946375E+108 1.5707963267949

QCQOWONOUPAWN—=O

—_




	Sustavi nelinearnih jednadžbi
	Sadržaj
	Uvod
	Metoda bisekcije
	Brzina konvergencije
	Regula falsi
	Newtonova metoda
	 Metoda sekante
	Sustavi nelinearnih jednadžbi - Newtonova metoda
	Jednostavne iteracije
	Primjeri


