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1

Simetrije u nuklearnoj fizici i algebra
momenta impulsa

1.1 Infinitezimalne rotacije u klasi¢noj mehanici

U trodimenzionalnom euklidskom prostoru rotacije se opisuje realnom, ortogonalnom matricom R

dimenzije 3x3:
V=RV |

gdje su V' i V' trodimenzionalni vektori prije i poslije rotacije:

Vs v/
v=|v, vi=| vV
V. V!

Za takve matrice vrijedi:
RRT=RTR=1 |,

gdje je RT oznaka za transponiranu matricu, tj. matricu za koju vrijedi:

], - m,

ij Jt

Zbog ortonormiranosti matrice rotacije vrijedi:

JVEHVE+VE= V2LV v

Da bi eksplicitno zapisali marticu rotacije R, postavimo koordinatni sustav tako da se z-os
poklapa s osi rotacije. Rotirat éemo tijelo, a ne koordinatni sustav (takav pristup obi¢no se naziva
“aktivna rotacija”). Kut rotacije ¢ uzet ¢emo kao pozitivan ako se rotacija u zy-ravnini odvija u
smjeru suprotnom od smjera kazaljke na satu (gledano iz smjera pozitivnog dijela osi z). Tada za
matricu rotacije vrijedi:

cos¢p —sing 0
R,(¢p)=| sing cos¢p O . (1.1)
0 0 1

Indeksom “z” naglaseno je da se rotacija vrsi oko osi z.
Kada je kut rotacije ¢ vrlo (infinitezimalno) malen, matrica rotacije moze se napisati ovako:

0
ol (1.2)
1
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gdje su svi ¢lanovi viseg reda (¢3, ¢, ...) zanemareni. Posve se analogno za rotacije oko osi = i y
moze zapisati (ciklicnim permutacijama ¢ — y, y — z, 2 — x u izrazu 1.2):

1 0 0 1 0 0
Ry(¢)=| 0 cos¢ —sing |~| 0 1-2 —¢ , (1.3)
. 2
0 sing coso¢ 0 & 1-<
cos¢p 0 sing 1-— %2 0 10}
Ry (¢) = 0 1 0 A 0 1 0 . (1.4)
—sing 0 cos¢ 6 0 _ %2

Pogledajmo sad efekt infinitezimalne rotacije oko x-osi nakon koje slijedi infinitezimalna rotacija
oko y-osi:

1-£ 0 ¢ 10 0
Ry(¢)Rx(¢) = o 1 0 0 1-% 6 | =
¢ 0 1=5/\0 ¢ 1-%
I
= 0 1-% -4 : (1.5)
¢ 1-%

Analogno, za infinitezimalnu rotaciju oko y-osi nakon koje slijedi infinitezimalna rotacija oko x-osi
dobivamo:

1 0 0 1_%2 0 b
Rx(@)Ry(¢) = | 0 1-% —¢ 0 10 =
0 ¢ 1-% 6 0 1-%
-2 0 o0
= | ¢ =5 -6 |- (L6)
¢ 1-%

Zaklju¢ujemo da infinitezimalne rotacije oko razli¢itih osi ne komutiraju ako u obzir uzmemo
i ¢lanove reda ¢? (i vise):

0 —¢% 0
Ry(¢)Ry(¢) —Ry(#)Rx(¢) = | ¢* 0 0 | =Rg(¢") -1 . (1.7)
0 0 0

Buduéi da se jedini¢cna matrica 1 moze zapisati kao rotacija za kut 0° oko bilo koje osi:
1=Rany(0) ,

izraz 1.7 se moze zapisati u obliku koji ¢e biti pogodniji za kasnije povlacenje analogije s algebrom
momenta impulsa:

Rx(¢)Ry(¢) — Ry (¢)Rx(¢) = Rz(¢°) — Rany(0) . (1.8)

1.1.1 Eulerovi kutovi

U klasi¢noj mehanici rotacija tijela se najopéenitije opisuje Eulerovim kutovima «, 8 i v koji se
svaka rotacija razlaze na sljede¢e korake:

i) rotacija oko z-osi za kut o

ii) rotacija oko (nove) y’-osi za kut 3;

iii) rotacija oko (nove) z”-osi za kut ~;

sve navedene rotacije po dogovoru se vrSe u smjeru obrnutom od kazaljke na satu. U kvant-
noj mehanici svakom setu Eulerovih kutova pridruzit éemo tzv. D-funkciju (detalji ée biti dani
u poglavlju 1.4).



1. SIMETRIJE U NUKLEARNOJ FIZICI I ALGEBRA MOMENTA IMPULSA 6

,1//'?-'/////////////
200 )
N s

#,

(b) 4 (c)

Slika 1.1: Uz definiciju Eulerovih kutova: (a) rotacija za kut a oko z-osi; (b)
rotacija za kut 8 oko nove y’-osi; (c) rotacija za kut v oko nove z”-o0si.

1.2 Infinitezimalne rotacije u kvantnoj mehanici

Rotaciji opisanoj matricom R u kvantnoj mehanici pridruzujemo operator D(R) tako da vrijedi:
|06>R:D(R)‘Oé> ;

gdje s |a) opisujemo stanje sustava prije rotacije, a s |a)r njegovo stanje nakon rotacije. Treba
naglasiti da ortogonalna matrica R dimenzije 3x3 djeluje na stup¢anu matricu (klasi¢ni vektor),
dok je D(R) operator koji djeluje na vektore stanja. No, kao i svaki drugi operator, D(R) se moze
reprezentirati matricom ¢ija dimenzija ovisi o dimenziji N prostora stanja |a). Tako je npr. za
opisivanje sistema spina 1/2, N=2 i D(R) se opisuje matricom dimenzije 2x2. Za spin 1, N=3 i
D(R) se opisuje matricom dimenzije 3x3 itd.

Pogledajmo opet slucaj rotacije za infinitezimalno malen kut ¢. U kvantnoj mehanici svaki se
infinitezimalni operator moze napisati ovako:

U=1-—1iGe ,

gdje je G neki hermitski operator, a € odgovarajuéi infinitezimalni pomak; hermitski operator je
onaj koji se reprezentira hermitskom matricom, tj. matricom za koju vrijedi:

[Al;; =4l

Ji

(1.9)

]
Po Noetherinom teoremu svaki zakon saCuvanja vezan je za neku simetriju te postoji operator

koji generira odgovarajuce infinitezimalne pomake. Npr. za translaciju (u z-smjeru) u kvantnoj se
mehanici odgovarajuéi operator dobiva ovako:

G—>% . e dr (1.10)

dok su za evoluciju sustavu u vremenu potrebne zamjene:

H
G—>% ,  €—dt
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Znajuéi da je u klasi¢noj mehanici moment impulsa generator rotacije, u kvantnoj mehanici
definiramo operator moment impulsa J; na takav nacin da se operator infinitezimalne rotacije oko
k-te osi za kut d¢ moze dobiti uz zamjenu:

I

;o e—do (1.11)

G—
Uvrstavanjem u izraz 1.2 i uz standarnu oznaku za operator rotacije, dobiva se:
Ik
D(k,d¢) =1— zﬁdqﬁ . (1.12)
Ako je n jedini¢ni vektor u smjeru k-te osi, ovaj se izraz moze napisati i ovako:

D(h,dg) =1 — z’JF'L"

d¢

Rotacija za konacan kut dobiva se kao sukcesivan niz infinitezimalnih rotacija oko iste osi.
Npr. za rotaciju oko z-osi:

: e —iJ, iJ.p TP

Dakle, svakoj klasi¢noj rotaciji (opisanoj matricom R) u kvantnoj mehanici se pridruzuje op-
erator D(R) koji ima ista grupna svojstva kao i sama matrica R. Zbog toga i izraz 1.7 mora biti
zadovoljen ako svaku matricu zamjenimo operatorom:

(1 ided J§¢2> (1_ iJyp Jy2¢2> -

7 27,2 I 2h?
idyp Ty isd T2 T4
(oM e 1 2=2@ e ~1—i222 1 1.13
( ho 2R hoo 2K T ’ )
it idye TR Jj0 Ld,e?
h h 2h% 2K h?
. . J202 2.2 2 2
(i idad yq; LA ORE S (1.14)
h h 2h 2h h h
To 02 JyJud?® T
- hg - (_) hQ =t A ’
Jach - JZ/JZ’ =ihJ,
[, Jy) = il

(u gornjim jednadzbama zanemareni su ¢lanovi treceg i visih redova).
Dakle, definicija operatora momenta impulsa kao generatora rotacije vodi na osnovne relacije ko-
mutativnosti za iste. Opcenitije se moze napisati:

[Ji7 J]] = ZhEl]ka ;

gdje je:
+1 za parnu permutaciju i,j, k
€ijk = 0 za bilo koja 2 indeksa i, j, k jednaka
—1 =za neparnu permutaciju i, j, k
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1.3 Algebra momenta impulsa

U proslom smo poglavlju definirali moment impulsa kao generator rotacije, te uz pomo¢ infinitezi-
malne analize dobili osnovnu komutacijsku relaciju:

[Ji, Jj] = ihejpJr - (1.15)
Definiramo nadalje:
2 _ 72 2 2
J=J+Jy+ I (1.16)
Jt=J,+id, (1.17)
JT=Jp—idy . (1.18)
Zadatak 1.1
Dokazite:
[JI, J2] -0

Rjesenje 1.1
Koristedi izraz 1.16 dobivamo:

[as 72] = [T 2|+ [T JE| 4 [ T2
Iskoristimo li sljede¢u matematicku relaciju:
[A,BC|=[A,B]C+ B[A,C] (1.19)
dobivamo (uz B=C za svaki od tri ¢lana na desnoj strani izraza 1.19):
[on P2| = [ ) a4 o s Jal o+ s Ty Ty 4 Ty [y ) +

= 040+ (¢hJ.) Jy + Jy (ihJ,) + (—ihdy) J, + J, (—ihJy,) =

=0
Zadatak 1.2
Pokazite da je J~ definiran u izrazu 1.18 operator ponistavanja (spustanja), tj. da
vrijedi:

J|lgm)=cljm—-1) , (1.20)
gdje je ¢ neka konstanta, a z-os ona os za koju vrijedi:

J.|jm) =hm|jm) . (1.21)

Rjesenje 1.2
Izracunajmo $to se dobiva djelovanjem operatora J, na stanje J~|jm):
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J I |im) = J. (Jp — in) ljm)

S im) = (Jody — iJ2Jdy) |jm)

Uvrstimo li ovdje izraze dobivene iz komutacijskih relacija 1.15:
JoJe = JpJ. 0y, Ty = JyJ —ihd,

dobivamo:
J I |im) = [(Jo s +ihJy) — i (JyJ, —ihJy)]|jm)

Znamo kako operator .J, djeluje na stanje |jm) (izraz 1.21), pa dobivamo:
JJ7|jm) = [(hmdy + ihJy) — i (ihmJ, — ihJy)] |7 m)
Grupiranjem dobivamo:
JJ7|Gm) = h(m = 1) (Jo —idy) [jm)

JJ7|jm) = h(m — 1)J"|jm) . (1.22)

S druge strane, napisemo li izraz 1.21 za stanje |jm — 1), dobivamo:
Jdjm—1)y=h(m—1)[jm—-1) . (1.23)
Usporedbom izraza 1.22 i 1.23 vidimo da mora vrijediti:
Jjm)=c_|jm—-1) (1.24)

gdje je c_ za sada neodredena konstanta; moze se pokazati (vidi npr. Sakurai str. 192)
da vrijedi:

o =/(j +m)(j —m+ Dh

Analogno, J* je operator stvaranja ili podizanja i za njega vrijedi:

JFjm)y = /(i —m)G +m+ Dhljm +1) . (1.25)

1.4 D-funkcija

U klasi¢noj mehanici rotacije smo opisivali Eulerovim kutovima opisanim u poglavlju 1.1.1. U
kvantnoj mehanici rotacija se opisuje s tri nezavisne konstante gibanja koje ¢ine tzv. D-funkciju
(“D” dolazi od njemackog izraza za rotaciju: Drehung). Neko stanje se pri rotaciji (klasi¢no opisanoj

matricom R) transformira ovako:
lim) — D(R)|jm) . (1.26)

D-funkcija je vlastita funkcija operatora momenta impulsa, tj. rotacijska valna funkcija. Njome
se, dakako, takoder opisuju transformacije izmedu razlic¢itih koordinatnih sistema.

Ovisno o podrucju fizike, koriste se razne konvencije §to se tice faze i predznaka - u okviru ove
skripte koristit ¢e se standard uveden od Bohra i Mottelsona.

Za rotaciju klasi¢no opisanu FEulerovim kutovima «, 5 i v, D-funkcije se definira ovako:

D(a, 677) _ e—ian/hefiBJy//he—inzn/h ) (1‘27)
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Matrica rotacije D]“\Z e (i tzv. Wignerova D-matrica) dobiva se ovako:

(jm/|D(a, B,7)|jm) = D}, (@, 8,7) (1.28)

Dakle, vrijedi: ‘
D(a, B,y)lgm) =D Dy (. B,7)]gm) (1.29)
m/

Reducirana matrica rotacije definira se ovom relacijom:
&, (8) = (jm/|e” PN P jm) (1.30)
veza izmedu reducirane i nereducirane matrice rotacije dana je dakle s:
D), (a,B,y) =e emihgl (B)e /o (1.31)

Ako je transformacija nekog stanja opisanog kvantnim brojem j i m dana izrazom 1.26, onda se
ocekivana vrijednost vektorskog operatora V' transformira ovako:

(jm'|Viljm) —  (jm'|D*(R)V;D(R)|jm) =
=2 Riy(gm/[Vjljm) (1.32)

(s D* oznadili smo kompleksno konjugiranu transponiranu matricu; ponekad se koristi i oznaka DY)
Transformacija tenzorskih operatora bit ¢e diskutirana kasnije.

1.4.1 Svojstva Wignerovih D-matrica

Kao prvo, treba jos jednom naglasiti da D-funkcija ne mijenja vrijednost momenta impulsa (jer se
isti jednostavno rotira - J se pri tome ne mijenja, a M kao projekcija dakako moze):

J2D(a,ﬁ,’y)]jm> = D(a,ﬁ,’y)J2|jm>=
= j(+1)[D(e, B,7)|jm)]

Nadalje, D-matrice se takoder pojavljuju kao koeficijenti reprezentacije grupa rotacija:

Yim(0,6) =>_ D}, (o,8,9)Yjm(0,¢) . (1.33)

Stovise, izmedu D-matrica i kuglinih funkcija postoji vrlo jednostavna veza (vidi Sakurai, str. 203):

20+ 1
Y7 (0,0) = \| = Dhuola = 6,6 = 6,7 = 0) . (1.34)

Kad je m=0, veza se jos viSe pojednostavljuje:
dbo(B) = Pi(cost) . (1.35)

Reducirana matrica rotacije je posve realna i ima sljedec¢a svojstva:

&y (B) = (1" a8 (1.36)
& B =d, . (B) (1.37)
&y (=)= (-1)"d, (B) (1.38)

2

1 ,
[ (B (B)d(c0s ) = "0 (1.39)
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Elementi reducirane Wignerove matrice direktno se mogu izracunati iz sljedeceg izraza:

(_1)k—m+m’ (COS 5/2)2j+m—m’—2k(sin B/Q)m/_m+2k
(G —m' — k)G +m — k)(k+m' —m)k!

(1.40)
k

Izvod ovog izraza (tzv. Wignerove formule) je posve netrivijalan i moze se naéi u Sakurai, str. 220.
Osim “grubom silom” pomocu izraza 1.40, D-matrice se mogu odrediti i na druge nacine. Na
primjer, za spin 1/2 produkt operatora rotacije

D(a, B,7) = D2(a)Dy(8)D-(7)

se u reprezentaciji matricama 2x2 svodi na:

6*217301/26*@'025/26*@'037/2
a to se moze raspisati kao:
e"i/2 cos3/2 —sinf3/2 e~/ B
0 ele/2 sinf3/2  cos /2 0 ez |

_ ( et 2 cos /2 e O sin 5/ )

e @=2gin /2 e~ Ut N/2 cos 3/2 (1.41)

Zadatak 1.3
Pomo¢u Wignerove formule (izraz 1.40) izracunajte d3,!

Rjesenje 1.3
Uvrstavanjem u Wignerovu formolu dobivamo:

(=1)*(cos B/2)"**(sin 5/2)*
(2 — k)12 — k)IkIK!

3y = /2 +0)12-0)!(2+0)1(2—0)! Y

k

Argument faktorijele ne moze biti negativan pa mora vrijediti 0<k<2.

2, = 4 [i(cosﬁ/2)4 — (cos B/2sin B/2)* + i(sinﬂ/2)4 =
= (cosB/2)* — 4(cos B/2sin §/2)? + (sin 3/2)* =
= [eosB/2)> — (sin 3/2)°]” — 2(cos 5/25in §/2) =

= (cosB)? —1/2(sin B)? =
= cos?B—1/2(1 —cos®B) =

= %(3COS2,8—1) . (1.42)
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Zadatak 1.4

Vlastita stanja momenta impulsa |j, m = my,q: = j) zarotirana su za infinitezimalni
kut € oko osi y. Bez upotrebe eksplicitnog izraza za dJM/ A izracunajte vjerojatnost
da se novo, rotirano stanje nalazi u originalnom stanju do na kvadrati¢ne ¢lanove u
kutu e.

Rjesenje 1.4
Zarotirano stanje dano je s:

5,0k = R(e,9)j,j) = d ()4, ) =
e Ivelhj 5) =

2.2 712
- (- SR

h 2h?
Uvrstimo ovdje J, izrazen preko operatora stvaranja i ponistavanja, izrazi 1.171 1.18:

Jt—J-

Ty ="7;

Dobivamo (zadrzvajuéi samo ¢lanove do kvadrati¢nog):

62
) (1 o AR RO J>2) 50 . (43)

Iskoristimo poznate relacije 1.24 i 1.25:

TG m) =G —m)( +m+ DG, m+1)

J71j m) =\ +m)(j —m+ DA, m—1)

pa dobivamo za svaki ¢lan u izrazu 1.43:
JHj,9)=0,
71750 Zﬁ\/?'!j i—1)

=Tl gy = w2 (I —T) 1) =
= 2 (JTj, i) —J |j,i-1) =

= —h\ﬁ(\ﬁlj 3y =20 =D, J—2)

Uvrstavanjem u izraz 1.43, dobivamo:

€ 62 62
o A E 1y Cili e E S m D ) —
17, 7) R IJ,J>+2\/J|J,J ) SJIJ,J>+8\/J(J Wi, j—2)
62 € 62
(1o N i T D o
( e IJ,J>+2\/J\J,J >+4\/J(J Wi 7 —2)
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Dakle, vjerojatnost da rotirano stanje nademo u originalnom dana je s:

2 |2 2
C . 2 1— L 1— €.
KJ7JM,J>R\«—‘ =5
Zadatak 1.5
Izra¢unajte:
J ) 9
m=—j

za svaku vrijednost j. Provjerite rezultat za j= 1/2.

Rjesenje 1.5

Raspisujemo:
' 2 d , B/ s |2
Z ‘dfn,m(ﬁ)‘ m = Z m’(]m\e_’ v/ lim))| =
m=—j m=—j

J
= > mGmle R Gy (j mle= B j !y =
m=—j
= > m@mle TP im!) (G e B ) =
m=—j
= 3 G| | m) (G mle” 00 jmy =

m=—j

J
= (jml[e" 0" ( > mrjm><jm\) e I jm’) =

m=—j

1 . .
= eI e O )

1

= F{Gm'|D*(8,9) LD (B, 9)lim’) . (1.44)

S druge strane, moment impulsa je vektorski operator pa je pravilo za njegovo roti-
ranje dano izrazom 1.32; stoga vrijedi:

J

gdje je (vidi izraz 1.4):

cosf 0 sinpf
Ry(8,9) = 0 L0
—sinf 0 cospf

Uvrstavanjem u izraz 1.44, dobivamo:
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L 2 (I . . .
S B m = 1 (sin Bl |l ) + cos plim| Llim')) =
m=j
+ -
= ;(—sinﬁ(]‘m'r];]jm’>+cosﬁm’h> =
= m/cosf . (1.45)

Provjerimo dobiveni rezultat za specijalan slu¢aj j=1/2, za koji znamo (vidi izraz
1.41):

12 _ [ cos(B/2) —sin(5/2)
d’ .(B) = < sin (8/2)  cos(B/2) >

Kvantni broj m’ kada je j=1/2 moze poprimiti vrijednosti +1/2 i -1/2; pogledajmo
svaki od ta dva slucaja zasebno:

I) za m’= 1/2 imamo:

1/2 )
S |da. B m o= —1/20d05 B + 172005 (A =
m=—1/2
2 3 2B _

= —§s1n §+2COS 5

1
= icosﬁzm’cosﬁ

IT) za m’= -1/2 imamo:

1/2
1/2 2 2 2
‘d—/l/Qm ﬁ)‘ m = _1/2|d1_/1/2 _1/2(ﬁ)‘2 + 1/2‘d1_/1/2 1/2(6)‘2 =
m=—1/2
o B

_ 1 a8 B
= 2cos 2+2sm 5 =

= —icosﬂzm’cosﬁ

Dakle, u oba slucaja dobiven je isti rezultat kao i u opéenito dobivenom rjesenju
(izraz 1.45).

Zadatak 1.6
Izracunajte reduciranu Wignerovu matricu za j=1, tj.

Rjesenje 1.6
Za j=1 moramo koristiti matri¢nu reprezentaciju 3x3 (jer projekcija m moze poprim-
iti tri razlicite vrijednosti).
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Budu¢i da ra¢unamo samo reduciranu Wignerovu matricu (dakle d, a ne D), trebamo

samo y-komponentu operotora momenta impulsa, .J,. Zato, kao i u zadatku 1.3

koristimo: N

JT—J-

Jy=——7
24

Takoder kao u zadatku 1.3, koristimo i:

G| TE L m) = G F m) G £ )RS e

Izracunajmo matricne elemente od J;. Npr. pogledajmo matri¢ni element za m=0 i
m’=1:

(11]J%[10) = \/(1 F0)(1+£0+ 1)hd1161 041

(11]77[10) = \/(1 —0)(1 40+ 1)Ad1101 041 = V2h

(11]77[10) = /(1 +0)(1 — 0+ 1)hé1181 0.1 =0

Jt—J"  V2h—-0 /2 h
= P —7] —
21 21 2
Analogno se dobiva svih 9 matri¢nih elemenata za 3x3 mogué¢ih kombinacija m i m’.

Njihovim stavljanjem u matricu dobivamo:

Jy =

" 0 —iv2 0 m =1
Jy=5| w2 0 —iv2 | m=0
0 W2 0 m = —1

m=—-—1 m=0 m=1

Sljedeéi korak je razvoj u red e “vA/" koji se pojavljuje u definiciji reducirane
Wignerove matrice:

. . 2 - 3
—idgsh g WyB 1 (1BN\T 1 (iyBNT
eI 1 I (2 gl + (1.46)

Matricu J?} smo veé odredili, no u gornjem razvoju se pojavljuju i njene vise potencije

2
pa ¢emo sada izra¢unati njih. Izra¢unajmo prvo (Jyl) :

) FN 2 0 —iv2 0 0 —iv2 0
(7)) = (2> 2 0 —iV2 || 2 0 —iv2 | =
0 V2 0 0 V2 0
g2 200 =2
= (2) 0 4 0 , (1.47)
-2 0 2

. 1 3
Izracunajmo sada (Jy) :
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a2 2 0 =2 . 0 —iv2 0
= (2> 0 4 0 (2) W2 0 —iv2 | =
-2 0 2 0 V2 0
5\ 3 0 —i4v2 0
= (2 i4v/2 0 —id2 | =
0 i4v/2 0
0 —iv2 0
I
= n? (2) W2 0 —iV2 | =
0 V2 0
_ 271
= n’J,

Dakle, treca potencija od JZ} je do na konstantu (4?) jednaka prvoj; Getvrta ée stoga
biti jednaka drugoj itd. Sve neparne potencije moci ¢e se svesti na J;, a sve parne

2
a <JZ}) . Razvoj u red (izraz 1.46) sada postaje:

—iJyB/h _ iy (ZJyﬂ> (%ﬁ) 1(
¢ == 3 31 Al

_ 1_Z'Jyﬁ+1<i<]y,3> 1 Jy( Zﬁ 1<J> _
h 2! h 3! 41\ h
_ J @B’ Jy\* (82 | GB)
= _7;!<B+ +...>+<h> <2' 1 .)_
2
= 1- (%)isinﬂ—k <i§> (cos B —1)
Dakle:
(0 —iV2 2 0 -2
di(p) = 1—% iv?2 0 —zf smﬁ—}—f 0 4 0 (cosf—1) =
0 -2 0 2
%(1—1—0036) —\[smﬂ 3(1 — cos B)
= %sinﬁ cos f3 —% sin 3
(1 — cos B) TSIHB (14 cos B)

1.5 Zbrajanje dva momenta impulsa

Zbrajamo dva operatora momenta impulsa (jAl JAQ) koji zadovoljavaju uobicajene komutacijske relacije
(dakako, u razlicitim potprostorima):
J=n+72 , (1.48)

nis J1j] = iheijriie
[J2is Joj] = ihejijor

Za bilo koji par operatora iz razli¢itih potprostora vrijedi:

(13, 325] =0
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Ako su sve gornje relacije ispunjene, tada i sumirani moment impulsa zadovoljava iste komutacijske
relacije:
[Ji, Jj] = iheiijk 5

Moguéa su dva izbora baze Citavog sistema:

Oj%?j%aleajZZ )

o % gt g3
Zanima nas unitarna transformacija koja povezuje dvije baze (govorimo o tzv. Clebsh-Gordonovom
problemu):

|j1m1 j2 ma) |j1m1) |2 ma)

-4

|J M) j1 J2 J M)
Pomocu relacije:
J1 J2
JMy= > Y (imijama|JM)|jmy j2ms) (1.49)

m1=-—7j1 ma=—j2

definiramo tzv. Clebsh-Gordonove koeficijente (j1 my jomo|J M).
Clebsh-Gordonovi koeficijenti su nedefinirani do na fazu, u nuklearnoj fizici se standardno bira:

(j1j1792421JJ) >0 (i realan),

Prelazak izmedu dvije baze u suprotnom smjeru dan je s:
J1+72 J
jimijame) = Y Y {imagama|J M)|JM) . (1.50)
J=j1—jo| M=—J

Krecuéi od operatora stvaranja i ponisStavanja, moze se izvesti i rekurzijska relacija za Clebsh-
Gordonove koeficijente, kojom se u praksi isti i racunaju (detalji se mogu vidjeti u Sakurai, str. 320).
Za potrebe ovog kolegija, Clebsh-Gordonove koeficijente dovoljno je is¢itavati iz tablica ili racunati
pomocu web-kalkulatora.

1.5.1 Svojstva Clebsh-Gordonovih koeficijenata
Najvaznija svojstva Clebsh-Gordonovih koeficijenata su:
1. za my + mo # M vrijedi:
(imijama | JM) =0 ; (1.51)
2. za J < |j1 — jo| ili J > j1 + jo takoder vrijedi:
(jimijama | J M) =0 ;
3. vrijedi: (jmO00|jm)=1 ;
4. vrijedi: (j1j1j2j2 |1 +j2dr +j2) =1 ;
5. vrijedi:
J1 J2
S Y Gimagema | JM)(jimyjoma | J M’y =6550mm

mi=—j1 ma=—/jz2
6. vrijedi:

Ji+7j2 Ji+7j2
> Y. Gimajama | T M)(Grmh jamiy [T M) = 6pmt Smym,
J=|j1—j2| M=|j1—j2]
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1.5.2 3j-simboli

U nuklearnoj fizici tradicionalno se koriste i koeficijenti principijelno ekvivalentni Clebsh-Gordonovim,
tzv. 3j-simboli. Razlozi su prvenstveno povijesni (3j-simboli su uvedeni u ranoj fazi nuklearne fizike).
3j-simbole preko Clebsh-Gordonovih koeficijenata definiramo ovako:

mi1 Mo —M 2<]+1

Ovako definirani 3j-simboli pokazuju sljedeéa svojstva (simetrije):

g J iMoo
<~“ J2 )E()@lmmmgum . (1.52)

1. pri parnoj permutaciji stupaca vrijedi:
JuoJ2 g3 \_( J2 gz g \_ ([ J3 J1 J2 . (1.53)
mi1 Mg M3 mo M3z M1 m3 Mmip M2 ’ ’
2. pri neparnoj permutaciji stupaca vrijedi:

( i J2 3 )Z(_l)j1+jz+j3< J2 1 73 ) : (1.54)

mip Mz M3 m2 Mmip M3

3. pri promijeni predznaka u ¢itavom redu vrijedi:
J J2 J3 _ (—1)ir izt J1 J2 J3 (1.55)
—mi1 —Mo —Mg3 mp m2 Mms3 . .

4. relacije ortogonalnosti:
Z Z jo s nod gy Y Lo
mi=—71 Mma=—7J2 m2 ms mi1 Mo mg 2j3+1 J3J3- mamy
J1+72

1 J2 J3 JioJ2 g3\ _
2 Z (275 +1) <m1 my M3 ) ( my mbh m3 ) = Omumt Omam

Ja=|j1—J2| m3a=—73

Zadatak 1.7
Kreéuéi od definicije 3j-simbola “prevedite” njihova gornja svojstva 1-3 na Clebsch-

Gordonove koeficijente!

Rjesenje 1.7
Krenimo od izraza 1.53 i zamijenimo 3j-simbole s Clebsch-Gordonovim koeficijentima
preko definicije (izraz 1.52); uz j3 = J i m3 = —M dobivamo:
(—1)r—d2+M ‘ Ty
———(j1my1jam =
5T (J1ma jame|J M) TS
, , (=1)/H=mi /o] +1
m mo | J M) = -
(J1m1 jama | ) %o 1
Kreéuéi od 1.54 dobivamo (uz jz = J imz = —M):

(_1)J—j1+m2 ‘ .
(J =M jimy|ja —ma)

(J =M jimy|j2 —ma)
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<_1)j1*j2+M . . T (_1)J’2*j1+M . .
(jimyijama|J M) = (—1)7+772 (jomajimy|J M) |

V2J+1 V2J+1
(grma jama | T M) = (=128 (Gymy jyma | T M)
I na kraju, za trece svojstvo (izraz 1.55) uz j3 = J i ms = —M dobivamo:

—yre L (=1)iri2tM
( ) (]1 —my Jjo —Mma ’ J—M> = (_1)Jl+]2+J( )

V2T +1 V2T +1

(hmajama | J M) = (=1)" 2 (51 —my jo —ma|J — M)

(jimigamg | J M)

Zadatak 1.8
Dokazite:

. . Jtie—m, |2 +1 .
<j1m132m2|JM>:(—1) J+ja—mq 2]2+1<]1 —mle‘]2m2>

Rjesenje 1.8

Zadatak ¢emo rijesiti koristeéi svojstva simetrije 3j-simbola (uz zamjenu js = J i
m3 = —M). Clebsh-Gordanov koeficijent koji se pojavljuje na desnoj strani jed-
nakosti koju treba dokazati o¢ito ima zamjenjene J i M s js i mo, te uz to promi-
jenjene predznake pred kvantnim brojevima m; krenimo stoga od tre¢eg svojstva za
3j-simbole (izraz 1.55):

juo g2 J — (_1)j1+j2+J J1 J1 J
mi1 Mo -M —mi1 —Mm2 M ’

te ga kombinirajmo s drugim svojstvom za 3j-simbole (izraz 1.54):

it g2 J ) (—1)ftiz+ a J g2

da bi dobili:
g Je J _ g J g2
my moy —M -m; M —my

Uvrstimo u ovu jednakost definiciju 3j-simbola (izraz 1.52); dobivamo:

(_1)j1—j2+M
V2J+1

Sredivanjem se dobiva:

(—1)ir—J+ma

Wﬁl —myJ M| jamsz)

(jimigame | J M) =

J—J+ma—(j1—je+M) V 2J +1

] ] JM)= (-1
<]1m1]2m2’ > ( ) \/m

(j1 —myJ M |jama)
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te uz m1 + mg = M konacno dobivamo trazenu jednakost:
. ) ) T 2J+1 . .
(1 majoama | J M) = (=1)" 7+, [ =2 (1 —=maJ M |jzms)
2ja + 1

1.5.3 Racunanje 3j-simbola

3j-simbole je, kao i Clebsh-Gordonove koeficijente, trivijalno izra¢unati u nekim specijalnim sluca-
jevima (a ostali se rac¢unaju iz rekurzivnih relacija).

Primger 1: ako projekcije my i mo poprimaju maksimalne vrijednosti, tj. ako vrijedi:

Tada je automatski ispunjeno i:

Dalje imamo:
1 ja 1+ jo B (_1)j1*j2+j1+j2
Ji g2 —(j1+J2) 2(j1+j2) +1
1
201 +72) +1

(rgrgegalji+ g2+ j2) =

Primger 2: pogledajmo slucaj da je jo=0 (Sto nuzno povlaci i da je mo=0):
Jjo=0, me=0, 51=7, me=0, =, M:miJ:j

Tada imamo:

jooog o\ = N Gt O L
(m 0 _m>— N TES (Jm0013m>—\/m

Moze se izvesti i opéenit izraz za bilo koji 3j-koeficijent (detalje pogledati u Supek, str. 670):

(;‘ 2 ;) = (-1)**F\/A(a,b,0)y/(a+ d)l(a—d)b+e)l(b—e)l{c+ /llc— -

—1)t
2t tl(c—b+t+d) (c—att—e)(atb—c—t)(a—t—d) (b—t+e)! (1.56)
gdje je velicina A definirana s:

(a+b—0o)l(b+c—a)l(c+a—0)!

Ala,bye) = (@a+btc+1)

Ovaj izraz naziva se Racahova formula za 3j-simbole. Suma se vrsi po svim dozvoljenim cjelo-
brojnim vrijednostima varijable ¢ (vidi zadatak 1.9 za detalje).
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Zadatak 1.9
Pomoc¢u Racahove formule za 3j-simbole izracunajte:

Jg 1
-m 0 m
Rjesenje 1.9

Da bi 3j-simbol uopée bio razlicit od nule, mora vrijediti (vidi izraz 1.51) m = m/.
Primijenimo Racahovu formulu; potrebne zamjene su:

Uvrstavanjem u izraz 1.56 dobivamo:

( J (1) Tzl/ > = (—1)j—1—m\/A(j, 1,])\/(] —m)!(G+m)(G+m)(j —m)!-

(-1)*
Zt: NG —14+t—m (1 —t)(G—t+m)(1—t) ~

gdje je:
11125 — 1)!

AUy L) = (2 + 2)!

Koji su moguéi t-ovi u gornjoj sumi? Kao prvo, u nazivniku nam se pojavljuje faktor
t!, sto vodi na uvjet ¢ > 0. Takoder, u nazivniku se pojavljuje i faktor (1 — ¢)! sto
vodi na uvjet 1 —¢ > 0, tj. ¢t < 1. Jedina dva cjelobrojna t-a koja istovremeno
zadovoljavaju ove uvjete su t=0 i t=1. Dakle, nasa suma svest ¢e se na samo dva
clana.

Raspisujemo:
. 1 . j—1—-m (2.7_1)‘ . .
'[ 1 B 1 _
G-m-=DIG+m)!  G—mlG+m—1)]
— j=1-m (27 — 1)t —m)l(j+m)!-
= v W%’—1)!(2j><2j+1><2j+2>(‘7 M3 +m)
_V—m—o+mw:
(J —=m)(j +m)!
L 1 . , —2m
= \/2j(2j+1)2(j+1)(‘7_m)!(]+m>!(j—m)!(j+m)!
j-1-m1 1 =
= 07 2%(2]_“)@“)(_%)_
= (=1 " — _ T
Vij+ D+ 1)
Dakle:

T S A N m
( 0 W>_(Dj/waﬂ4w+n | 1o
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1.6 Zbrajanje tri momenta impulsa

Razmatranja iz proslog poglavlja mogu se prosiriti na (u nuklearnoj fizici vrlo ¢estu) situaciju
kada trebamo zbrojiti tri momenta impulsa. Dakle, imamo tri momenta impulsa (j1,j2,73) koji
zadovoljavaju uobicajene komutacijske relacije (dakako, u razli¢itim potprostorima) i rac¢unamo
njihovu vektorsku sumu: R

J=ji+j+7js . (1.58)

Potpuna valna funkcija ukljucuje i dio ovog oblika:
lj1 ma g2 m2 jz m3 )
Mogucée su tri izbora baze ¢itavog sistema, ovisno i redoslijedu zbrajanja:
o J=(h+52)+J3=2+7s
o J =71+ (Ja+J3) = J1 + jo3
o J=(1+3)+72 =iz + 12
Te tri baze su medusobno povezane, npr.:

1 jos J' M" ) = {1z js I M |ji jog J' M" ) -|jr12 g3 J M )

J12

Koeficijenti koji se pojavljuju pri transformaciji baza mogu se napisati i na druk¢iji nacin:

\/(2j12 + 1)(2j23 + L)W (j1j2J js; G12723)0 10 6 pinar =

(_1)j1+j2+j3+J\/(2j12+1)(2j23+1) Ju g2 iz FE I
gz J Jos

(j1z g3 J M |41 joz J' M)

Viticasta zagrada u ovom izrazu naziva se “Wignerov 6j-simbol” (ili koeficijent) dok W (j1j2J73; j12723)
nazivamo “Racahovim W-koeficijentom”. Svi se ovi koeficijenti mogu raspisati preko 3j-koeficijenata
- taj raspis nije trivijalan i nese se raditi u okviru ovog teksta (za detalje pogledati npr. u Supek,
str. 629).

1.7 Sferi¢ni tenzorski operatori

Sferi¢nim tenzorskim operatorom 7 qk ranga k zovemo skup 2k-+1 veli¢ina koje se pri rotaciji koor-
dinatnog sustava transformiraju na ovaj nacin:

k
T = D, 4 )THD (0, 8,7) = Y T4 Dhy(e,8,7) (1.59)
==k

Osnovna razlika sferi¢nih tenzorskih operatora u odnosu na npr. Kartezijeve tenzore je u njihovoj
ireducibilnosti (za tenzor ¢emo reéi da je ireducibilan ako se ne moze napisati kao unutrasnji produkt
tenzora nizeg ranga). Raspisujuéi gornji izraz za infinitezimalne rotacije, moze se pokazati (vidi
npr. Sakurai, str. 236):

1., TP] = her®) (1.60)

5T = h (e F @)k )Ty (1.61)

Ova dva izraza ponekad se koriste i kao definicija sferi¢nih tenzorskih operatora (vidi npr. Greiner,
str. 162).
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Zadatak 1.10
Neka je V' vektorski operator - kre¢ué¢i od njega konstruirajte sferi¢ni tenzorski op-
erator ranga 1!

Rjesenje 1.10
Bududéi je V' vektorski operator, on zadovoljava sljede¢u komutacijsku relaciju:

Vi, J;) = iheiuVie - (1.62)

S druge strane, sferi¢ni tenzorski operator prvog ranga mora zadovoljavati izraze 1.60
i1.61 (uz k=1):
[Jz,v“)} = hqTF | (1.63)

1 v =n/aF9eqvY (1.64)

Krenimo od komutacijske relacije 1.62; za iste indekse ona daje:
[, V.] =0 .

Vidimo da ¢e se dobiveni izraz moci svesti na relaciju 1.63 ako je ¢g=0. Dakle,
Vo(l) —V.

Sada mozemo iskoristiti izraz 1.64 da izracunamo ostale komponente sfericnog ten-
zorskog operatora:

v | = venvY
Dakle,

1 _ (1)
V+1 - fh [J+ V }
1 .
= o Ve iy Vi) =
1 . »
= ﬁ (—’Lth + Z(Zh)Vx) =

_ —\%(vx +ivy) (1.65)

Posve analogno:
7= v = vanvy

po fh =] =
- émw—uqu
= \fh( ihVy —i(ih)Vy) =
- \}i(vx_wy) : (1.66)

Dakle, komponente sfericnog tenzorskog operatora su:

1 1 . 1 1 1 .
VEB:E(VF%) vl =v vjﬁ:—\ﬁ(vzﬂvy) (1.67)
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Zadatak 1.11
Sferiéni tenzor T, q(k

)

moze se konstruirati od postojecéih ireducibilnih sferi¢nih tenzora

Xéfl) i Z(g”) na ovaj nacin:

T = ¥ (hiquhago k) X 20 (1.6
q1,92
Upotrijebite tenzor VZ](I) dan u izrazu 1.67 (u proslom zadatku) i kao Xéfl) i kao
k) . .
92, te konstruirajte novi tenzor ranga 2.
Rjesenje 1.11
Koristimo izraz 1.68 uz:
k 1 ke 1
X =vg oz = vl
Dobivamo (svi CG-koeficijenti koji nisu eksplicitno navedeni su jednaki nuli!):
7% = a2y =
D) 1 , .
= WV = S0 (Ve V) () (Ve +iV;) =
1/ 0 g o
= 5 (V2= V7 +2iV,V,)
7 = otV +a1tony v =
1 1.0 1 ).,
_ EVO( )V1( ) 4 ﬁvl( )VO( ) _
1
7® = @o01020V"vP + 111 —1200v0vY 4+ 1 110200V =
2. ). .(1 1 y.,a I .0
_ \/;Vo( I )+%Vf )v_(1>+%v_(1>vl(>=
_ Ly Lt v Lyo Ly 0 Y 12>_
= \/6< V2= V2= SV 4 SVyVe = SV = SVE 4 SVaV, = SV Ve = SV ) =
_ 1 2 2 2
- % (2v2-vZ-v2) . (1.69)
7@ = o1 —12 -npvIvP+a —110)2 - vy =

1 1
_ ypopo +—2v_“1)vo<”:

V2 V2
1
= 5 (VaVa + VaVe + V2V, + iV Vi)
T = 1 -11-12 —2vOyd =
1
= VOVE =S (Ve —iW) (Ve - i) =

= S (v2-v -2y
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1.8 Wigner-Eckartov teorem

Wigner-Eckartov teorem za neki matricni element sfericnog tenzorskog operatora odvaja njegov
“geometrijski” dio (dio ovisan o “magnetskim” kvantnim brojevima m, m’ i ¢) od ostatka matri¢nog
elementa (koji onda zovemo ‘“recucirani matri¢ni element”). Preciznije, Wigner-Eckartov teorem
glasi ovako: matriéni element sferi¢nog tenzorskog operatora u danoj bazi momenta impulsa moze
se uvijek napisati kao:

(o, j|IT®||a, 5)
V2i 1

gdje je s dvostrukom crtom oznacen reducirani matriéni element, neovisan o magnetskim kvantnim
brojevima m, m’ i ¢ (a s « su oznaceni svi ostali kvantni brojevi). Prvi ¢lan na desnoj strani
Wigner-Eckartovog teorema je Clebsh-Gordonov koeficijen ovisan o orijentaciji sistema s obzirom
na z-os (dakle, on ukljuc¢uje geometriju i simetriju problema). Dokaz teorema necée biti dan ovdje i
moze se naéi npr. u Suhonen.

U praksi, Wigner-Eckartov teorem koristi se na sljedeé¢i nacin: za neku odabranu vrijednost
kvantnih brojeva m, m’ i ¢ izracuna se reducirani matri¢ni element, koji se zatim iskoristi za
racunanje matri¢nih elemenata za svaku drugu kombinaciju kvantnih brojeva. Dakako, reducirani
matri¢ni element ra¢una se s onom kombinacijom kvantnih brojeva m, m’ i ¢ za koju je taj racun
najjednostavniji.

(o, §'m/|T®a, jm) = (jmk q|j'm’) (1.70)

Zadatak 1.12
Pomoc¢u Wigner-Eckartovog teorema izrac¢unajte:

<a’,j’m'\J%]a”,j/m”>

Rjesenje 1.12
Primjenjujemo Wigner-Eckartov teorem za sferi¢ni tenzorski operator J':

1
J=J. , JL ZJFEF

Dakle, biramo Tq(k) = J., a u Wigner-Eckartov teorem uvrtavamo i j”=35" (jer se

trazi matriéni element za koji to vrijedi):

<O/, j,HJIHO/I’ j/>
V25 +1

Da bi izracunali reducirani matri¢ni element, biramo specijalnu kombinaciju magnet-

skih kvantnih brojeva. Npr. dovoljno je izabrati m=0 jer znamo kako J}=.J. djeluje

na svako stanje s kvantnim brojevima j i m:

<O/, j/ m/’J}n’a”, j/ m//> — <]/ m// 1 m ‘]/ m/) (171)

(o, 7w | T, 5" m"y = m S Sy (1.72)

To je ujedno i lijeva strana Wigner-Eckartovog teorema za ovaj specijalni izbor kvant-
nih brojeva. Da bi izracunali reducirani matri¢ni element, treba nam jos odgovarajuci
Clebsh-Gordonov koeficijent (tj. 3j-simbol):
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-/

. . P o1
G'm" 107 m) = (1)) 23/+1<7;71// 0 ’ />

—m

Ovaj 3j-simbol smo izracunali u zadatku 1.9 (izraz 1.57):

j/ 1 j/ :(_1)jlim/ m’ 5 .
—m" 0 m’ VIR + DG ) T

pa za trazeni Clebsh-Gordonov koeficijent dobivamo:

m/

VI e

(/" 1015 'y = Gy
Uvrstvanjem izraza 1.72 1 1.73 u Wigner-Eckartov teorem, izraz 1.71, dobivamo:
. . J''+1 -
<O/, .]/HJlHal/v ]l> _ m/(sa’a”ém”m’(,,n/) /2]/ +1=

= Sarar S \J3' (7 + 124+ 1) =
= Sawan/J 1)@ +1) (1.74)

U zadnjem je koraku eksplicitno uzeta u obzir ¢injenica da reducirani matri¢ni ele-
ment ne ovisi o kvantnim brojevima m’ i m”. Sada kada znamo reducirani matriéni
element, ponovnom primjenom Wigner-Eckartovog teorema nalazimo trazeni ma-
triéni element:
/ -/ 1 ! -/
Y IS N A ) o ./ ,(04,]|]JH04,3>
« m'|J,, |« m = ='m'1ml|j'm =
(@, o m'[Jp|e”, ' m”) (4 j"m’) TS
= {G'm" 1 ml|i'mouan VI DE D)
= e =

V27 F 1

= (5a/au<j/m//1 m|j'm/>\/j’(j’—|- ) . (175)

1.8.1 Projekcijski teorem

Specijalan slucaj Wigner-Eckartovog teorema za vektorske operatore (koji su podgrupa tenzorskih)
iza j'=j:
<a/7 Jm/|5 ) V‘Ck, Jm>
n2j(+1)
Znacaj projekcijskog teorema vidi se npr. pri racunanju magnetskog dipolnog momenta u za
neparne jezgre:

o, gm|Vela, jm) = JmilJglgm) :
(o, jm/|Vyl ) (3| Jqlj m) (1.76)

V =i = fi + fis = guunl + gspné

o (|7 plgm) ol L —
(Gm'|p-lgm) = BT Y(Gm/|jz|im) =
m{jm/|j - pljm)
JjG+1) ) (L.77)

Ovaj posljednji izraz iskoristit éemo pri ra¢unanju tzv. Schidtovih granica u modelu ljusaka.
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1.9 Dodatni rijeSeni zadaci

Zadatak 1.13
Pokazite da se vezanjem spina i orbitalnog momenta impulsa dobiva spinorna valna
funkcija za nukleone oblika:

yI=iE/2m _ 2041 1
! [IFm+1/2 Ym+1/2
20+1 1

koja je vlastita valna funkcija skupa operatora:

+ l+m+1/2 Ym—1/2 )

{JQ,JZ,L2,S2 }

Rjesenje 1.13
Gledamo vezanje spina i orbitalnog momenta impulsa:

J=L+S |,
S = s=1/2; my=+1/2 |
L — I, my=-1,...,01—1,1 ,
te dvije baze:
{L2,S2,LZ,SZ} = |lmysmg)
{£2,8%,0% 1.} — |isjm)=|jm)
Veza medu bazama dana je, dakako, Clebsch-Gordanovim koeficijentima:

|7 m) = Z (I my s ms|j m)|l my s myg)
mp,ms
Za svaki [ (osim za [=0) postoje dvije moguce vrijednosti za j: j=I[41/2; uvrstimo
li to u gornju jednadzbu, dobivamo (uz m;+ms=m!):

1/2
G=1£1/2) m) = > > (Imy 1/2 mg|(j =1£1/2) m)|l my 1/2 my) =

mp mg=—1/2
= (I (m+1/2) 1/2 —=1/2|(j = 1£1/2) m)|l (m+1/2) 1/2 —1/2) +
+(I (m—1/2) 1/2 1/2|(j = 1£1/2) m)|l (m—1/2) 1/2 1/2)

Pogledajmo prvo slucaj j=I[41/2. Uzmimo prvo da je m maksimalan; tj. m=I[41/2.
Tada vrijedi:

(141/2) (1+1/2)) (L11/2 —1/2|(141/2) (1+1/2))]1 1 1/2 —1/2) +
+{ 1 1/2 1/2](141/2) (14+1/2))|111/21/2) =
= 0-[111/2-1/2)+1-111/21/2) =

= |111/21/2)

Na dobivenu jednakost:
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[(14+1/2) (141/2)) =l 11/21/2)
primijenit ¢emo operator spustanja J—, izraz 1.18 (za koji vrijedi J =L~ +57):
JTN(141/2) (141/2)) = (L~ +S7)[111/21/2) . (1.78)

Znajudi kako operator J~ djeluje na stanje |j m) (izraz 1.24):

J71jm) = /(G +m)(f —m+ DA, m-1)

dobivamo:

4+ 1/2+ 1+ 1/2)(1+1/2 — 1 - 1/2+1) |(1+1/2) (1-1/2)) =
W20+ 1 |(1+1/2) (1-1/2))

J|(1+1/2) (14+1/2))

Dakle,
1

|(14+1/2) (I-1/2)) = NoEST)

s ) |(1/2) (+1/2)) (1.79)

S druge strane, vrijedi:

(L= +S7)[111/21/2)

VU+DA =1+ DR 11-11/21/2) +
(/24 1/2)(1/2 - 12+ DR 11 1/2 —1/2) =
= V2R|IT-11/21/2)+|111/2 —1/2) (1.80)

Kombiniranjem izraza 1.78, 1.79 i 1.80, dobivamo:

(1+1/2) (z_1/2)>:,/2l2+l1 1i-11/2 1/2>+\/2l1T 1112 —1/2) . (1.81)

Ponavnom primjenom operatora poniStavanja na dobiveno stanje dobilo bi se:

(14+1/2) (1-3/2)) = ;g;i 11-21/2 1/2)+ 212+1 Li-11/2 —1/2) . (1.82)

Moze se pokazati da se za neki opéenit m dobiva:

1
172 m) = ——— {\/l+m+l/2 Um—1/21/21/2) +
+/Il—-m+1/2|lm+1/21/2 — 1/2>}
Analogno se moze pokazati:
1
=12 m) = [—\/z 12 [l m—1/21/21/2) +

+ Jlamti2lime1/21)2 - 1/2>}
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Sva stanja sada mozemo napisati preko kuglinih funkcija:

m—1/2 [ 1
lm—1/21/21/2) = R,Y, /<0> ,

m+1/2 [ 0
Im+1/21/2 —1/2) = RyY, /<1> :

pa konacno dobivamo:

l+m+1/2y,m—1/2
yi=tEL/2m _ ( +/ 52y, )

FEm1/2y,m+1/2
2A+1  *1

Sto se i trazilo u zadatku.

Zadatak 1.14
Dokazite operatorsku jednakost:

e—ifI’in ei@j}C eifbfi — eiG{cos(CD)jAk+sin(¢>)eiklj}}

gdje su s j; dane komponente momenta impulsa koje zadovoljavaju uobicajene ko-
mutacijske operacije:

[]Az,fk} = i€iki]l-
Koristite Baker-Hausdorffovu lemu (Sakurai, str. 96):

212

¢1GM Ae™IGN = A 4 iN[G, A] + (Z

T[G’ G, Al + - )

RjeSenje 1.14
Izracunajmo prvo: . .
o~ 1% j}c i ®Ji

Koristimo Baker-Hausdorffovu lemu; u nasem slucaju vrijedi:
A= jk’ ) G = .] ) A= —Qb
Uvrstavanjem dobivamo:

i ) i — f, i@ [fufk] - (I;Z [«7“ [j'“jk” L
Znamo da vrijedi:
[jl,]k] = i€

pa mozemo pojednostaviti:

[Ju [jhjk:” = [jiaiez‘kljl] = 1€ {]zajl} = ieicirdn = i€t (—€irt) ik = Jn
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Sljedeéi ¢lan u razvoju reda iz Baker-Hausdorffove leme bit Ce:
[Ju [ju [Jl;fk}” = [jza]k} = i€y

Vidimo da éemo za ¢lanove s parnim brojem komutatora uvijek dobivati jAk, a za
¢lanove s neparnim brojem komutatora ¢;5;7;. Razvoj stoga postaje:

i1 1% — <1 - 32 + (i? - > Jk+ (—Z<I> —1 qj - ) i€ikiji =
= Cos @jk + sin @Gikljl
Bududéi da je: N .
oi®Ji =i _ |
nadalje vrijedi:
—i®g; # F e’@ji _ —idg f n e@he i®g; ° Tk el‘I’fi —

2
= (cos ® 7}, + sin (I)Ez'kljl>

Sada smo spremni izra¢unati izraz koji je zadan:

R - @2A2 @3‘A3 i
o L <1+Z@Jk— ok Tk T "% =

E . B~ il @2
—_— eilq)]zez(b]z + Z@efl(b]z]kelq)]z _ 2' Z("’) lq)]z] elq)]z L —
~ A 2
= 1+1i0 (COS Pjp + sin ‘I)Ez‘kljl) T

o e’i@{COS(q))j;c+Sin(q))€iklel} , (183)

R N2
(cos Djr. + sin <I>eikljl> 4+ =

Sto je i trebalo pokazati.

Zadatak 1.15
Upotrebom Wigner-Eckartovog teorema i Gauntove formule:

/27r / Y (0, 6)Y (0, )Y (0, ) sin 0d0de =

_ (—1)m™ L+ D@L+ 1)@+1) (I I I3 L SR
o 471' 0 0 O —miy M9y M3

pokazite da za reducirani matri¢ni element vrijedi:

DS <—1W (20 + ”%4 : 1)(2ls +1) ( Lol I )
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Rjesenje 1.15
Lijevi dio Gauntove formule mozemo zapisati ovako:

27 T
L [ v . 00vi 0.0)¥7 (6.0)sin0d6do = (1 ma Y7 ls ma)
te primijeniti Wigner-Eckartov teorem:

(L ]1Y1, [|13)

<l1 ml‘Y'lg”2|l3 m3> = <l3 ms ly m2|l1 m1> \/m (1.84)
Dobivamo dakle:
(2l1 + 1)(2l2 + 1)(213 + 1) (2[1 + 1)
11|1Y7, || = (=1)™ . .
((1]1Y2,13) (1) \/ ym T s 1o mally m)
Ii la I3 Iy lo I3
< 0 0 0 ) < —mi1 MMy M3 > ’ (1'85)

Raspisat ¢emo posljednji faktor upotrebom veze 3j-simbola i Clebsch-Gordonovih
koeficijenata (izraz 1.52), ali prije toga ¢emo zamijeniti prvi i treéi stupac u 3j-
simbolu (izraz 1.54):

A la I3 _ (1)t I3 1o Iy _
—mi1 Mo M3 m3 mg —mp
—1)l3—l2t+m
_ (_1)l1+l2+13(\/)21ﬁ<l3 ms lo m2|l1 m1> =
1
(_1)l1+m1
1
Uvrstavanjem u izraz 1.85 dobivamo:
(2l + 1) (2l + 1)(2l3+ 1) (20, +1)
11]1Y7, || = (=1)™ . .
Lol I3 ) (=Dt _
( 0 0 0 > m <l3 m3 la m2|l1 m1> =
b (2[1 + 1)(2l2 + 1)(2[3 + 1) lh Is I3
= (-1) \/ i 0 0 0 . (1.86)

Sto je i trebalo pokazati.

Zadatak 1.16
Dokazite da za svaki j vrijedi:

/ : 1 1
>> mld) (B = 53 + 1) sin® B+ Sm”(3cos’ 5 1)

m=—j
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Rjesenje 1.16
Ovaj zadatak na pocetku rijesavamo kao i zadatak 1.5:

J . J . 2
S B m = > mGmle M jm)| =
m=—j m=—j
J
= Y mgmle” R ) (jmlem PR ) =

m=—j

‘ 2

J
= " m2(imle M Gm!) (! [P jm) =
m=-j
J
= Y G| R m) (j mle B jm) =

m=—j

J
= (jm'le? ( > m21jm><jml) e IR jm') =
m=—j

1 . .
= G| Ze I ') =

1. . N\
= (DB, J2D"(B,9)lim')
U zadatku 1.4 u ovom trenutku smo iskoristili pravilo za rotaciju vektorskog op-
eratora; no, u ovom zadatku ne rotiramo vektorski operator, ve¢ njegov kvadrat.
Usporedbom s izrazom 1.69 vidimo da njega mozemo raspisati preko “nulte” kom-
ponenata sferi¢nog tenzora ranga 2:

1

2 _ L 2 12
T _\/6(% J) ,
2 \/6(2) Lo
— Y T il

J: 5 1o +3J

Bududi da rotacija ne mijenja ukupni moment impulsa (veé¢ eventualno njegovu pro-
jekciju):

D(R)J*D*(R) = J*D(R)D*(R) = J* ,
dobivamo:
1
2

2

=
3

G 2y + L Gl D3, )T D (3,

(1.87)

i\dimmw)

m=—j

1z definicije sferiénih tenzora (izraz 1.59):

k
k *
T’y = D(a, B, Ty D", 8,7) = Y. TypDpi(a,8,7)
7=k
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dobivamo:

(g m/| D

B, )T D*(B,9)im')y = (jm/| Z T DB, 9l m') =
/:_2
2 @ @)
= > DB, 9)im!|T,” |jm)
q'=-2

Wigner-Eckartov teorem nam daje:

G/ [T jm) =0 za ¢ #0

Uvrstavanjem u izraz 1.87, dobivamo:

> |8

m=—j

‘ 2

m? = —2712 G+1)+ 2\/7D (8,9) ]m|T |jm>
3h h
1. . ) )
= I+ D+ B) | (12 = 1/30%) [jm) =
1. . 1. .
= iU+ + ds (8) [m’Q — 30+ 1)}

Znajuéi (vidi zadatak 1.3, izraz 1.42):

sad dobivamo:

d(()%)(ﬂ) = %(3 cos’ 3 — 1)

1., 1 1.,
= gj(j+1)+§(3cos2ﬁ—1) m/2—§j(j+1)

1 1 1 1
= iU+ 5Beos® B m® = (i + eos B+ (G +1) =

3
L. . . 1
= 5‘7(‘7—i—1)s11126+5777/2(3(:0825—1) ,

Sto je i trebalo pokazati.

Zadatak 1.17

Pokazite da je za operator identiteta 1, operator momenta impulsa J, sferni harmonik
Yy, i operator spina S, reducurani matrié¢ni element definiran Wigner-Eckartovim

teoremom dan s:

UIYLll) =

(J'N1Lll7) = 6525 + 1

GNI11) = 853G+ 125 +1)

a8t/ = /2
1

\/ZT\/(2Z/+1)(2L+1)(2Z+1)<6 jé é) :

(-1)"

7
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Rjesenje 1.17

U sva cetiri slucaja krece se od Wigner-Eckartovog teorema, izraz 1.70:

(@, JIT®|e, j)
V27 +1

Pogledajmo prvo sto se dobiva uvrStavanjem u ovaj teorem jedini¢nog operatora
k)
(T =1):

(o, §'m/| T e, jm) = (jmk q|5'm’)

(o, 7', 5)
V27 T+ 1 ’

<O/a ]/H]'Ha? ]> = 5]]/ V 2] +1 5

kao sto je i dano u zadatku (znamo da reducirani matriéni element ne ovisi o
kvantnim brojevima m i m’; §,,,» koji se pojavljuje na lijevoj i desnoj strani se
pokrati).

(o, j'm/|1|a, jm) = (m0 0| m')

Slucaj Tq(k):J je rijesen u zadatku 1.12, izraz 1.74.

Za Tq(k):S dovoljno je u izraz 1.74 uvrstiti j=1/2:
. . iy ; 1/1 1 3
(o, ' m|Sla, jm) = h\/j(j +1)(25 +1)d;50 = h\/2 <2 + 1) (2 5t 1)5jj/ = h\/g

Shucaj T{¥ =Y™ je rijesen u zadatku 1.15, izraz 1.86.
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1.10 Zadaci za domacu zadacéu

1.

10.

11.

(1 bod) Izracunajte veli¢inu ¢ u relaciji:

J7lim) = cljm —1)

(1 bod) Pokazite:
[JE,J.] = ThJ*

. (1 bod) Pokazite da vrijedi:

[Jt,J7] = 2hJ,
(1 bod) Izracunajte d?,, (pomoéu Wignerove formule).

(2 boda) Vektorski zbrojite momente impulsa J1 (j1=1), Ja (jo=1/2), J3 (j3=1/2) na dva
nacina:

1) Jio=J1+J2, pa J=J12+J3;

2) Jos=Jo+J3, pa J=J1+J23.

Napisite odgovarajuée vektore stanja za j=1, m=1 (kvantni broj j odgovara vektoru .J).
Usporedite i komentirajte rezultate dobivene na dva nacina.

(1 bod) Pokazite da je reducirana Wignerova d-matrica za j=1/2 dana s
dV? = cos(B/2) — ioy sin(5/2)

gdje je

odgovarajuca Paulijeva matrica.

(3 boda) Prikazite vlastiti vektor proizvoljnog operatora n-J (7 je proizvoljan jedini¢ni vektor)
definiranog s:

h
(n-J)|n,+>= §\ﬁ,+ >

kao linearnu kombinaciju stanja kanonske baze spina 1/2 |1/2;+1/2 >. Pomo¢: koristite izraz
za Wignerova d-matricu iz zadatka 6.

(2 boda) Magnetski dipolni moment p neke jezgre definiran je kao:
wle, J) = (ad, M = J|pslad, M = J) |

gdje je J ukupni moment impulsa, M njegova projekcija na os z, a s a su oznaceni svi ostali
kvantni brojevi koji definiraju dano stanje. Izrazite p kao produkt geometrijskog faktora i
reduciranog matri¢nog elementa. Zasto je p razlicit od nule samo za J>1/27

. (2 boda) Napisite zy, rz i (2%-y?) kao komponente ireducibilnog sferi¢nog tenzora ranga 2.

(1 bod) Pokazite da je:
(71042007 0) =0 ,

ako je ji1 + j2 + j= neparno.

(1 bod) Pokazite:
1

. . / _ _1 ]_m B
(jmgm'[00) = (-1) Tjﬁdmm

/
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12. (2 boda) Pokazite:
< ioJo2 ) _ (L 3m® —j(j +1)
m.—m 0 ViU + 127 —1)(25 +1)(25 +3)
13. (3 boda) Sistem za koji vrijedi L=1 nalazi se u stanju:
(o
Vid | ’
kolika je vjerojatnost da ¢e mjerenje L, dati vrijednost 07
14. (4 boda) Valna funkcija neke ¢estice moze se napisati kao:
U(z,y,2) = N(x +y + 2)e” (@7 +20/]
gdje je N normalizacijska konstanta, a o zadani parametar. Mjerimo li vrijednosti L? i L.,
nadite vjerojatnost da rezultat mjerenja bude:
(a) L?= 2h?%, L.=0;
(b) L?= 2K2, L.=h;
(¢) L?>= 2h?, L.=-h.
15. (2 boda) Zapisite vektor polozaja 7 kao sferi¢ni tenzorski operator i raspisite
(Lymg|F[lima)
preko Wigner-Eckartovog teorema.
16. (3 boda) Diskutirajte simetri¢cnost reduciranog matri¢nog elementa (iz Wigner-Eckartovog
teorema), tj. nadite vezu izmedu (o', §/||T®||ac, §) i (a, F[|T®||o/, 7).
17. (3 boda) Koristeéi teorem koji nam daje reducirani matri¢ni element skalarnog produkta dvaju
(komutirajuéih) sferi¢nih tenzora:
TR J1 J2 J . T\ .
G g2 31T Sl 2 5') = 8 (1 ey { i g n (Tl GaliSells)
izracunajte:
(U 172 jyllo - 7|t 1/2 i)
6j-simbol se moze izracunati iz izraza:
jl j2 jl? — Z (_1)j3+j+j23—m3—m—m23 jl jQ j12 X
j3 ‘7 j23 mi,m2,ms3,mi2,ms23,m my mz T2
g J3 o J2 J23 J3J 2
mip  —m M3 m3 Mz —Mm23 —m3 m  mi2
18. (3 boda) Upotrebom teorema iz proslog zadatka, izracunajte < lylo; LM |7y - vo|l}lh; LM >.
19. (2 boda) Pokazite da stanje:

)= > <j1 2 73 >j1m1>|j2m2>|j3m3>

mimams mip m2 ms3

ima ukupni moment impulsa jednak nula.
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20. (3 boda) U prvom redu rac¢una smetnje razlika masa izobara moze se iz izracunati iz:
AM = (TT.|H|TT.)/c?

gdje je T' ukupan izospin jezgre, T, njegova z-komponenta, a H, kulonski ¢lan hamiltoniana.
H, raspisan preko izospina (t,= +1/2 za neutron, t,= -1/2 za proton) izgleda ovako:

He=e} (3-t0) (3 -+0)

rij

1<J

(sumira se po svim nukleonima jezgre). Trivijalno se raspisuje:

0o 6221{[iﬂ(i)'t@')]_[tz(”“z(j)}+[tz(m,z(j)_t(i)'t(j)}}:

i<y Tz'j 3 2 3

= 7O+ HP + B

dio hamiltoniana koji odgovara prvoj zagradi je nulta komponenta sfericnog tenzorskog oper-
atora ranga 0, druga zagrada je nulta komponenta sferi¢nog tenzorskog operatora ranga 1, a
tre¢a nulta komponenta sfericnog tenzorskog operatora ranga 2. Pokazite da vrijedi:

AM = a+bT, + cT?

gdje su a, b i c veli¢ine koje ne ovise o 7~,.

Pomod¢:

__
Tr+1)

372 —T(T +1)
VT —1)T(T +1)(2T +3)

(TT.10|TT,) = (TT,20|TT,) =

21. (3 boda) Na udaljenostima gdje mozemo zanemariti skalarni produkt vektora stanja, medudjelovanje
nukleona moguce je opisati analogno medudjelovanju dipola:
V(r) ~ (o1 Vi)(oz - Va2) f(r).
Uz pretpostavku jednopionske izmjene mozemo za radijalnu ovisnost pretpostaviti:

e—r/ro

fr) =

r

gdje je rg = miﬂc doseg medudjelovanja. Jakost potencijala moguce je dovesti u svezu s pion-

nukleon jakos¢u vezanja g (%—i = 0.081 £ 0.002). Pretpostavivsi da je medudjelovanje oblika:

efr/ro

V(r)=—g°r§(o1- V1i)(o3 - Va)
Pokazati da je ovaj izraz mogucée napisati s pomocu operatora
512 = ﬁ(al . 7")(0’2 'T) — 0109

kao:

r

2
V(r):gg{

gdje je r = [r1— .

3 3 2 —r/ro
<1+:O+:20> S12 + 01 ‘0'21 ¢ —Amr3s(r)o -0'2}
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22. (3 boda) Odrediti spektar i stacionarna stanja bozonskog sistema za koja je broj bozona 1 ili
2 opisana s Hamiltonianom:

- 1
H =hw <[a*&]8 + 2)
a je operator poniStenja bozonskog stanja.

23. (3 boda) Izracunati < lylo; LM |r1-75|l1l5; LM > (Uputa: odrediti izborna pravila, za neis¢ezavajuce
matri¢ne elemente napisati izraze bez uporabe 3j, Clebsch-Gordan ili sli¢cnih simbola).

24. (3 boda) Pokazati da tenzorski operator

3(8-7)(S-r)

Sz =2 . - 5°

,
uzet kao funkcija od 7, ovisi samo o 6 i ¢, i to preko kuglinih funkcija ranga 2 (napisati izraz).

25. (2 boda) Ukoliko se sistem sastoji od dva identi¢na bozona momenta impulsa i pariteta L™
pokazite da su fizikalna stanja moguca samo za parne vrijednosti ukupnog momenta impulsa
J. Koristedi isti postupak opisite prostor stanja tri bozona, dakle moguée vrijednosti J do
vrijednosti J = 6 na primjeru L¥ = 2.

26. (3 boda) Nukleon se nalazi u stanju s [=1 ¢ija je valna funkcija dana s:

1 a—1
|U) = % 11,1/2;—1,1/2) + “T I1,1/2;0,-1/2)

gdje je a neki realan broj, a koristen je zapis |l,s;m;,ms)
(a) Izracunajte ocekivane vrijednosti za S? i L? za ovo stanje.
(b) Za koju vrijednost parametra a valna funkcija |¥) postaje vlastito stanje operatora .J2?
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