° o
Nizovi
S nizovima smo se upoznali u prethodnoj lekciji. U ovoj éemo istraziti neka dodatna svojstva.

Monotonost i ogranicenost

Prisjetimo se: niz je definiran kao funkcija a: IN — R, s oznakom a,, za a(n). Ukoliko je funkcija
a rastuca, kazemo da je niz rastudi, a ukoliko je padajuca, padajuci. Znamo da je dovoljno da
nejednakost vrijedi za uzastopne ¢lanove.

Zadatak 4.1. Ispitajte monotonost sljedeéih nizova:

n—1

a) lZn:T}

b) a, = n?%;

c) a, =27"

d) ay=Vn+1—n
e) a, = 5

f) a, = arctg(%jr—ﬁ);

— n’41
g) In = 3y

Rjesenje 4.1. a) Vrijedia, = f(n) za f(x) = 1 — 1, koja je rastuca na (0, o). Dakle, niz je rastué.

b) Vrijedi a, = f(n) za f(x) = x2, koja je rastuca na [0, o). Dakle, niz je rastud.
c) Vrijedi a, = f(n) za f(x) = 27%, koja je padaju¢a na R. Dakle, niz je padajuc.
d) Vrijedi
vn+1++/n 1
gn:(\/n_|_ _\/ﬁ) \/>: ,
Vi+1l+vn  Jant+vn+l
$to je padajuca funkcija kao kompozicija padajuce funkcije x + 2 na (0, o0) i rastuce funkcije
x — /x + v/x + 1, koja je rastuca kao zbroj rastucih.

e) Vrijedi a, = f(n?) za f(x) = 275, koja je rastuca na [1,00), pa je niz rastu¢ kao kompozicija
rastuéih funkcija.

f) Vrijedi a, = arctg(g(n)) za g(x) = 172, koja je padajuca na (0, o). Kako je arctg rastuca
funkcija, slijedi da je niz padajué.

g) Imamo

Dot g — n* —5n—4
e nBn+1)(n+1)3n+4)
Nazivnik je pozitivan za svaki n € IN, dok je brojnik negativan za n = 1,...,5, a pozitivan za
n > 6. Dakle, niz nije ni rastu¢ ni padajug, ali je rastuc¢ za n > 6. O
Definicija 4.1

Niz (a,) je odozgo omeden ako postoji M € R takav da za sve prirodne brojeve n vrijedi

a, < M.




Niz (a,) je odozdo omeden ako postoji m € R takav da za sve prirodne brojeve n vrijedi
a, > m.

Niz je omeden ako je i odozgo i odozdo omeden.

Zadatak 4.2. Ispitajte omedenost nizova

n—1.
n 4

b) a, =2"
) an = /n;
d) a, = (=1)"sin(2" + n?) - =L,

n

Rjesenje 4.2. a) Vrijedi

pa za svaki n € IN imamo
0<a, <1

Dakle, niz je omeden.

b) Matematickom indukcijom slijedi da je 2" > n. Naime, tvrdnja vrijedi za n = 1, a korak
indukcije slijedi iz:
21 =2.2">2-n>n+1.

Sada za proizvoljan M > 0 po Arhimedovom aksiomu postoji ngp > M pa je
Ap, = 2" > ng > M.
Dakle, niz nije odozgo omeden. S druge strane, vrijedi a, > 0 za sve n € IN, pa je niz odozdo

omeden s 0.

c) Q¢itojea, = /n > 0zasven € N, pajeniz odozdo omeden. Neka je sada M > 0 proizvoljan.
Po Arhimedovom aksiomu postojing € N takav dajeny > M?. Kakoje funkcija x — /X rastuca
na [0, o), slijedi

an, = \/No > M.

Dakle, niz nije odozgo omeden.
d) Kako vrijedi [(—1)"| = 11 | sin(2" + n?)| < 1, imamo

1 1
< | sin(2" + n?)| (3—) <3--<3
n n

3n—1
sl = | (1) sin2" 4 1) - 3

Dakle, niz je omeden.



Konvergencija nizova

Definicija 4.2: Konvergencija niza

Kazemo da niz (a,), realnih brojeva konvergira k L € R ako za svaki ¢ > 0 postoji np € IN
takav da za svaki n > ng vrijedi
lap — L| < e.

Ako takav L postoji, jedinstven je, i zovemo ga limes niza (a,) te oznatavamo

L = lim a,.
n—oo

Zadatak 4.3. Iz definicije dokazite

1’l081/ 3 >1
Tada za svaki n > ng vrijedi
1 ‘ 1 1
— —0==<-=<e
3 3= 3
n n ng
Dakle, po definiciji konvergencije slijedi
1
lim — = 0.
n—oo 1
O
Uoc¢imo, na sli¢an nacin se moZe pokazati
li L 0 >0
nl_r>r01°np— , zasvep .

Zadatak 4.4. Dokazite da niz a, = (—1)" ne konvergira.

Rjesenje 4.4. Pretpostavimo suprotno, da niz a, = (—1)" konvergira nekom L € R. Tada za
¢ = 1 postoji ng € N takav da za sve n > ng vrijedi
1

|an_L| < 5.

Primijenimo to na n = ng i n = ng + 1. Po nejednakosti trokuta dobivamo

1

1
2= |(_1)n0 - <_1)n0+1| = ‘uno _an0+1‘ < ’ano - L‘ + ‘L - ano+1‘ < 2 + 2 =1

Sto je kontradikcija. Dakle, niz ((—1)") ne konvergira.
O

Naravno, rijetko ¢emo nesto racunati direktno iz definicije, nego znamo da vrijede osnovne ope-
racije s limesima, koje vidimo u sljede¢em teoremu:



Teorem 4.3
Neka su (a,) i (b,) konvergentni nizovi te A, 4 € R. Tada vrijedi:
e Niz (Aay, + uby,) je konvergentan i vrijedi

n—oo
e Niz (a, - b,) je konvergentan i vrijedi

lim (a, - b,) = lim a, - lim b,,.
n—oo n—oo n—oo

e Akojelim,_,o b, # 0, tada je i niz (Z—Z) konvergentan i vrijedi

. An limy, 00 an
lim — = —>= =,
n—oo by, limy, 0 by,

U prethodnom teoremu, ne vrijedi obrnuta implikacija.

Zadatak 4.5. DokaZite da su sljedeci nizovi konvergentni i izracunajte limese:

. 5n—1.
a) limy—co 35755

(n+2)*(n*4+n+1)2

b) limy—e == 7=55,75

c) lim, e 71+2ZZ'"+”.
RjeSenje 4.5. a) Podijelimo brojnik i nazivnik s #:

5n—1_5—
3n+2 34+

T IN[R =
Wl

b) Podijelimo brojnik i nazivnik sa n”:

(n+2P(m +n+1)>  (1+2)°1+1+ L)

W —50n+5 S -1
¢) Koristimo formulu
1424t — n(n2+1)
Tada je
1+2j;2---+n _n(g;l) _;<1+1) _)%.

Pri ra¢unanju limesa cesto koristimo i sljedeci teorem.
Teorem 4.4: Teorem o sendvicu
Neka su (a,) i (b,) konvergentni nizovi takvi da vrijedi a, < by, zasven € N te

lim a, = lim b,, = L.
n—oo n—oo



Akoje (cn) niz takav daje a, < ¢, < by, zasven € IN, ondajei (¢,) konvergentan te

lim ¢, = L.
n—oo

Zadatak 4.6. Izracunajte limese:

5n% cos n+81n .
41

b) lim,«g", q € (0,1);
) lim, e /n;

d) lim, e /a,a > 1;

e) limy_c0 /27 + 3" +47;
\/m.

n!

a) lim, e

f) lim, e

Rjesenje 4.6. a) Kako je | cosn| < 1, vrijedi

5n%cosn + 8n

2 2
< 5n*| cosn| + 8n < 5n* + 8n
nd+1

nd+1 - nmd41

Dijeljenjem brojnika i nazivnika s 7 dobivamo da desna strana teZi k 0, pa po teoremu o sen-
dvicu slijedi
. 5n%cosn+8n
lim ————— =

n—co n3 +1 0.

b) Nekaje g € (0,1). Tada je % —1 > 0, pa po binomnom teoremu vrijedi

(oG =G = G)

1
0<q'<—— =0,

G

pa po teoremu o sendvi¢u dobivamo lim, . 4" = 0.

Odavde slijedi

¢) Oznacimo /n = 1+ x,, gdje je x, > 0. Tada je

n=(1+x,)">1+ <Z>xﬁ

Zato zan > 2 vrijedi

odnosno

Dakle,

2
1< Yn=14+x,<1+ ﬁ—u,

pa po teoremu o sendvicu slijedi lim;,_,c ¥/n = 1.



d) Neka je a > 1. Za svaki n > a vrijedi 1 < a < n, pa zbog rastuc¢nosti funkcije x — /x
dobivamo

1< /a < /n.
Kako po prethodnom dijelu vrijedi /n — 1, po teoremu o sendvicu slijedi

lim /a = 1.

n—o00

e) Imamo

4= /4n < Y20 £ 3 F AT < /AT 4 4 = 433,
Kako po prethodnom dijelu /3 — 1, slijedi

lim /2" + 3" 4+ 4" = 4.

n—oo

f) Zan > 2 vrijedi

2 )
S\/n%-1<\/n+n_n\@_ V2 <ﬁ

0 = = .
n' n! n! (m—1! " n-1

Kako desna strana teZi k 0, po teoremu o sendvicu slijedi

241
lim Y1 g,
n—co n!

Teorem 4.5
Vrijedi:
a) Ako je niz (a,) rastuéi i odozgo omeden, onda je konvergentan i

lim a, = sup{a,: n € N}.

n—o0

b) Ako je niz (a,) padajuéi i odozdo omeden, onda je konvergentan i

lim a, = inf{a,: n € N}.

n—oo

Zadatak 4.7. Izracunajte

lim \/24+\/2+ -+ V2

n—oo
n korijena
Rjesenje 4.7. Oznac¢imo
ay = \/2+\/2+---+xf2.
n korijena

Tada vrijedi
Apy1 = V 2+ ay.

Pokazat ¢emo da je niz rastué i odozgo omeden s 2.



Najprije dokazimo indukcijom daje a, < 4,41 zasven € IN. Zan = 1 imamo

a1:ﬁ< \/2+\/§:a2.

Akoje a, < a,41, onda zbog rastuénosti funkcije x — /2 + x slijedi

Anp1 = V2 +ay < 2+ 41 = anyo.

Dakle, niz je rastué.
Sada indukcijom pokaZzimo daje a, < 2zasven € IN. Zan = 1 je o¢ito V2 < 2. Ako jean <2,
onda

A1 =V2+a, <V2+2=2.
Dakle, niz je odozgo omeden s 2.

Kako je niz rastu¢ i odozgo omeden, on je konvergentan. Ozna¢imo

L = lim a,.
n—oo

1z relacije a,4+1 = /2 + a, slijedi
L=+v2+1L,

paje
[?=L+42 <= [>-L-2=0 < (L-2)(L+1)=0.

Dakle, L = 2ili L = —1. Kako je a, > 0 za svaki n, mora biti L > 0, pa je

lim a, = 2.
n—o00
O
Zadatak 4.8. Dokazite da je
lim ~— = 0
n—oo 2N o
Rjesenje 4.8. Oznac¢imo a, = 5;. Tada je
n+1l n+1
Ani1 = ot = o an.
Kako za n > 2 vrijedi ”Z—J;l < 1, slijedi da je niz (a,) padajuci od nekog mjesta nadalje. O¢ito je i
a, > 0, paje niz odozdo omeden. Dakle, (a,) je konvergentan.
Neka je
L = lim a,.
n—oo
Kakoje Lt — 7, iz
2= +1 p
n+l — mn n
dobivamo .
L=:L
2
paje L = 0. Prema tome,
lim - = 0
n—oo 2N o



Zadatak 4.9. Niz (a,) zadan je rekurzivno s

a2 +1
2

a1 =0, ay1 =

Ispitajte konvergenciju i odredite limes ako postoji.

Rjesenje 4.9. Dokazimo indukcijom da je niz rastu¢ i omeden odozgo s 1.
Zan = 1vrijedi a; = 0 < 1. Pretpostavimo sada da je zanekin € IN

a, <1.
Tadaje
41 _1+1
1 = —5— < —— =1,
paje niz odozgo omeden s 1. Nadalje,
2 1 -1 2
an-i—l_an:an;— —anz(anz)ZO,

pa je niz rastuc.
Kako je niz rastu¢ i odozgo omeden, on je konvergentan. Oznac¢imo

L = lim a,.
n—oo

Tada i podniz (a,,41) ima isti limes L, pa iz rekurzije slijedi

12+1

I =
2

Odnosno,
[?-2L+1=0 < (L—-1)>=0
paje L = 1. Dakle,

lim a, = 1.
n—oo

Zadatak 4.10. Niz (a,) zadan je rekurzivno s

1 3
a1 =3, H"HIE an—f—a— .
n

Ispitajte konvergenciju i odredite limes ako postoji.

Rjesenje 4.10. Najprije odredimo mogudi limes. Ako niz konvergira k L, tada i podniz (a,1)
konvergira k L, pa iz rekurzije
1 3
Any1 = > (ﬂn + uﬂ)

1 3
=-(L+2).
t=3(1+7)

Odavde dobivamo L2 = 3, pajeL = ++/3. Kako su svi ¢lanovi niza pozitivni, mora biti L = V3,
ako limes postoji.

slijedi



PokaZimo sada da limes doista postoji. Za svaki 1, jer za pozitivne realne a i b vrijedi a + b >

2\/LTb, imamo
1 3 3
(i1 = 5 (an+) > fan-— =3,
2 an a‘rl

Dakle, niz je odozdo omeden s V3.
Nadalje, za svaki n vrijedi

1 3 3—a?
an+1_an:2<an+a>_an: 2an§0
n n

jer smo dokazali a2 > 3. Dakle, niz je padajucéi od drugog ¢lana nadalje.
Kako je niz padajuci i odozdo omeden, on je konvergentan. Iz prvog dijela slijedi da je njegov
limes nuno jednak +/3:

lim a, = V/3.

n—oo

Definicija 4.6

Niz (b, ) je podniz niza (a,) ako postoji strogo rastuca funkcija p: N — IN takva daje b, = a,,.

Zadatak 4.11. Akoje (a,) podniz niza (b, ) i akoje (b,) podniz niza (a, ), jesu li nuzno jednaki?
Rjesenje 4.11. Ne moraju biti jednaki. Uzmimo, na primjer,

a, = (-1)", b, = (-1)"".,

Tada vrijedi
an = bn-i-l/ b, = An+1,

paje svaki od ta dva niza podniz onog drugog. Ipak, oni nisu jednakijerjeve¢a; = —1,ab; = 1.
O

Vrijedi nekoliko stvari.
Lemma 4.7

Svaki niz u R ima monoton podniz.

Teorem 4.8: Bolzano-Weierstrass

Svaki omedeni niz ima konvergentan podniz.

Teorem 4.9

Ako je niz (a,) konvergentan s limesom L € IR, onda je i svaki njegov podniz konvergentan s
istim limesom L.



Limsup i liminf
Definicija 4.10
Niz (a,) tezi k 400 ako za svaki M > 0 postoji np € IN takav da za sve n > n vrijedi
a, > M

i piSemo limy,_, a1, = +00. Sli¢no, niz (a,) tezi k —oo ako za svaki M > 0 postoji g € IN takav
da za sve n > ng vrijedi
an < _M

i piSemo lim;, ;o0 1, = —00.
Definiramo R = RU {—o0, +00}. Niz (a,,) konvergira u R ako konvergira u R ili tezi k —oo ili
—+00.

Definicija 4.11

Kazemo da je « € R gomiliste niza (a,), ako postoji podniz (an, )k niza (a, ), takav da je

lim a,, = a.
k—o00

Uogimo, gornja lema nam govori da svaki niz ima barem jedno gomiliste u R. 1z Bolzano-
Weierstrassovog teorema, svaki omeden niz ima barem jedno gomiliste u R.
Na primjer, niz a, = (—1)" + % ima dva gomilista, 1i —1. Naime,

L, 1
w1 = ()P g = b g o Lk e
1 1
asz(—1)2k+ﬂ:1+ﬁ_>1'k_>°°'

S druge strane, niz a, = (—1)" - n nema gomilista u R, ali ima dva u R: 400 i —oo. Naime,

ay = (—1)% . 2k = 2k — oo,
a_1 = (—1)*F 1. (2k—1) = —(2k — 1) — —c0.

Definicija 4.12: Limes superior i limes inferior niza

Neka je (a,) niz realnih brojeva i A C R skup svih gomilista niza (a,). Definiramo limes
superior i limes inferior niza (a,) s

limsupa, =sup A, liminfa, =infA.
n—oo n—oo

Ako A nije odozgo, odnosno, odozdo omeden, kazemo
sup A = +o00,inf A = —c0.
Zadatak 4.12. Dokazite dajezag > 1,

lim g" = +oo0.
n—oo



Rjesenje 4.12. Neka je M > 0. Trebamo naci ny € IN takav da za sve n > ng vrijedi
q" > M.

Kakoje g > 1,imamo g — 1 > 0 pa po binomnom teoremu

7' = (1+(q—1)" > n(g - 1),
Po Arhimedovom aksiomu postoji 19 € IN takav da je

no(qg —1) > M.

Tada za svaki n > ng vrijedi

7> ng—1) > no(g—1) > M.
Dakle,

o
fim g = e

Zadatak 4.13. Izracunajte:

14+n cos(%) .

(1+(=1)")"4n cos(nm) .

b) liminf, e TS|

Rjesenje 4.13. a) Oznacimo

1+ ncos (%)
a, = ———-27

2n+1
Promotrimo podnizove:
14 (2k —1) cos (%) 1
Agk—1 = = — 0,
4k —1 4k — 1
= 1+4kcos(2kmr) 144k R 1
S 8k + 1 T 8k+1 2
4k—2
_1+(4k—2)005(%)_—4k+3 1
fak—2 = 8k—3 ~ 8k—3 2

Time smo nasli tri gomili$ta. Drugih nema jer svaki prirodan broj pripada jednoj od klasa osta-
taka modulo 4 pa svaki podniz sadrzi beskona¢no mnogo ¢lanova iz barem jedne od tih klasa.
Prelaskom na taj podniz dobivamo podniz koji konvergira ili u 0, ili u 1, ili u — 1. Dakle, skup
gomilista je upravo {—1,0,1} paje

14+mncos (%) 1

limsup —95\27) _ 1
SR | 2

b) Oznac¢imo
(14 (=1)")" + ncos(nr)

bn = 2n+1

Za parne indekse dobivamo

b — (14 1)%* 4 2k cos(2km) 2% +2k
2k 4k 41 T 4k +1

— +oo



Za neparne indekse vrijedi

b o (1-1)* 1+ (2k—1)cos((2k — 1))  —2k+1 L1
21 4k —1 T 4k—1 2

Dakle, skup gomilista je { —3, +oo}, paje

_1\n\n
lim inf (1+(=1)")" +ncos(nm) _ _1'
n—00 2n+1 2

Teorem 4.13
Niz (a,) je konvergentan u R ako i samo ako

liminfa, = limsupa,.
n—eo n—co

Zadatak 4.14. Je li niz a, = g" konvergentan za g < —1? Ako jest, odredite limes.

Rjesenje 4.14. Nije konvergentan. Naime, za parne indekse vrijedi
Ay = q2k — (QZ)k~
Kakoje g < —1, imamo g% > 1 pa slijedi
apx — +00.
S druge strane, za neparne indekse vrijedi
a1 = g% = q(q?)
Kakoje g < 0i (¢2)F! — oo, slijedi
Aok_1 —» —O0.

Dakle, niz ima dva podniza s razli¢itim ponaSanjem, pa ne konvergira ni u R ni u R.

Uoc¢imo, dokazali smo
ne postoji g < —1

0, -1 1
lim g" = Sq<
n—00 1, q= 1,
400, qg>1
Zadatak 4.15. Neka je
3n _|_ (_2)11

An + (14 a)sin (%) .

- 3n+l 4 (_2)n+1
Za koje a € R je niz (a,) konvergentan?

Rjesenje 4.15. Promotrimo podnizove odredene po ostacima modulo 4.

Za parne indekse imamo sin (27‘7"> = sin(kmr) =0, pa

32k + (_2)2k 32k +22k 1
2k = 3okl 1 (—2)Z+1 ~ 3.3% —p. % 3




Zan = 4k — 1 vrijedi sin <M) = —1, pa

34k71 _ 24k71

—(1+a)—>%—(1+a):—f—a.

Agk—1 = 34k | 4k
Zan = 4k — 3 vrijedi sin (M) =1,pa

34k73 _ 24k73
A4k—3 = k2 pa2 T (

1 2 4
A— {31_3_a/3+a}.

Niz je konvergentan ako i samo ako ima to¢no jedno gomiliste, pa mora vrijediti

1 4
1+a)—>§+(1+a):§+a.

Dakle, skup gomilista je

——g—a—f—i—a
3 3

Q[

Odavde slijedi a = —1. Dakle, niz (a,

~—

je konvergentan upravo za

a=-—1.



Cauchyjevi nizovi
Definicija 4.14
KaZemo da je niz realnih brojeva (a,,) Cauchyjev ako za svaki ¢ > 0 postoji np € IN takav da

ako sum,n > ny, vrijedi
lay — am| < €.

Teorem 4.15: Potpunost skupa R
Niz (a,) u R je konvergentan (u R) ako i samo ako je Cauchyjev.

Zadatak 4.16. Neka je (x,) niz realnih brojeva takav da je

1
|xp01 — xn| < o za sven € IN.

Je li niz (x,) konvergentan?
Rjesenje 4.16. Dokazimo da je niz (x,) Cauchyjev. Neka su m,n € IN i m > n. Tada teleskopi-

ranjem i nejednakosti trokuta dobivamo
’xm - xn‘ = ’(xm — Xp—1) + <xm71 - xm—2> +o At (g1 — xn)‘
< ’xm - xmfll + ’xmfl - xm—2| +--+ ‘xn+1 - xn’
1 1 1
S 3wt + 2 4+ 3

1 3

To je dio geometrijskog niza, pa vrijedi
1 1 2 1 m—n—1 1

14 = Z - < . = .

(e O e P SRS

|2 — x| < T 3
Neka je sada ¢ > 0. Kako 53 — 0, postoji ng € N takav da za svaki n > ng vrijedi

3
2.3

< E.

Stoga za sve m > n > ng imamo
|Xm — xn| <,

pa je niz Cauchyjev. Po potpunosti skupa R, svaki Cauchyjev niz je konvergentan. Dakle, niz
O

(xn) jest konvergentan.
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