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Numericka integracija

Zadana je funkcija f : [a, b] — R.

Zelimo izradunati integral

I(f) = /ab F(x) dx.

@ Za relativno mali skup funkcija f takav se integral moze egzakino
(simbolicki) izraGunati,

@ pa jedino preostaje priblizno, numericko racunanje /(f).

Osnovna ideja numericke integracije je priblizno rac¢unanje integrala
I(f), koristenjem:
@ vrijednosti funkcije f (eventualno i vrijednosti derivacija) na nekom
kona¢nom skupu to¢aka (~ Darboux).
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Opca integracijska formula ima oblik
I(f) = Im(f) + Em(f),
pri Cemu je
@ m+ 1 = broj koriStenih toCaka (Cvorova integracije),
@ In(f) = pripadna aproksimacija integrala,
@ E;(f) = pritom napravljena greska.
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Ako koristimo samo funkcijske vrijednosti, aproksimacija /m(f) ima oblik
m
(1) = > w1 (™).
k=0
pri Cemu je m neki unaprijed zadani broj, m € Nj.

° X,Sm) - &vorovi integracije

° ngm) - tezinski koeficijenti (tezine)
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Integracijske formule ne primjenjuju se na cijelom podrucju integriranja.
SloZena formula i nestabilno racunanje.
e
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Segment podijelimo na vise dijelova.
Na svakom podsegmentu primijenimo integracijsku formulu.
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Trapezna formula

Odredimo najjednostavniju formula (za m = 1):
I (f) = w{"f(x0) + WiV (xq),

Izostavimo indekse:
h(f) = wof(xo) + wif(x1)

Tezinske koeficijente wy i wy odredujemo iz uvjeta da je formula
egzaktna na polinomima $to viSeg stupnja:

X1
/ Pk(X) ax = WoPk(Xo) + Wy Pk(X1), k>0,
Xo

Dva nepoznata koeficijenta trebaju nam barem dvije jednadzbe.

Uvrétavamo redom x% x', .. .:



Numericka integracija Uvod

X1
X{ —Xg = / XCdx=wp-1+w-1.
Xo
2 X1
X15 — X
a -3 - / Xax =wy-Xo+ Wy - Xq.
Xo

Sustav jednadzbi s dvije nepoznanice:

Wo+Wi = X1 —Xp
x2 — xo?
XoWo + X9 Wy =
2
Rjesenje
Wo—%(X1 —Xo)—g, Wi = %()ﬁ —X) = g
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(Osnovna) trapezna formula

[ 0y a = (6000 + )

0

Interval [a, b] podijelimo na n jednakih dijelova:

b—a ,
a=X<Xx<...<Xxp=b, h= PEE Xi=a+i-h

n

b n Xi h
[ ae = 37 [T 0 des 3 Sifx-) + () =
a =1 7 Xi—1

i=1

n—1
- g (f(xo) +2;f(xi) + f(Xn)>
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(Produljena) trapezna formula

/ f(x (f Xo +22f(xl)+ (Xn)>

i=1
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Zasto bas trapezna formula?

Slika aproksimacije integrala funkcije f povr§inom trapeza.
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Koje polinome egzaktno integrira trapezna formula?

Je li trapezna formula egzaktna za

f(x) = x2.

Vrijedi

XS _ X3 Xq 2 2
10:/ )(261)(7'5/1()(2)2XOJFX1 (x1 — Xo).
3 o 2

Nije.



Drugi pristup.

@ Povucemo li kroz toCke (xg, f(X0)) i (X0, f(Xo)) interpolacijski
polinom stupnja 1 za funkciju f,

@ a zatim ga egzaktno integriramo,
dobivamo opet trapeznu formulu.

Vrijedi
aproksimacija integrala = integral aproksimacije

aproksimacija integrala = integral (interpolacije).

Ovaj zaklju¢ak nam omogucava nalazenje greske trapezne formule!
Sli¢no vrijedi i za ostale integracijske formule.



Numericka integracija Uvod

Integral linearnog interpolacijskog polinoma

Interpolacijski polinom:

X — Xq X — Xo
(X f(x
[ (0)+X1_X0 (x1)

pi(x) =

Xq u\2 2 Xy
/xo Piix)ax = (2(2;0 —)(1)21)]‘()(0%L 2(2(x1 —Xo)zo)f(x1)> X
= B X050y - 0" M)

2

= 2(F) + 1(x0)
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Ocjena pogreske trapezne formule
Interpolacijska pogreska:

F"(£x)
I

f(x) = p1(x) + (x — xo) (X — X1)

Pogreska trapezne formule:

/x1 f(x)dx = /X1 p1(x) dx+/ (X = X0) (X = X1) fﬂfx) .

X1
0 Xo

Pogreska trapezne formule:

Ei(f) = /X1 ei(x)ax = /X1 (X —x0) (x = x1) f”(zgx) ax.

0 0
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Jednostavno:

B = [ o) - 5 o= B [ e (x -y o

Ali u pravilu krivo!

Teorem srednje vrijednosti za integrale (g neprekidna)
b b
| axdx=g©) | dx=g(c)(b-a)
a a

Opcenitija verzija (w(x) > 0)
b

b
| wigtx = g() | wix)a.

a
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Jer je
(X = x0) (X —x1) <0 Vx € [Xo, X1]

zbilja postoji ¢ tako da je

E,(f) :/X1(x—x0)(X—x1) f//(zfx) dx = f”éﬁ) /XX1(x—x0)(x—x1)dx.

Ni ovo nije potpuno ispravno.
Je li f(&x) = f'(&(x)) neprekidna?
Potpuno ispravno je koristiti ocjenu pogreske

f(x) = p1(x) + (x — Xo) (X — x1) f[Xo0, X1, X].
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Sada je
X1
Ef) = [ (= x0) (x = x1) flxo. 1. ] o
Xo
X1
= f[xo,x1,€] [ (x—X0)(x —Xxq)dx.
Xo
e X-
= f(g)/1(x—x0)(x—x1)dx
2 X
Jer je , ,
X —
/XO1(x—Xc>)(x—X1)c:/>(=—("1 ok *
Integracijska pogreska je
Ei(f) = h—sf”(f)
1( ) - _12 >/
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Ocjena pogresSke za produljenu trapeznu formulu

Produljena trapezna formula:
b n Xj
/f(x)dx = 2/ f(x) dx =
a =1 v Xi—1
n

3
= 3 M0 + 1) — e -

i=1

h n—1 h3 n
= 3 (f(xo) +23 () + f(Xn)> — 152 1"(&)
i=1 i=1

>

B ¢ 2n_1f f nh3 1 n £
= 3 (X0) + Z (x;) + f(xn) _ﬁﬁz (&)

i=1 i=1
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Aritmeticka sredina:

1 n
"N
> rE) =19
i=1
Uz nh= b — a, vrijedi

) n—1
/ f(x (f x0) +23 " f(x) +f(Xn)> —f:(b—a)f“(f)

i=1

Pogre$ka: h? - metoda reda 2.
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Simpsonova formula
Sljedeci primjer je metoda za m = 2:

h(f) = wPf(x0) + w2 1(x) + WP (x2).

Oznacimo
ho— Xo — Xo
=
Neka je
Xo + Xo
X1 == T

Nije nuzno ali su formule jednostavnije.
| izbacimo indekse:

hb(f) = wof(xo) + wif(x1) + waf(x2).
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Koeficijenti preko egzaktnosti na polinomima

3 koeficijenta — 3 jednadZbe — egzaktnost na {x° x', x?}:

X2
Xo—Xg = / XCdx=wp-1+w-14+w-1.
Xo
X2_X2 X2
270 / xVdx = wo - Xo+ Wy - Xg + Wa - Xo.
2 Xo
3 3 X
X3 —x 2
20— X2 dx = Wy - X2 + Wy - X2+ Ws - X2.
0 1 2
3 X
RjeSenje:
h 4h
Wo=Wo== W =—.
o=we=5 W=
X2 h
f(x)dx ~ 3 <f(xo) +4f(x1) + f(x2)>.
Jxg
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Koeficijenti preko interpolacijskog polinoma
Interpolacijski polinom:

) = o 0+
(X = Xo)(X — x1)
(X2 — Xo)(X2 — X1) ()
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Formula

N / " pa(x) o = / U 2a)022). )

o (Xo—X1)(X — X2)

2 (x — x0)(x — x2)

" /xo (x1 — xo0)(X1 — 2)f(x1)dx+
)
Xo)

+/X2 (X = X0)(x = x1) f(x2) dx

, (% (X2 — x1)
- fé);'g)/sz(x—m)(x Xp) dx — f(l;g)/)(:2(X—Xo)(X—X2)dX
f(XQ)

_|_

X2
X—X)(X—Xx1)dx=...=
) CEEDICREY

= g <f(x0) + 4f(x1) + f(X2)>-
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Egzaktnost integracije za x°

Simpsonova formula je egzaktna na polimomima stupnja < 2. Sto je s
viSim stupnjem?

Xo X4 _X4
xX3dx =2 70
X 4

4 4
_ X =X

4

Simpsonova formula je egzaktna na polinomima stupnja 3!

Ovo se moglo dobiti i bez puno rac¢unanja:
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Funkcija (x — x1)2 je antisimetri¢na na [xg, X2].
Zato je

X2
/ (x —x1)3dx =0.
X0

S druge strane je Simpsonova formula simetri¢na

I3(f) = g (f(Xo) =+ 4f(X1) + f(X2)>

I3 ((x — X1 )3) =0.

paje
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Ocjena pogreske za Simpsonovu formulu

Interpolacijska pogreska:

e2(x) = f(x)—pa(x) = (x — X0)(X — x1)(X — X2)f[x0, X1, X, X] =
®)
= () ) x - xp) )
Integracijska pogreska
Eo(f) = /X2 F(x) dx — by(f) = /X2 &5(x) dx.

Funkcija

(X — X0)(X — X1)(X — x2)
mijenja predznak na [xp, x2] pa se ne moze direktno primijeniti teorem
srednje vrijednosti.



Moglo bi:
X2
|Ex(f)] < / [(x — Xx0)(Xx — x1)(X — x2)| | f[X0, X1, X2, X]| dX
Xo

) X2
= |f36(§)’/x0 [(x — x0)(x — x1)(x — x2)| dx

h4
= S

@ Nije optimalno.

@ | ne pokazuije da je formula egzaktna za x°.
o Eg(Xs) =0.
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Definirajmo

Pokazimo da vrijedi

w(xg) = w(x2) =0, w(x)>0, Xxe(xo,Xa).

@ w(xp) = 0 ocito

@ (t— xp)(t— xq1)(t — x2) je antisimetricna s obzirom na x; pa je
integral od xp do x> jednak 0. (Moze se i izraCunati.)

@ X1 je jedina nultocka od w’ na (xg, x2) — jedini ekstrem.

@ Jerje w(xy) > 0 to je maksimum (w(x) > 0 na (X, X1)

@ = w(x)>0na(xp,X)
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Graf funkcije w’

Xo X1 2
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Integracijska pogreska:

Ex(f) = /Xz(x—xo)(x—x1)(x—x2)f[xo,x1,x2,x]dx

0

X2
= [ W0) Tl xr e x] de
X

0

= w(x)f[a,b,c,X]

T [P S Id
— w(x) —f[Xxo, X1, X2, X] dx
Yo X0 ax
X2
= 0—/ w(x) f[xo, X1, X2, X, X] dx
Xo

X2
= _f[X07X17X27X77]77]]/ W(X) dX
Xo

f(4) X
_ 24(15) /XO w(x) dx
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[zraunamo . s
2 4h
/ wix)dx =...= —
X

0

Ocjena pogreske za Simpsonovu formulu:

B .,
Ea(f) = — g5 (©)
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Produljena Simpsonova formula

Interval [a, b] podijelimo na paran broj podintervala (n je parni broj).

Produljena Simpsonova formula:

b Xoj
/ f)ax = / F(x) dx =
~h h a
= Z*(f(X2i—2)+4f(X2i—1))+f(Xzi)_%f (&) =

h n/2—1 n/2
= 3 (f(Xo)+2 > f(X2i)+4Zf(X2i1)+f(Xn)) -
i= i=

5 n/2
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h n/2—1 n/2
= 3 |fx)+2 > fe) +4> f(Xeiq) +
i=1 i=1
nh5 n/2 4)
- 90 ng (&) =

h n/2—1 n/2
= g [f00)+2 Y fOe) +4) flio1) + f(xn
i=1 i=1

4
~ (b a)y5 ()

Pogreska: h* - metoda reda 4.

f(Xn)) -
>) .

21. ozujka 2026.
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Produljena Simpsonova formula:

b h n/2—1 n/2
/ fx)ox = 3 (f(xO)+2 D f(xei) +4> f(Xei1) + f(xn) | —
a i=1 i=1

h
~ (b= a) 525 1(©)
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Formula srednje tocke
Pravokutna formula

Odredimo formulu oblika:

Io(f) = wo f(Co)-
Treba odrediti koeficijent wy i toCku (o da formula bude egzaktna na
intervalu [xo, x1] za polinome §to viSeg stupnja.

Oznacimo H := x1 — Xo.
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2 nepoznanice — 2jednadzbe — egzakinostna {x° x'}:

X1
H=x—xg = / x%dx = wp - 1
X

0

HX1+Xo:X12_X§ _ /X1X1dx—W0-Co
2 2 Xo
RjeSenje:
X1 + X
W():H C():%.

Formula srednje toCke

[ 0ok = Hito), o= 0+ 3H
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Aproksimacija integrala funkcije f povr§inom pravokutnika.
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Gaussova formula

Odredimo formulu oblika:

h(f) = wo f(Co) + wr £(C1)-

Treba odrediti koeficijente wy, wy itocke (o, ¢; da formula bude
egzaktna na intervalu [xp, x1] za polinome Sto viSeg stupnja.

Oznacimo H := x1 — Xo.
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4 nepoznanice — 4jednadZzbe — egzaktnost na

{x% x', x?, x3}.

Bolje je koristiti (x — X)* gdje je X = (xo + Xy)/2. Simetrija.
X1

H = / 1dx=wp-1+wy-1
X

0

0 = /X1(X—)_()dX=W0'(Co—)_()+W1'(C1—)_()

0

12 /X1(X—)_()2dX=WO'(Co—)_()2+W1'(C1—)_()2

0

0 = /X1(X—)_()3dX=Wo-(Co—)_()3+W1'(C1—)_()3

0

Nelinearni sustav.
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RjeSenje: U ovom trenutku nije bitno.
Ali...

Ako pretpostavimo simetriju:

H
Wy = W4 = Wo:W1:§

Iz druge jednadzbe slijedi:
X—C=¢—X
Opet simetrija.

Iz tre¢e jednadzbe slijedi:

_ H
o1 =XF —=.

2v/3
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Newton-Cotesove formule

Opcenito, zelimo aproksimirati

/b w(x)f(x)dx = In(f)+ Emn(f),

n(f) = S wPH(x™),

k=0
gdje je w tezinska funkcija (W > 0ili w > 0 uz dodatne uvijete).
Prirodno ogranicenje je: xk ) € [a, b].

| radi jednostavnosti x{™ < x,ﬁﬂ

. Zbog jednostavnosti, ispustamo indekse m.

Tezinske koeficijente wy (a i toCke xx) odredujemo iz uvjeta egzaktnosti
na nekom skupu funkcija.
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Npr. egzaktnost na polinomima {1, x, x2,...}.
lli egzaktnost na {1, exp x,exp2x,...}.

Definicija
Za integracijsku formulu ¢éemo reéi da ima polinomni stupan;
egzaktnosti d ako je

En(f)=0 zasve fec Py,

pri Cemu je P4 vektorski prostor polinoma stupnja manjeg ili jednakog
d.
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Ukoliko je u
b m
/ w(x)f(x) dx ~ ) wif(xx),
a k=0
@ Xg = ai Xy = b - zatvorena integracijska formula
@ Xp > ai Xm < b - otvorena integracijska formula

@ moze i kombinacija xop > ai xm = bilixg =aixm < b.
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Odredivanje koeficijenata

Neka je zadanamrezaa< xp < X; < ...Xp < b.

Interpolacijski polinom u Lagrangeovoj bazi:
m
Pm(x) = > Li(x)F(xi),
k=0

gdje je
X — Xj

Lk(X) = X v
i

=

i=0
i#k

Tl
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/b w(x)f(x)dx = /b wW(X)Pm(x) dx + /b w(x)em(x) dx

— Z/ X)Ly (x) dxf(xg) + /b w(x)em(x) dx

Dakle,

m

b b .
Wk:/a W(X)Lk(X)dX:/a wix) |] ;;_)il_ dx

i=0
i#k

En(f) = /ab w(x)em(x) dx
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Definicija
Integracijsku formulu oblika

Im(f) = > wief(x),
k=0

gdiejea< xg < xy <...<xm< m,¢éemo zvati interpolacijska
formula ukoliko tezinski koeficijenti zadovoljavaju

b b T X=X
Wk—/ W(X)Lk(X)dX—/ wix) [[ -—— ax.
a a i~ Xk — Xi
ik

Ukoliko je a = xp i b = X, formula se naziva zatvorena a ukoliko je
a< Xp i b> x; formula se naziva otvorena.
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@ Jer je formula bazirana na Lagrangeovoj interpolaciji, ponekad se
koristi i naziv interpolacijska formula Lagrangeovog tipa.

@ Integracijske formule se mogu izvesti i iz formula za Hermiteovu
interpolaciju. Takve formule uklju€uju i derivacije f'(xx).
(Interpolacijske formule Hermiteovog tipa.)

@ Integracijske formule mogu biti niti otvorene niti zatvorene (¢vor u
samo jednom rubu).
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Teorem
Integracijska formula

In(f) = wif(x¢),
k=0

ima stupanj egzaktnosti barem m ako i samo ako je interpolacijska.

Dokaz. Interpolacijska oCito ima stupanj egzaktnosti barem m.

Ukoliko integracijska formula ima stupanj egzaktnosti m, egzaktna je
na Lg:

b m
[ wOOL0 ok = 3 wiLe() = wil i) = w
a i=0

pa je formula interpolacijska. O
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Definicija

Newton-Cotesove formule su interpolacijske integracijske formule
kod kojih su Cvorovi integracije {x;}[", C [a, b] ekvidistantni.
Ukoliko je a = xg i b = x, formula se naziva zatvorena a ukoliko je
a< Xpib> xn, formula se naziva otvorena.

Za vecinu svojstava koje ¢emo pokazati, ekvidistantnost nije toliko
vazna u definiciji koliko Cinjenica da su ¢vorovi unaprijed zadani
nevezano uz tocnost formule.

Daleko najcesce se koriste ekvidistantni ¢vorovi.
Formule su jednostavnije.

Kod otvorenih formula se mislinato dasu ai bod xp i X, udaljeni kao i
ostali susjedni ¢vorovi.
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Ukoliko ’zaboravimo’ ekvidistantnost, u istom kontekstu mozemo
promatrati formule koje ukljuCuju i derivacije.

Npr., Cvorovi: fh =t < b =t3 < ... < bbym_1 = bbm | Xx = by definiraju
formulu oblika

b m m
/ wO)F(X) ax = > wief(xi) + > Wief' (k).
a k=0 k=0
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Koeficijenti Newton-Cotesovih formula

B X — X
Wk—/a w(x) H X _de

l;ék

Ekvidistantna mreza: xx,1 — xx = h.

Supstitucija: t = (x — xp)/h:

(b—x0)/h m h(t—
we = h /( w(xo + th) H Ak~
i#k

a—x)/h

h (_1)m—k /(bxo)/h ( h) 1’_"[ ( ‘)d
= h—F—— w(xo + ¢ t—1i)dt
k'(m— k)l (a—xo)/h 0 o

i£k
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NajceSce se koriste formule gdje je w(x) = 1.
Kod zatvorenih Newton-Cotesovih formula je

a:XOa ab:Xm = :05

Koeficijenti zatvorenih Newton-Cotesovih formula

Wy = klm k/ H (t—i)dt

/;ék
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Kod otvorenih Newton-Cotesovih formula je

a—»Xp

a=xgp—h, ,b=xn+h = "

Koeficijenti otvorenih Newton-Cotesovih formula

m+1 M
Wy = klm k/ H (t—i)dt

/;ék
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Simetrija tezinskih koeficijenata

Vrijedi Wy = Wy_k (zatvorena formula)'

W, = klm k/ H (t—iNdt=(u=m—1t)

/;ék
_1)ym—k o m ]
— _hk(!(m)—k)!/m H (m—u—i)du=
7k
G D A - m oy
_ hk!(m_k)!/o ,-leo (U= (m—i))(~1)" du =
ik
m (m—k)
_ (k|1m o / H (u—j)du = wn_g

/#m—k
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Koeficijenti zatvorenih Newton—Cotesovih formula

wi = A Wi h,

m A W W W W W,

13 1 Trapezna

2 1 4 1 Simpsonova

3 3 3 3 1 Simpsonova 3/8-ska
4 £ 32 12 32 7 Booleova

5 -5 19 75 50 50 75

6 g 41 216 27 272 27 Weddleova

7 7585 751 3577 1323 2989 2989

8 iz 989 5888 —928 10496 —4540
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Numericka integracija Newton-Cotesove formule

Koeficijenti otvorenih Newton-Cotesovih formula

m A W W, W
0 2 1
13 1 A
2 3 2 -1 2
3 11 1
4 3 11 —14 26

Zakljucak. Koeficijenti u integracijskim formulama za ve¢e m
@ poprimaju i pozitivne i negativne predznake,
@ rastu po apsolutnoj vrijednosti.

Zbog krac¢enja moze doci do velike greske u rezultatu.
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Numericka integracija Newton-Cotesove formule

Egzaktnost Newton-Cotesovih formula na polinomima

Promatramo funkciju

(x— o1, c=212,

k € Np.
AntisimetriCna s obzirom na sredinu intervala [a, b].
b
/ w(x)(x —c)**Tdx =0
a
ukoliko je w simetri¢na na [a, b].

Zbog simetrije koeficijenata u Newton-Cotesovim formulama:

m
I (( 2k+1) ZW' c)2k+1= 0.
i=0



Numericka integracija Newton-Cotesove formule

@ Ukoliko je Newton-Cotesova formula egzakina na P», egzaktna je
i na 732k+1 .

@ Ovo smo uodili kod Simpsonove formule. Izvedena je iz uvjeta
egzaktnosti na polinomima stupnja 2 a egzaktna je na polinomima
stupnja 3.

@ by i byy1 imaju isti polinomni stupanj egzaktnosti.

@ — Preferira se koriStenje .

Jednostavnija a isti stupanj tocnosti. (Konstanta u ocjeni pogreske
nije ista.)



Numericka integracija Newton-Cotesove formule

Ocjena pogreske

Iz
F(x) = Pm(x) + em(x)
slijedi
b b
/ w(x)F(x)dx = In(x) +/ w(x)em(x).

Pogreska integracije:

Em= /b w(x)em(x)dx = /b w(X)wm(x)f[Xo, - .., Xn, X] dX.



Numericka integracija Newton-Cotesove formule

Jednostavni pristup:

|Eml

<

b
/a w(X)|wm(X)|f[Xo, - - -, Xm, X]| dx

(m+1) b
o) [ wodlmol o -

)
) H“"'d“

mie ()
Cm h™2 (m+1)!
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Numericka integracija Newton-Cotesove formule

@ Ovo nije optimalno.

@ Za parni m je formula egzaktna na P, 1.
Em(x™+1) = 0. Ova ocjena je ve¢ od 0.

@ Simpsonova formula

h4
UTRIG!

Baf) = —g5f ()

| E2(f)|

IN



Numericka integracija Newton-Cotesove formule

Teorem (Ocjena pogreske za parni red)

Neka je [a, b] C R, neka je m paranif € C™2(a, b). Tada zatvorena
Newton-Cotesova formula reda n za w = 0 i neki ¢ € (a, b) zadovoljava

f(m+2)(¢)
En(1) = Co i)t
gdje je
b
Cm= / Xwm(x)dx < 0.
a
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Numericka integracija Newton-Cotesove formule

Teorem (Ocjena pogreske za neparni red)

Neka je [a, b] C R, neka je m neparanif ¢ C™'(a, b). Tada zatvorena
Newton-Cotesova formula reda n za w = 0 i neki ¢ € (a, b) zadovoljava

fmED (&)
gdje je
b
Cm = / wm(X) dx < 0.
a
e

21. ozujka 2026.
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Numericka integracija Newton-Cotesove formule

Koeficijente mozemo napisati u malo drugacijem obliku.

Uz supstituciju t = (x — xo)/h:

b 2k
Cox = /szk(x)dx:h2k+3/ 2(t—1)(t—2)...(t—2k)dt
a

0

b
Cokt1 = /W2k+1(X)dX=
a

2k+1
h2k+3/ H(t—1)(t—2)...(t— (2K + 1)) dt
0
Sada je ocjena pogreske oblika

En(f) = Bn h’”*zi 1(§'), m neparan

ma F7HE)(
En(f) = Bmh+3( >

m paran

£)
T2)”
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Numericka integracija Newton-Cotesove formule

Koeficijenti zatvorenih Newton-Cotesovih formula
Em(f) _ Bm hm+1+kf(m+1+k)(c)

K — 0, za mneparan,
1, za mparan.



Numericka integracija Newton-Cotesove formule

Koeficijenti zatvorenih Newton-Cotesovih formula

Wi = AW h,
m A Wo Wi W5 Ws W, B.,
1 5 1 1 —
2 3 1 4 1 .
3 3 3 3 1 3
4 % 32 12 32 7 &
5 S 19 75 5 50 75 —2I5
6 g 41 216 27 272 27 .9
7 17hso 751 3577 1323 2989 2989 - S1&
8 i 989 5888 —928 10496 —4540 —,23%8

21. ozujka 2026.
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Numericka integracija Newton-Cotesove formule

Produljene Newton-Cotesove formule

@ Osnovna Newton-Cotesova formula se ne primjenjuje na cijelom
segmentu [a, b].

@ Segment [a, b] podijelimo na N (jednakih) podsegmenata na na
svakom od njih primijenimo osnovnu Newton-Cotesovu formulu:

/ fx)de=3" (/"’( )+E,(,’;)(f)>.
@ Sve skupa n= Nm podintervalai n+ 1 = Nm+ 1 ekvidistantna

tocka xg, X1, .. ., XNm-
Produljena integracijska formula:
N

/b f(x)dx =~ Z )(f).

3\



Numericka integracija Newton-Cotesove formule

Produljena trapezna formula

n—1
£=7 (f(xO) +2) 1)+ f(xn)>
i=1

Produljena Simpsonova formula

h n/2—1 n/2
/3P =3 (f(xo) +2 Z f(X2;) +4Zf(X2i—1) + f(xn)
i=1 i=1

69/128



Numericka integracija Newton-Cotesove formule

Ocjena pogreske za produljene Newton-Cotesove
formule

N N
En = Y En(f)=)_ Bnh™ ATt (G) =
i=1 i=1

N
1 1
_ +k +14+k ) —
= Bnh" mthN;ﬂm (&) =

_ (b o a) Bm hm+kf(m+1+k)(o

K — 0, za mneparan,
1, za mparan.



Numericka integracija Ortogonalni polinomi

Ortogonalni polinomi
Definicija skalarnog produkta

Neka je w(x) zadana funkcija. w(x) je teZinska funkcija ako je
@ w(x) > 0 naintervalu [a, b],
@ w(x) moze biti jednaka 0 samo u izoliranim toCkama.

TeZinska Lp-norma (ili samo 2-norma) funkcije u na [a, b] je

ull2 = (/ab w(x) u(x)? dx>1/2.

Ako je ta norma konacna i za funkciju u i za funkciju v, onda mozemo
definirati tezinski skalarni produkt

(u, vy = /ab w(x) u(x)v(x) dx.



Numericka integracija Ortogonalni polinomi

Definicija skalarnog produkta

Skalarni produkt (u, v) je dobro definiran (konacan), jer vrijedi
Cauchy—Schwarzova nejednakost

[(u, ) < llullz - [[vI]2-

(u, v) je skalarni produkt, jer
1. (u,u) > 0, a jednak je 0 za one funkcije u koje su nula u svim
tockama gdje je w(x) > 0, (v. mjera i integral)
2. vrijedi linearnost u prvom argumentu
(Qquy + aplz, V) = aq (U1, V) + az(lz, V),
3. ilinearnost u drugom argumentu,

(U, B1vy + Bavo) = B1(U, vy) + Ba(U, v2).



Numericka integracija Ortogonalni polinomi

Ortogonalne funkcije
Za funkcije u i v reéi cemo da su ortogonalne ako vrijedi
(u,v) =0.
AKko su u i v ortogonalne, onda vrijedi
lu+VvIP = (uu)+ (uv) +(v,u) +(v,v)

2 2 2
=l +2(u, v) + [vI? = [Jul® + v

Pitagorin poucak!



Numericka integracija Ortogonalni polinomi

Sustavi ortogonalnih funkcija

Ako imamo sustav ortogonalnih funkcija ug, k = 0,..., m, za koje
vrijedi
(U, uj) =0, za i#j, I,j=0,...,m,

i ux Z 0 tamo gdje je w( ) >0, onda vrijedi

Zakuk Z |2 | k13-

Prethodna jednakost znaci da je ortogonalni sustav funkcija linearno
nezavisan tamo gdje je w(x) > 0.

Ako je lijeva strana jednaka nula, mora biti i desna, a po pretpostavci je
llukll2 > 0O, pa je jedino moguée daje ax =0zak =0,...,m.



Ortogonalizacija

Ako je zadan skup funkcija ¢; koje su linearno nezavisne, ali nisu
ortogonalne na nekom intervalu,
@ ¢ ortogonaliziramo koristenjem (modificiranog)
Gram-Schmidtovog procesa ortogonalizacije.
@ Funkcije ¢; koje razapinju isti prostor kao ¢; ne treba normirati.

Ortogonalizacija zapocinje s:

©0 := Po-
Zatim,zaj=1,2,... stavimo

_ (B ex)
llexll3

Jj—1
b= — > apk,  a
k=0

Tada je ¢; ortogonalan na sve prethodne ¢, k =0,...,j — 1.
e 21. ozujka 2026. 75/128



Primjer

Primjer. Nadimo ortogonalnu bazu za prostor razapet funkcijama
1, x, x2 na intervalu [—1, 1] s teZinskom funkcijom w = 1.

RjeSenje. Skalarni produkt funkcija u i v definiran je s

1

(u,v) = /_11 w(x)u(x)v(x)dx = / u(x)v(x) dx.

—1

Prva funkcija u ortogonalnoj bazi jednaka je prvoj zadanoj funkciji,

wo(x) = 1.
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Numericka integracija Ortogonalni polinomi

Sada je
(X,p0) = [ x-1dx= (nepar1nost) =0,
(po,p0)  =[l11dx=x| =2
—1
pa je
<X7 ()00> 0
a = == =0
°" (po.po) 2

Odatle odmah dobivamo
p1(x)=x—ap-1=x.



Numericka integracija Ortogonalni polinomi

Za ortogonalni polinom stupnja 2 treba izraCunati ag i ay
1 3 1
5 > X 2
X = x“-1dx = — = —
< 7%00> /;11 3 _1 37

<X2,901> = /1 x? - x dx = (neparnost) = 0,

! 2
(@17901> = / X'XdX:§7

paje
ao_<X27900>_§_1 a1_<X27(p1>_9_0
(po,0) 2 3 (p1.01) 2
Odatle je
2 2 1
wo(X)=x“—ay-x—a-1=x ~3



Primjeri ortogonalnih familija funkcija
Primjeri ortogonalnih familija funkcija

Trigonometrijske funkcije
{1, cos x, cos 2x, cos 3X, ...,sin X,sin 2x,sin3x, ... }

¢ine ortogonalnu familiju funkcija na intervalu [0, 27] uz tezinsku
funkciju w(x) = 1.

Pokazimo da je to zaista istina. Neka su k, ¢ € Ny. Tada vrijedi

2m 1 2r
/ sin kx - sin{x dx = —2/ (cos(k + £)x — cos(k — £)x) dXx.
0 0



Numericka integracija Primjeri ortogonalnih familija funkcija

Ortogonalnost trigopnometrijskih funkcija

Ako je k = /¢, onda je prethodni integral jednak

1 (sin(k + {)x 2r
— | —x =.
2 k+¢ 0
Ako je k # ¢, onda je jednak
1 (sin(k+£)x  sin(k = £)x ar 0
2 k+¢( k—¢ o

Drugim rijeCima, vrijedi

2
/ sin Kx - sinfx dx = 0, k#& k.t=1,2,...,
0 T, k=1{,



Numericka integracija Primjeri ortogonalnih familija funkcija

Na slican nacin, pretvaranjem produkta trigonometrijskih funkcija u
zbroj, mozemo pokazati da je

o 0, k#¢,
/ coskx -coslxdx =< 2r, k=¢=0, k(=0,1,...,
° 7, k=10>0,
te, takoder, da je
2w
/ sinkx -costxdx =0, k=1,2,..., ¢=0,1,...,
0
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Numericka integracija Primjeri ortogonalnih familija funkcija

Fourierov red

Ako periodi¢ku funkciju f osnovnog perioda duljine 27 aproksimiramo
redom oblika

Q| .
=5 + ; a cos kx + by sin kx),

onda, mnozenjem odgovarajuc¢im trigonometrijskim funkcijama i
integriranjem, dobivamo

1

2m 2m
ax = / f(x) coskx dx, by = / f(x) sin kx dx.
0 0

m s

Prethodni red poznat je pod imenom Fourierov red, a koeficijenti kao
Fourierovi koeficijenti.



Klasi¢ni ortogonalni polinomi
Klasi¢ni ortogonalni polinomi

U praksi najcesce susreéemo pet tipova klasi¢nih ortogonalnih
polinoma.
Prisjetimo se, za polinome

{p07p17p27"'7pn7"‘}7

(indeks polinoma oznacava stupanj), kazemo da su ortogonalni
obzirom na tezinsku funkciju w, na [a, b], ako vrijedi

/b w(x) pm(x) pn(x)dx =0, zam#n.



Numericka integracija Klasi¢ni ortogonalni polinomi

Tezinska funkcija

@ odreduje sistem polinoma do na konstantni faktor u svakom od
polinoma.

@ Izbor takvog faktora zove se jo$ i standardizacija ili normalizacija.

Zajednicke karakteristike ortogonalnih polinoma:
@ Ortogonalni polinomi zadovoljavaju tro¢lanu rekurziju

Pn+1 (X) + an(X)pn(X) + /Bn(x)pn—1 (X) =0, n=1,2,...,
s tim da su poznate “pocetne” funkcije pg i p1, i sve funkcije an, Gp,

zaneN,

@ Oprez. Prethodnu rekurziju zadovoljavaju i mnoge specijalne
funkcije koje nisu ortogonalne!

@ NultoCke ortogonalnih polinoma uvijek se nalaze unutar intervala
[a, b] na kojem su polinomi ortogonalni.



Numericka integracija Klasi¢ni ortogonalni polinomi

Cebisevljevi polinomi prve vrste

Cebigevljevi polinomi prve vrste
@ oznaCavaju se s Tp,
@ ortogonalni su na intervalu [—1,1]
@ obzirom na tezinsku funkciju

1
w(X) = ——.
W=
Relacija ortogonalnosti:
0, za m# n,

m, zam=n=0,

/1 Tm(X) Tn(X) dx —
- 7/2, zam=n#D0.

1 V1-—x?
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Numericka integracija Klasi¢ni ortogonalni polinomi

Oni zadovoljavaju rekurzivnu relaciju
Thi1(x) —2xTh(x) + Th—1(x) =0,

uz start

To(x)=1, Ti(x)=x.
Za njih postoji i eksplicitna formula

Tn(x) = cos(narccos X).
Osim toga, n-ti Cebisevljev polinom prve vrste T, zadovoljava
diferencijalnu jednadzbu

(1 —x2)y" —xy' + nPy = 0.
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Numericka integracija Klasi¢ni ortogonalni polinomi

Cebisevljevi polinomi prve vrste na [0, 1]

Katkad se koriste i Cebigevljevi polinomi prve vrste
@ transformirani na interval [0, 1],
@ uoznaci T,.

Dobivaju se koristenjem linearne (preciznije, afine) transformacije

0,1]>x—¢:=2x—1¢€[-1,1].

Relacija ortogonalnosti postaje

. . 0, zam#n,
/1 7T’"(X)T”(X)dx: T zam=n=0
0 /7X—X2 I ]

w/2, zam=n#0,



Numericka integracija Klasi¢ni ortogonalni polinomi

a rekurzivna relacija
np1(X) —2(@x = 1)Tp(x) + Ty 4(x) =0,

uz start
To(x)=1, T{(x)=2x—1.
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Numericka integracija Klasi¢ni ortogonalni polinomi

Cebisevljevi polinomi druge vrste

éebiéevljevi polinomi druge vrste
@ oznacavaju se s Uy,
@ ortogonalni su na intervalu [—1, 1]
@ obzirom na teZinsku funkciju

w(x)=+v1—x2
Relacija ortogonalnosti:

/1 V1 = X2 Upp(X) Un(x) dx = {0, zam#n,
—1

/2, zam=n.
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Numericka integracija Klasi¢ni ortogonalni polinomi

Zadovoljavaju istu rekurziju kao i polinomi prve vrste
Uni1(x) — 2xUn(x) + Up—1(x) =0,

uz malo drugadiji start

Za njih postoji i eksplicitna formula

Un(x) = sin((n+ 1) arccos x)

sin(arccos Xx)

n-ti Cebigevljev polinom druge vrste U, zadovoljava diferencijalnu
jednadzbu
(1 —x3)y" —3xy’ + n(n+2)y =0.



Numericka integracija Klasi¢ni ortogonalni polinomi

Legendreovi polinomi

Legendreovi polinomi
@ oznaCavaju se s Py,
@ ortogonalni su na intervalu [—1, 1]
@ obzirom na teZinsku funkciju

w(x) =1.

Relacija ortogonalnosti:

0, za m# n,
2/(2n+1), zam=n.

/1 Pm(x) Pn(x) dx = {
—1
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Numericka integracija Klasi¢ni ortogonalni polinomi

Oni zadovoljavaju rekurzivnu relaciju
(n+1)Pniq1(x) — (2n+ 1)xPn(x) + nPp_1(x) = 0,

uz start

Osim toga, n-ti Legendreov polinom P, zadovoljava diferencijalnu
jednadzbu
(1 —x®)y" —2xy' + n(n+ 1)y = 0.
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Numericka integracija Klasi¢ni ortogonalni polinomi

Laguerreovi polinomi

Laguerreovi polinomi
@ oznacavaju se s Ly,
@ ortogonalni su na intervalu [0, o)
@ obzirom na tezinsku funkciju

Relacija ortogonalnosti:

0, zam#n,

e X L(x)Ly(x)dx =
/o m(X) Ln() 1, zam=n.



Klasi¢ni ortogonalni polinomi
Laguerreovi polinomi (nastavak)

Oni zadovoljavaju rekurzivnu relaciju
(n+1)Lpr1(x)+ (x —2n—1)La(x) + nLy—1(x) = 0,

uz start

Lo(x)=1, Li(x)=1-x.

Osim toga, n-ti Laguerreov polinom L, zadovoljava diferencijalnu
jednadzbu

xy" + (1 —x)y'+ny=0.



Numericka integracija Klasi¢ni ortogonalni polinomi

Hermiteovi polinomi

Hermiteovi polinomi
@ oznacavaju se s Hp,
@ ortogonalni su na intervalu (—oo, 00)
@ obzirom na tezinsku funkciju

w(x)=ex.
Relacija ortogonalnosti:
/ e Hpn(x) Hn(x) dx = 0 zam#n,
—o0 2"nl\/w, zam=n.



Numericka integracija Klasi¢ni ortogonalni polinomi

Oni zadovoljavaju rekurzivnu relaciju
Hni1(X) — 2xHn(x) + 2nHp_1(x) = 0,
uz start

Ho(x) =1, Hi(x)=2x.

Osim toga, n-ti Hermiteov polinom H, zadovoljava diferencijalnu
jednadzbu
y" —2xy’ +2ny = 0.



Klasi¢ni ortogonalni polinomi
NultoCke ortogonalnih polinoma

Teorem

Neka je {pn(x) | n > 0} familija ortogonalnih polinoma na intervalu
[a, b] s teZinskom funkcijom w(x) > 0. Tada svaki polinom p, ima
to¢no n razlicitih (jednostrukih) realnih nulto¢aka na otvorenom
intervalu {a, b).

Dokaz: Neka su xq, X, . .., Xy sve medusobno razli¢ite nultocke
polinoma p, za koje vrijedi:

@ a< x;< b,

@ pp(x) mijenja predznak u x; (x; je neparne kratnosti).

Buduci da je p, stupnja n,
@ po osnovnom teoremu algebre, p, ima tocno n nulto¢aka,

@ a onih koje zadovoljavaju prethodna dva svojstva ima manije ili
jednako n, tj. znamo da je m < n.



Numericka integracija Klasi¢ni ortogonalni polinomi

Polinom p, onda mozemo prikazati u obliku produkta
pn(x) = h(x) (x = x1)" -+ (x = Xm)™,

pri cemu

@ svi r; moraju biti neparni, a
@ polinom h(x) ne smije promijeniti predznak na (a, b).

Pretpostavimo da nultoCaka koje zadovoljavaju trazena dva svojstva
ima striktno manje od n, fj. m < n.

Pokazimo da je to nemoguce. Definiramo polinom

B(x)=(x—x1) - (X — Xm).



Numericka integracija Klasi¢ni ortogonalni polinomi

Mnozenjem s pu(x), dobivamo

Pn(X) (X = X1) -~ (X = Xm)

pn(X)B(x) =
= h(x) (x — x1)" T (X = Xpp)m T,

Po definiciji toCaka x4, . . ., Xm, ovaj polinom ne mijenja znak prolaskom
kroz tocke xi, ..., Xm (eksponenti r; + 1 su parni).

Osim toga, h(x) ne mijenja znak na (a, b), tj.
@ Citav polinom py(x)B(x) ne mijenja znak na (a, b).

Zato vrijedi

b
[ w)B0pa(x) o 0.

a
jer je to integral funkcije fiksnog predznaka (plus ili minus).



Numericka integracija Klasi¢ni ortogonalni polinomi

S druge strane, prethodni integral je skalarni produkt polinoma B
(stupnja m < n) i polinoma p,, (stupnja n).
@ Svaki ortogonalni polinom p, je okomit na sve polinome nizeg
stupnja (v. korolar), pa je

b
/a w(x)B(X)pn(x) O = (B, pa) = 0,

8to je kontradikcija.

Zakljucak. Pretpostavka o stupnju polinoma B je bila pogres$na, ij.
mora biti m = n.

Dakle, p, ima to€no n nulto¢aka x, ..., x, u kojima mijenja predznak,
pa one moraju biti jednostruke, jer je p),(x;) # 0. O



Numericka integracija Gaussove formule

Gaussove formule

Newton-Cotesove formule.
a=Xg < Xy <...<xp= bzadani (i ekvidistantni).

b m
/ WO)FX) dx = (1) + En(f) =S wicf(xk) + En(7)
a k=0
TeZine wy odredene iz uvjeta egzaktnosti na prostoru polinoma.

Postignuti stupanj egzaktnosti: mili m+ 1.

Gaussove formule: odredujemo i ¢vorove x; tako da postignemo $to je
moguce veéu egzakinost.

Malo éemo promijeniti notaciju:

/b w(x)f(x)dx = In(f) + Ex(f) = En:wkf(xk) + Eq(f)
a k=1
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Zelimo egzaktnost maksimalnog stupnja.

/b w(x)f(x) dx = Z Wi F(Xk).-

n koeficijenata i n ¢vorova — Oceku1emo egzaktnost na Poj,_1.

Neka je pop_1 € Pop_1 i
wn(X) = (X —Xx1) ... (X — Xn).
Tada je
Pan—1(X) = Qn-1(X)wn(X) + r—1(X),  Qn-1,m-1(X) € Pn_1.

b

b b
[ wO0pen 100 = [ wiims(x) dx+ [ w0an1 (x)n(x) de

a
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Ukoliko su tezine dobivene preko interpolacijskog polinoma
— formula je egzaktna na P,_1:

b
/ W(X)rn—1 (X dX—ZWan 1(Xk) ZWkp2n 1(Xk)
a

k=1 k=1
jer
P2n—1(Xk) = Qn—1(Xk)wn(Xk) + r—1(xk) =
- C]n,1(Xk) -0+ I‘n,1(Xk) = rnf1(Xk)'
Sada je
b n b
[ wO0P201(0 = S Wepan-1(6) + | wlx)n-1(x)en(x) o

k=1
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b
[ wO0Gn-1(x)en(x) ok =0, e
a
je zadovoljeno ukoliko je w, ortogonalan na sve polinome iz P,_1.
= Integracijska formula je egzaktna na Po,_4
ukoliko je wp n-ti ortogonalni polinom

(tj. ¢vorovi x; su nultoCke n-tog ortogonalnog polinoma)
a tezinski koeficijenti w; dobiveni interpolacijskom formulom.



Cvorovi Gaussovih integracijskih formula

Teorem (Svojstva ¢vorova)

Svi Evorovi xi su realni, razliciti i leZe unutar otvorenog intervala [a, b]. J

Dokaz. Cvorovi su nulto¢ke ortogonalnog polinoma stupnja n.

Ortogonalni polinom stupnja n ima to¢no n jednostrukih (dakle realnih
nulto¢aka) i vrijedi

a<x3<...<x<n<hb.
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Gaussove formule - egzaktnost na x2”

Odaberimo
P2n(X) = w%(x).

S jedne strane je
b
/ w(x)w2(x) dx > 0.
a

S druge strane je
n
> wiwh(xc) =0
k=1
jer su xx nultoCke funkcije wp,.

= Formula nije egzaktna na Po.
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Primjeri Gaussovih formula

@ Gauss-Legendreove formule
w(x)=1. interval: [-1,1]
Ove formule je Gauss originalno proucavao.
@ Gauss-Laguerreove formule
w(x) = exp(—x). interval: [0, c0)
@ Gauss-Hermiteove formule
w(x) = exp(—x?). interval: (—oo, o0)
@ Gauss-Cebisevljeve formule

w(x) = ———. interval: [-1,1]

V1-x2
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Gauss—Legendreove formule

Gaussove integracijske formule oblika

/1 f(X) ax ~ i ka(Xk)
-1 k=1

zovu se Gauss-Legendreove formule.
@ TeZinska funkcija je w(x) = 1 naintervalu [—1,1].
Cvorovi integracije su nulto¢ke polinoma P, definiranih
Rodriguesovom formulom
1 d .,
2l o™

Pn(X): —1)”, n>0.
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Tezine u Gaussovoj formuli mozemo napisati na razne nacine

o2 —X/%) . 2(1 _Xk)

[nPn_1(xik)]?2 — [(n+ 1) Py (xk)]?
B 2 B 2

NPL(x) Poi (%) (0 + 1)Ph(xk) Pt (%)
= 2 k=1,...,n

(1= x@) [Pr(xi)]?
Greska kod numeriCke integracije dana je formulom

2141 ( )4
@ iemp O €D

En(f) =
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Ocjena pogreske za Gaussove formule
Hermiteova interpolacija

Neka su xq, ..., X, medusobno razli¢ite toCke.

Hermiteov interpolacijski polinom hop_1 € Pop_1:

han—1(xk) = f(Xk), Mo 1(xk) = F'(xk), k=1

Prikaz u Hermiteovoj bazi :

n

hon—1(x) = > (F(x) () + () P 1(x))
k=1

21. ozujka 2026.

)
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gdje su

hk 0(Xj)

?(,O(X]') =0,

0, zaj#k,
1, zaj=Kk,

0, zaj#k
h ) =0, f i) = ’
ko1 (X)) k1 (X)) {17 za) = k.

Polinome Hermiteove baze moZzemo eksplicitno izraziti u obliku

ho(x) = [1—2(x — xi) Li(x)] Lz (x)
hei(x) = (x = xx) Lg(x),

gdje je Lx odgovarajuci polinom Lagrangeove baze.
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Pripadni polinom ¢vorova wp za Hermiteovu interpolaciju je

wh(X) = (X = x1)2 - (x = Xp)? = wh(X),

gdje je wn polinom ¢vorova za Lagrangeovu interpolaciju na istoj mrezi.
Interpolacijska pogreska:

en(x) = f(x) — han_y(x) = B(X)
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Integracijske formule s derivacijama u ¢vorovima

Integracijom Hermiteovog interpolacijskog polinoma dobivamo
integracijsku formulu oblika

b n
/ wT(x) di S (W) + Wil (x1))-

k=1

Formula koristi vrijednosti funkcije i derivacije.
TeZine wy i wy su
b b
Wy = / w(x)hco(x)dx, wy = / w(x)hg 1(x) dx,
a a
zak=1,...,n
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Ako koristimo prikaz preko polinoma Lagrangeove baze:
b
we = [ wOol - 20— x)Li(x] L) i
a

b
w, = /azw(x)(x—xk)Li(x)dx,

zak=1,...,n

Formula je egzaktna na Pop_1.

Kao i Gaussove formule.
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Gaussove formule i integracijske formule s
derivacijama u ¢vorovima

Neka je
n
In= Z ka(Xk)
k=1
Gaussova integracijska formula.

Ona je egzaktna na polinomima Hermiteove baze pa:

b n
/ w(x)hjo(x) dx = wihyo(xk) = W
a k=1

b n
/ w(x)hj1(x) dx = wichy1(x¢) =0

k=1
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Gausove formule su zapravo integracijske formule s derivacijama u
¢vorovima.

Cvorovi xk su izabrani tako da je w, = 0.



Numericka integracija Gaussove formule

Ocjena pogreske za Gaussove formule:

b n
Eq(f) = /a wW()F(x) dx — 3 wif(xe) =

k=1
b b
= [ w00 ax — [ wix)han1(x) o =
b
- / w(x) (F(X) — hens()) o =
— /b w(X)w3(x)f[X0, X0, - - - » Xn, Xn, X] dX =

= f[xo,Xo,--- memn]/ wn(x) =

(2n)
_ f(2n()5!) /a w(x)w2(x) dx
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Integral na desnoj strani je kvadrat norme polinoma p, s vodeéim
koeficijentom A, =1, pa je

e (<)
(2n)!

(2n) b
()= ) 7wt i) e = 1pall2

(2n)!

U principu, za zadane w i [a, b],
@ ||pn||? se moze eksplicitno izragunati i ovisi samo o n.

Za Gauss-Legendreovu formulu:

22n+1 (n!)4

En(f) = (2n+1)[(2n)

!]3 f(2n)(§)7 5 € (_171)'
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Konvergencija Gaussovih formula

Tvrdnja. Ako je [a, b] konac¢ni interval, tada Gaussova formula
konvergira za bilo koju neprekidnu funkciju f, tj. za f € CJa, b] vrijedi

En(f) -0, za n— oc.

Dokaz se temelji na Weierstrassovom teoremu o uniformnoj
aproksimaciji polinomima, koji kaze:

Ako je pon_1(f; ) polinom stupnja 2n — 1 koji najbolje uniformno
aproksimira f na [a, b], onda vrijedi

tim [1£() = Ben-1(£; )| = 0.
Pokaze se da pogreska integracije zadovoljava
|En(f)] < C|If(") = Pon_1(f; )||lco = 0, za n— .
e 21. ozujka 2026. 119/128
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Ne vrijedi za Newton—Cotesove formule

Ovaj zaklju¢ak ne vrijedi za Newton—Cotesove formule,
@ iako formula s n ¢vorova egzaktno integrira polinom p,,_1.

Za malo vece n, tezine w, mogu biti i negativne. Tada jo$ uvijek vrijedi
Z Wk - / ) dX = Mo,
zbog egzaktne integracue konstante f(x) = 1.

Medutim, apsolutne vrijednosti tezina neograni¢eno rastu, kad n raste,
tako da

> Wkl > 00, za n— oo,

a upravo ova suma ulazi u ocjenu greske.
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Produljene formule

Produljene Gaussove formule opéenito nemaju smisla uz upotrebu
tezinskih funkcija.

Prethodni rezultat pokazuje da imamo konvergenciju povecavanjem
reda metode.

Produljena formula ukoliko je w = 1 (Gauss-Legendre).

Segment [a, b] podijelimo na N (jednakih) dijelova:
a=X<xg<...<xy=b.
X0+ X H

5 Tl

[Xo,X1] <~ [—1,1],
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X H 1 Xo + X1 H
f(x dx:/ f + —t) dt
/Xo (x) 2 1 ( 2 2)

Ocjena pogreske:

H 2201 (niy* d®" /xo+x4 H
50 = B nenE dx2”< 2 +§t)t:nf

_ H 22n+1(n!)4 (H>2n f(Zn)<X0+X1 H )
2

2 @n+1)[2n] \ 2 2
n (n))* n
= K @n T 1) (@) e ()
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Pogreska za produljenu formulu:

EP = Sk ene
4 2 @n+1)[(2n) P

H2n+1 (n!)4 Nl ZN: f(2n)(§)
2n+1)[(2n)1P N £ :
(n)*

= (b- ‘a’wzn(szr 1)[(2n)

e )
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Racunanje ¢vorova i tezina u Gaussovim formulama

Kako za zadani n € N naéi sve “parametre” odogovarajuce Gaussove
integracijske formule reda n

/b w(x)f(x)dx = In(f) = Zn: Wi f(X).
a k=1

To znadi da treba izraCunati
@ sve Cvorove Xy itezine wx,zak=1,...,n.

Usput, ove parametre treba izracunati maksimalno to¢no, da
osiguramo $to to¢niju numeri¢ku integraciju raznih funkcija f.

Idealno: izracunati Cvorove i tezine na “punu” to€nost aritmetike
racunala (u kojoj radimo).
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Gaussove integracijske formule egzaktno integriraju sve polinome iz
Pon—1.

@ MoZemo izabrati bilo koju bazu u tom prostoru P»,,_4

@ i napisati sustav od 2n jednadzbi s 2n nepoznanica,
iz uvjeta egzaktne integracije na toj bazi.

Na primjer, u standardnoj bazi {1, x, x?, ..., x2"~'} dobivamo sustav
oblika

b , n ,
1 :/ w(x)x dx =) wexi, j=0,1,...,2n—1.
a k=1
Los pristup!

@ Ovisnost 0 nepoznanicama xk je nelinearna.
@ Moguca loSa uvjetovanost izabrane baze prostora polinoma.
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Drugi pristup;
@ Odrediti nultocke n-tog ortogonalnog polinoma
@ TeZine w; odrediti prema definiciji

| ovo nije optimalno.

Tredi pristup
@ Ortogonalni polinomi su definirani i tro¢lanom rekurzijom,
@ TrocClana rekurzija definira trodijagonalnu matricu
@ Cije svojstvene vrijednosti su nultoCke ortogonalnog polinoma

@ a iz svojstvenih vektora se odreduju tezinski koeficijenti u
integracijskoj formuli
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Neke integracijske formule s poviSenom
egzaktnoscu
Integracijske formule s fiksnim rubovima

U teZinskoj integracijskoj formuli

/ " W(X)f(x) dx zn: wicf(x¢) + En(f),
a k=1

unaprijed zadamo n — k ¢vorova integracije u [a, b], a

@ preostalih k ¢vorova odredujemo tako da dobijemo maksimalni
moguci stupanj egzaktnostid = n—1 + k.

Ovaj pristup se najcesce koristiza k =n—1ik = n— 2, a zadani
¢vorovi su
@ jedan ili oba ruba intervala integracije [a, b],

s tim da zadani rubni ¢vor mora biti konacan.



Numericka integracija Integracijske formule s poviSenom egzaktno$éu

Neka je lijevi rub intervala — to¢ka a konacna
@ i zadana kao Cvor integracije x; = a.

Preostalih kK = n — 1 &vorova odredujemo tako da
@ dobijemo maksimalni stupanj egzaktnosti d = 2n — 2.

Ove integracijske formule zovu se Gauss—Radau formule.

Neka su oba ruba intervala — tocke ai b konaéne
@ i zadane kao ¢vorovi integracije x; = a, x, = b.

Preostala k = n — 2 ¢vora odredujemo tako da
@ dobijemo maksimalni stupanj egzaktnosti d = 2n — 3.
Ove integracijske formule zovu se Gauss—Lobatto formule.
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