Numericko rjeSavanje obicnih diferencijalnih jednadzbi

Numericko rjeSavanje obicnih diferencijalnih jednadzbi:
@ Uvod
@ Inicijalni problem
@ Jednokora¢ne metode
@ (Eksplicitne) Runge-Kuttine metode
@ Konvergencija Runge-Kuttinih metoda
@ Apsolutna stabilnost i implicithe Runge-Kuttine metode
@ Linearne viSekoracne metode
@ Adams-Bashforth-Moultonove metode
@ BDF metode
@ Konvergencija linearnih visekoracnih metoda
@ Apsolutna stabilnost



Numericko rjeSavanje obicnih diferencijalnih jednadzbi

Uvod

Numericko rjeSavanje obicnih diferencijalnih

jednadzbi

Obi¢na diferencijalna jednadzba (ODJ)

y'(x) = f(x, y(x)),

- poCetni uvjet y(a) = yo ili

x € (ab),

- rubni uvjet r(y(a), y(b)) = 0, gdje je r neka zadana funkcija.

Sustav obicnih diferencijalnih jednadzbi:
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Numericko rjeSavanje obi¢nih diferencijalnih jednadzbi Uvod

Vektorska notacija:

Y=[,....y)" 0 f=[f,.. f]T

sustav piSemo u analognom obliku:

y'(x) =1(x,y(x)).

Primijenjujemo iste numericke metode kao za rjeSavanje skalarne
diferencijalne jednadzbe.

Vodimo racuna o tome da se umijesto skalarnih funkcija y i f javljaju
vektorske funkcije y i f.



Numericko rjeSavanje obi¢nih diferencijalnih jednadzbi Uvod

Diferencijalne jednadzbe viSeg reda

yO =ty vy YY)

supstitucijama
=y, 2=y, .. ya=y"
svodimo na sustav jednadzbi prvog reda:
i = y=p,

o = yY'=ys,

yll7—1 = y(n_”:}’n»
Vo = Y =f0y, Y Y)Y = (4, Yo, Yas - Vi)

| u ovom slucaju mozemo koristiti metode razvijene za skalarnu
diferencijalnu jednadzbu.



Numericko rjeSavanje obicnih diferencijalnih jednadzbi Uvod

| za sustav diferencijalnih jednadzbi i za jednadzbu viSeg reda
razlikujemo

@ inicijalni (pocetni ili Cauchyjev) problem
@ rubni problem



Numericko rjeSavanje obicnih diferencijalnih jednadzbi Uvod

Primjer

Diferencijalna jednadzba
7

y =-y
ima opcCe rjeSenje
y(x) = asin x + bcos x
gdje su a, b € R proizvoljni.

Inicijalni problem, gornja jednadzba uz pocetne uvjete

ima rjeSenje
y(X) = acos X + [sin X

za proizvoljne a i f.




Numericko rjeSavanje obicnih diferencijalnih jednadzbi Uvod

S druge strane, za rubni problem se pojavljuju razli¢ite situacije.
Za rubne uvjete

T

y(0)=a, vy (5) =B
rieSenje je

y(X) = acos X + [sin X
za proizvoljne ai f.
Za rubne uvjete

y(0)=0, y(m)=0
rieSenje je
y(x) = asinx

za proizvoljni a € R. RjeSenje nije jedinstveno.




Numericko rjeSavanje obicnih diferencijalnih jednadzbi Uvod

Za rubne uvjete

y(0)=0, y(m)=1
rieSenje ne postoji jer

y(0)=0 = asin0+bcos0=0 = b=0

y(ry=1 = 1=asinmt=0.
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Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Neki teoremi iz teorije obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

Inicijalni problem za obic¢nu diferencijalnu
jednadzbu.

Neki teoremi iz teorije obicnih diferencijalnih
jednadzbi

Promatramo sustav od n diferencijalnih jednadzbi

yY'(x) = f(x, y(x)).

| - || - norma na R"”
| A| - pridruzena matri¢na norma, || / ||= 1



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Neki teoremi iz teorije obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

Teorem
Neka je f definirana i neprekidna na traci

S={(x,y)la<x<byeR", abeR
Nadalje, neka postoji konstanta L takva da je

O y1) = FOG ) IS Ll ys = el

zasve x € [a,b] i za sve yy, y» € R" (Lipshitzov uvjet).
Tada za svaki xg € [a, b] i svaki yy € R" postoji tocno jedna funkcija
y(x) takva da

a) y(x) je neprekidna i neprekidno derivabilna za x € |a, b|;
b) y'(x) = f(x,y(x)) za x € [a, b];
c) ¥(X) = Yo-

v
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Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Neki teoremi iz teorije obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

a4
97
neprekidne i ograniCene

Ako parcijalne derivacije i,j=1,...,npostoje natraci S te su

= f zadovoljava Lipshitzov uvjet.

Fn(a, b) - skup funkcija za koje postoje sve parcijalne derivacije do
reda N te su neprekidne i ogranicene.

Funkcija f € Fy(a, b) zadovoljava pretpostavke teorema.
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Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Neki teoremi iz teorije obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

U primjenama, f je obi¢no neprekidna na S i takoder neprekidno
diferencijabilna ali derivacije 0f;/dy; su Cesto neogranicene.

Tada je inicijalni problem rjeSiv, ali rjeSenje je definirano samo u nekoj
okolini oko xp (pocetne toCke) a ne na cijelom segmentu [a, b].

Primjer. Inicijalni problem
y'=y% y(0)=1

ima rjeSenje
1

yx) =3—

koje je definirano samo za x < 1



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Neki teoremi iz teorije obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

Postojanije rieSenja u prethodnom teoremu je osigurano ako je f samo
neprekidna. Dodatno Lipschitzovo svojstvo osigurava da je rjeSenje
jedinstveno. Za ilustraciju, pogledajmo sljedeci problem sa

f(t,x) = x'/3:

Primjer
Y=y’

Ako je zadano i y(0) = 0 onda je y(t) = 0 oCito jedno rjeSenje, a lako
se provjeri da je jo$ jedno rjeSenje dano s

2 3/2
ndJ (3077 zat>0
) {o zat <0

UocCavamo da f u okolini nule nije Lipschitzova jer npr. za x > 0 imamo

1
= X2/3

f(t, x) — f(t,—x)
' X = (=x)

i gornji kvocijent se ne moze uniformno omediti.

v



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Neki teoremi iz teorije obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

Primjer
Jednadzba

ima rjeSenje

Ako perturbiramo pocetni uvjet:
Y(x)=—y(x)+1, 0<x<b, y(0)=1+e,

rieSenje je
X

ya(X) =1+ce™”.

e 14, omka 2025, 14/147



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Neki teoremi iz teorije obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

Razlika je

—X

y(x) = ye(x) = —ee™7,

odnosno
ly(x) =y <lel, 0<x<b.

Male promjene u pocetnim uvjetima rezultiraju malim promjenama u
rieSenju.

Ovakav se problem naziva dobro uvjetovan.

e 14, 0zujka2025.  15/147



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Neki teoremi iz teorije obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

Primjer
Jednadzba

ima rjeSenje

Perturbirani problem
Y.(X)=Ay-(x)=1], 0<x<b, y.(0)=1+e,

ima rjeSenje
ys(x) =1 +5e’\x.

e 14, otka 2025, 16/147



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Neki teoremi iz teorije obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

Pogreska je

y(X) = ye(x) = —ee*,

odnosno
lel, A <0,

— <
02X, [Y(x) = y=(x)| = b A0

Jednadzba je dobro uvjetovana za A < 0.

Za )\ b umjereno velik (npr. A b > 10), pogreska je prilicno zna¢ajna
X =b.

Problem postaje sve viSe i viSe loSe uvjetovan kako se A smanijuje.

u
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Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Neki teoremi iz teorije obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

Inicijalni problem neprekidno ovisi 0 pocetnoj vrijednosti.

Teorem
Neka je funkcija f : S — R" neprekidna na traci

S={(x,y)la<x<bycR", abeR
i neka zadovoljava Lipshitzov uvjet

HFOGy) =G y) IS Ly —ye |l

zasve (x,y1),(x,y2) € S. Nekaje a< xo < b. Tada za y(x; s),
rieSenje inicijalnog problema

Y =1f(x,y), y(X0;s)=s

vrijedi ocjena

| y(xis1) = y(xis2) < el || sy — s | )
_ 14. ozujka 2025. 18/147




Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Eulerova metoda

Eulerova metoda

Nas$ cilj su numericke metode za rjeSavanje IP za ODJ.

Rijesiti IP numericki znaci izracunati aproksimacije vrijednosti y(x;) u
konacno to€aka xi, ... x, u zadanom intervalu [xg, b].

Kljucni element numeri¢kog rjeSavanja inicijalnog problema je kako
iskoristiti diferencijalnu jednadzbu i od poznate vrijednosti y(xp) dobiti
8to bolju aproksimaciju za y(x1) i tako dalje,

Xo ™ X{ o Xk O Xkt - -+ Sve do zadnje toCke xj.



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Eulerova metoda

Eulerova metoda - najjednostavnija metoda za rieSavanije inicijalnog
problema za ODJ oblika

y/:f(X,y), y(a):yO-

Osnovna ideja: y’ se zamijeni s podijeljenom razlikom

y/(x) — y(X+ hl?’_y(x) + O(h)

RjeSenje diferencijalne jednadZbe zadovoljava
y(x+h) = y(x)+hy'(x)+O(H)
= y(X)+ hf(x,y(x)) + O(H).



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Eulerova metoda

Zanemarimo kvadratni ¢lan:
y(x + h) = y(x) + hf(x, y(x)).

Interval [a, b] podijelimo na n jednakih dijelova:
b—a

h=—— x;=a+ih, i=0,...,n
n
Prvo aproksimiramo rjeSenje u to¢ki x; = a+ h
y(x1) = y1 = yo + hf(Xo, o)
Dobivenu aproksimaciju y; iskoristimo za raCunanje aproksimacije
rieSenja u tocki xo = xy + h:

Yo =y1 +hf(xi,y1),

Postupak ponavljamo sve dok ne dodemo do kraja intervala b = x,.



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Eulerova metoda

Opisani postupak nazivamo Eulerova metoda, i mozemo ga krace
zapisati rekurzijom

Yi+1:}’i+hf(xi7}/i), i:17"’7n7

gdje je pocetni uvjet yo zadan kao inicijalni uvjet diferencijalne
jednadzbe.

Dobivene vrijednosti y; su aproksimacije rieSenja diferencijalne
jednadzbe u tockama x;.



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Eulerova metoda

Primjer
Egzaktno rjeSenje inicijalnog problema

y'=-y, y(0)=1

jedano s
y(x)=e"

Eulerova metode je dana s
Ynt1 =Yn—hyn, n=>0,
uzyo=y(0)=1.Zah=01je

Y1 = YO—hyo:1—011:09, X1:0.1
Yo = y1—hy;=09-01-09=0.81, x =02

v




Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Eulerova metoda

Pogreske su:

y(x)—y; = e %' —-0.9=0.004837
y(x2) —yo = €°%%-0.81=0.008731




Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu.

Eulerova metoda

Eulerova metoda

h X yn(x)

Pogreska

0.2 1.0 3.2768e-1
2.0 1.0738e-1
3.0 3.5184e-2
4.0 1.1529e-2
5.0 3.7779e-3

4.02e-2
2.80e-2
1.46e-2
6.79e-3
2.96e-3

0.1 1.0 3.4867e-1
2.0 1.2158e-1
3.0 4.2391e-2
4.0 1.4781e-2
5.0 5.1538e-3

1.92e-2
1.38e-2
7.40e-3
3.53e-3
1.58e-3

0.05 1.0 3.5849e-1
2.0 1.2851e-1
3.0 4.6070e-2
4.0 1.6515e-2
5.0 5.9205e-3

9.39%e-3
6.82e-3
3.72e-3
1.80e-3
8.17e-4

=

14. ozujka 2025.
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Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu.

Eulerova metoda

Eulerova metoda

h X yn(x)

Pogreska

0.2 1.0 3.2768e-1
2.0 1.0738e-1
3.0 3.5184e-2
4.0 1.1529e-2
5.0 3.7779e-3

4.02e-2
2.80e-2
1.46e-2
6.79e-3
2.96e-3

0.1 1.0 3.4867e-1
2.0 1.2158e-1
3.0 4.2391e-2
4.0 1.4781e-2
5.0 5.1538e-3

1.92e-2
1.38e-2
7.40e-3
3.53e-3
1.58e-3

0.05 1.0 3.5849e-1
2.0 1.2851e-1
3.0 4.6070e-2
4.0 1.6515e-2
5.0 5.9205e-3

9.39%e-3
6.82e-3
3.72e-3
1.80e-3
8.17e-4

V.
o4

=

14. ozujka 2025.
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Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Eulerova metoda

h Pogreska
0.2 2.96e-3
0.1 1.58e-3
0.05 8.17e-4

Pogreska se ponasa kao C h¥. Koliki je k za Eulerovu metodu?
Dva puta maniji h, dva puta manja pogreska! k =1.
PogreSka: Ch.

Kazemo da je red konvergencije Eulerove metode 1.

27/147



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Eulerova metoda

Analiza pogreske Eulerove metode

Eulerova metoda:

Yiv1 —Yi — hi(x;, y;) = 0.
Ako umjesto y; uvrstimo y(x;), egzaktno rieSenje jednadzbe
y'=1(x.y),

y(Xit1) — y(xi) — hf(x;, y(x;)) = (Taylorov razvoj)
)+ Y0 + (@) - y() — My () = (0 — F )
2
= Y (0) + 2 y(G) — Py () =

= *hz ”(CI)— i+1-

Clan Ti.1 se naziva pogreska odsjecanija ili lokalna pogreska
diskretizacije.



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Eulerova metoda

Zanima nas stvarna pogreska

e = Yy(xi) — Y

Oduzimanjem

1 .
y(Xix1) = —y(xi) +hf(x,y(x))+ 5”2}’"(0) '
Yier = Yi+hf(x,y)

Dobivamo

Y(Xig1) = Yier = y(x;) = yi + h [f(x, y (%) — (i, yi)] + %hQ}/"(Ci)



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Eulerova metoda

Ako postoji 0f /0y, mozemo pojednostaviti:

8f(xi7‘£i)

dy (Y (xi) = yi)-

f(x;, y(x;)) — f(x;, i) =

Sada je

Y00) = yior = |14 20 ) — ) + 3G

Ako uvrstimo e; = y(x;) — yi:

1
e + s Py"(G)

2

of(x, 5/)]
oy

€it1 = [1 +



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Eulerova metoda

Primjer
Promatrajmo primjenu Eulerove metode na problem

Egzaktno rjieSenje je y(x) = x°.

Formula za pogresku daje

of(x;, & 1
i1 = [1 + h(af’)} e + éhzy”(g,-) = e + M.

€1 =6+ h2, e = 0.
Indukcijom slijedi:
ei=ih =xh (jerjeih=1t).

Pogreska odsjecanja je O(h?) ali kumulativni efekt rezultira s ukupnom

ogreSkom proporcionalnom s h.
14. ozujka 2025. 31/147




Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Eulerova metoda

Vratimo se na

1
Y(Xip1) = Yipr = y(i) — yi + h [f(xi, (%)) — f(xi, vi)] + 5/72}/"(6')
Ako je f Lipshitzova u varijabli y:

[f(xi, y(x7)) = f(xi, yi)| < Lly(xi) = yil,

vrijedi

erea] < (14 hL) e + 3R]y ()]
Vrijedi

Y] < max, [y (0] =l ¥ [l
Oznacimo

T, 1
Ti = F *h ”(CI)

1
il = Iy ()] < g5y llow=: (h).



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Eulerova metoda

Pogreske sada zadovoljavaju

leiv1] < (1 +hL)|ei| + hr(h).
Rekurzivnom primjenom ove nejednakosti dobijamo

len] < (1+L)"[eol +
+[1+(1+hL)+(1+hL)2...+(1+hL)”‘1 hr(h).

Iz
T4r+r24.. .1 :r:_—11’ r#1,
slijed
enl < (14 L) o] + T =10y,

Izraz (1 4+ hL)" moZzemo malo bolje ocijeniti.



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Eulerova metoda

Lema
Za proizvoljni t € R vrijedi

1+t<eél,

iza svakit > —1 i za svaki m > 0 vrijedi

0<(1+tm<em.

Dokaz. Prva tvrdnja slijedi iz Taylorovog razvoja
t 1o ¢
e=1+1t+ Et es.

Druga tvrdnja lagano slijedi iz prve. O



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Eulerova metoda

Sada ovo primijenimo na

jerienh=t,=>b.

Ocjena pogreske

1+hL)" -1
lenl < (1+hL)"|eo| + (L)T(h).

bL _ bL

e 1
len| < ePtleg| + r(h)_ebL]eo|+ 5T

/!
L th lloo -



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Eulerova metoda

Pretpostavke tvrdnje
@ y c C?(0,b)
@ f je Lipshitzova funkcija (u varijabli y)

Ova tvrdnja ¢e malo kasnije biti iskazana kao teorem u nesto
opcenitijem obliku.

Ako koristimo to¢nu vrijednost za start iteracija: zo = y(0), onda je
ey = 0 i ocjena je malo jednostavnija

bL
e’-—1
lenl < == h1l Y llc -

2



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Eulerova metoda

To¢nost metode je definirana s h u ocjeni:

bL
e’ —1
lenl < ==Y Il -

Tocnost definira pogreSka odsjecanja:

Tn
'Tn —_ —.

h

Kako mozemo dobiti to¢niju metodu?

Eulerovu metodu smo dobili koristenjem:
y(x +h) = y(x) + hy' (x) + O(F) = y(x) + hf(x, y(x)) + O(H?).

MoZemo koristiti vise ¢lanova u razvoju, npr.

2
Yix+h) = y(x) + hy/(x) + 2 y(x) + O(F) = .



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Eulerova metoda

y(x+h)=y(x)+hy'(x) + h—zy”(x) +O(h®) =7.

2

RjeSenje diferencijalne jednadzbe zadovoljava

Stoje s y"?

y'(x)

y'(x) = f(x, y(x)).

, d
ZYX) = 0 y(0) =

of of ,
o XY (X)) + @(X,Y(X))y (x)

of of
a(x,y(x)) + @(X,Y(X))f(’(’y(x))

fe (X, y (X)) + 1y (%, y () (%, y (X))

14. ozujka 2025.
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Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Eulerova metoda

Metoda:

h2
Yirt = Yi+ hi(xi,yi) + 2 (606 vi) + B, 06, yi) (i, yi)] -
Ovaj pristup se naziva Taylorova metoda.

Neprakti¢no jer analitiCki raCunati parcijalne derivacije. Metoda se ne
koristi u praksi.



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Eulerova metoda

Implicitha Eulerova metoda
U Eulerovoj metodi
Yit1 = Yi + hf(xi, y)
smo iskoristili Taylorov razvoj
y(x+h)=y(x)+ hy'(x) + O(K?).
Moguce je promatrati i razvoj
y(x = h) = y(x) = hy'(x) + O(F?).
Ovime dobijamo metodu
Yi1 = Yyi — hf(xi, y)

odnosno
Vie1 = Yi+hf(xi, yii1)
e 14. ozujka 2025. 40/147



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Eulerova metoda

Nova aproksimacija y;. 1 je rieSenje nelinearne jednadzbe
Yig1 = Yi+ (X, Yii1).

Jer je y;.4 zadan implicitno, govorimo o implicitnoj metodi.
Ova se metoda naziva implicitha Eulerova metoda.

U Eulerovoj metodi
Yig1 = Yi + hi(x, yi)
je yir1 zadan eksplicitno pa govorimo o eksplicitnoj metodi.
Pitanja:
@ Postoji li uvijek rijeSenje ove jednadzbe?
@ Ako postoji rieSenje, kojom metodom ga odrediti?

@ Zasto koristiti metodu koja je (vjerojatno) jednako to¢na kao
Eulerova metoda ali je znatno sloZenija?



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Jednokoraéne metode

Jednokorache metode

Koristeci slicnu ideju kao u Eulerovoj metodi, diferencijalnu jednadzbu

y/:f(X,y), y(a):yO

na intervalu [a, b], mozemo rjeSavati tako da podijelimo interval [a, b]
na n jednakih podintervala, oznacivsi
b—a

h PR Xi=a-+ih i=0,...,n

Yi+1, aproksimaciju rieSenja u tocki x; 1, racunamo iz y; koristenjem
aproksimacije oblika

y(x + h) = y(x) + ho(x, y(x). h; ),
te dobivamo rekurziju:
Yier =Yi+ho(x,yi,hf), i=0,....n—1.
e 14, 02ujka 2025,  42/147



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Jednokoraéne metode

Funkciju ® nazivamo funkcija prirasta, a razliCiti izbor te funkcije
definira razliCite metode.

Uoc¢imo da je funkcija f iz diferencijalne jednadzbe parametar od ¢
(tj. @ zavisi o f).

Tako je npr. u Eulerovoj metodi

d(x,y, h ) =1f(x,y).

Metode ovog oblika zovemo jednokoracne metode
(jer za aproksimaciju y;, 1 koristimo samo vrijednost y; u prethodnoj
tocCki x;, tj. u jednom koraku dobijemo y;. 1 iz y;).

Da bismo pojednostavili zapis, ubuduée ¢emo f izostaviti kao
argument funkcije .



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Jednokora¢ne metode

O odabiru funkcije @ ovisi i to¢nost metode.

Pogresku aproksimacije:
T(X; h) = A(X; h) - (D(X,y(X), h)7
gdje je y(x) tocno rieSenje diferencijalne jednadzbe

Ay = YD =),

nazivamo lokalna pogreska diskretizacije.

Red metode odgovara njezinoj tocnosti.

Opéenito, za jednokoracne metode kazemo da su reda p ako je

7(x; h) = O(KP).

Sto je veéi p metoda je toénija, a to postizemo odabirom funkcije ®.

14. ozujka 2025.
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Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Jednokoraéne metode

Pod to¢no$¢u metode podrazumijevamo ponasanje pogreske
y(xi) = yi.
Da bismo pojednostavnili argumentaciju, promatrat éemo pogresku u
fiksiranoj toCki b.
Ako je jednokoraCna metoda reda p, tada je

y(b) = yn = O(P).

Ovo Ce biti pokazano kasnije.

UoCimo da je h = (b — a)/n te da je y, uvijek (za svaki n)
aproksimacija za y(b).



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Runge—Kuttine metode

Runge—Kuttine metode

Najpoznatije jednokoracne metode su svakako Runge—Kuttine metode.
Kod njih je funkcija ¢ oblika

d(x,y,h ij (x,y,h),

a k; su zadani s

r
kj(X,y,h):f<X+th,y+hzaj/k/(x,y,h,f)>, j:17"‘7r'
1=1

Broj r zovemo broj stadija Runge—Kuttine (RK) metode, i on oznacava
koliko puta moramo racunati funkciju f u svakom koraku.

Razlicit izbor koeficijenata wj, ¢; i @; definira razliCite metode.



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Runge—Kuttine metode

Iz izraza

.
ki(x,y, h) = f<x+c,-h,y+hZa,-,k,(x,y,h,f)), j=1,...,r.
/=1

vidimo da se k; nalazi na lijevoj i na desnoj strani jednadzbe.
Zadan je implicitno te govorimo o implicitnoj Runge—Kuttinoj metodi.

U praksi se najviSe koriste metode gdje je

aj = 0 za >
Tada k; mozemo izraCunati preko ki, ..., Ki_1,
tj. funkcije k; su zadane eksplicitno.

Takve RK metode nazivamo eksplicitnima.



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Runge—Kuttine metode

Nadalje, obi¢no se dodaje uvjet

r
Z aj = Gj.
=1

Ovaj izvor koeficijenata c¢; Ce biti objadnjen kasnije.

Primjer odabira koeficijenata prikazat ¢emo na RK metodi s dva
stadija:

CD(Xay? h) = w1k‘|(X)ya h) +w2k2(xvyv h)a

ki(x,y,h) = f(x.y),
ke(x,y,h) = f(x+ ah,y + ahki).



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Runge—Kuttine metode

Razvojem ky u Taylorov red po varijabli h dobivamo

ko(x,y,h) = f+ h(fa+ f,af)+
h2 aZ a2 2 £2 3

- fy i f, prve parcijalne derivacije funkcije f = f(x, y) po x i y,

- fw, vy i f,y odgovarajuce druge parcijalne derivacje.



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu.

Runge—Kuttine metode
Razvoj rieSenja diferencijalne jednadzbe y(x) ima oblik
2

h
y(x+h) =y +hf+ = (hc+ 1y f)

h3
+ g [+ 2hyf + fy 2 + £, (f + £,F)] + O(h*).

Ovdje smo iskoristili da je y(x) rieSenja diferencijalne jednadzbe:
y'(x)=f(x,y) =1,

te pravila za deriviranje

y//(X) == fX + fyf7
"(X) = fo+ b f + fy 2+ f,( + 1)



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Runge—Kuttine metode

Sada je lokalna pogreska diskretizacije jednaka

YN ZI) _o(x, y(x), ) =

oyt /’I/)7 —y(x) (w1 ki (X, ¥, h) + waka(X, y, h))

1

1 a2 1
+h (fx + 2Fy f + fyyfz) . (6 — w22> + éfy(fx + fyf)}

+ O(h®).

Da bi metoda bila reda 1 koeficijente treba odabrati tako da se ponisti
prvi €lan u gornjem razvoju:

1—(.01 —(.UQ:O.



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Runge—Kuttine metode

y(x+h) - y(x)

h —¢(X,y(X),h):

y
= (1 — Wy — WQ)f—{— h(fx + fyf)<2 — wza)
1 & 1
+1 | (fex + 2y + ) - <6 - u]22> + 6fy(fx + fyf)}
+O(h®).
Ukoliko je zadovoljeno i

—woa=>0

N =

metoda ¢e biti reda 2.



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Runge—Kuttine metode

Uvodenjem slobodnog koeficijenta t rieSenje ove dvije jednadzbe
mozemo napisati u obliku:

WQZT#O, wi=1—-1t a=_—.

Uog&imo da t ne mozemo odabrati tako da ponistimo i &lan uz h? tako
da metoda bude reda 3.

Ukoliko je w» = 0, radi se 0 metodi s jednim stadijem, i to upravo o
Eulerovoj metodi.

Za t = 1/2 dobivamo Heunovu metodu:

’
¢ = ;(k+k)
k1 = f(X>.y)7

ke = f(X+ hy+ hk1)
e 14. 0zujka 2025. 53/147



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Runge—Kuttine metode

Za t = 1 dobiva se modificirana Eulerova metoda:

h h

[i
¢ = k27
ki = f(x,y),

h h

54/147



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Runge—Kuttine metode

Najrasirenije su metode sa Cetiri stadija.

Odgovarajucée jednadzbe koje moraju zadovoljavati koeficijenti RK-4

metoda su:
Wi +w2t+wst+ws =

wWoCo + w3C3 +wyCy =
WaCh + w3Ch 4+ waC2 =
w3Cpaszp + wa(Cosp + Czduz =
waCs + waC§ +waCy =

2 2 2
w3Csasp + w4(Csau42 + C5a43) =

14. ozujka 2025.
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Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Runge—Kuttine metode

W3C2C3832 + wa(Cods + C3843)Cs =

gdje je

C1
C3
Co
Cs

1
§7
1
w4Co832843 = 54’
0,
asy + asg,
a1,

g1 + as2 + as3.

@ 1. uvjet treba biti zadovoljen da bi metoda bila reda 1
@ 2. uvjet treba biti zadovoljen da bi metoda bila reda 2
@ 3.-4. uvjet treba biti zadovoljen da bi metoda bila reda 3
@ 5.-8. uvjet treba biti zadovoljen da bi metoda bila reda 4

14. ozujka 2025.
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Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Runge—Kuttine metode

Za metodu s tri stadija uvr$tavanjem
Cs=ay =ap=ap=ws=0
dobivamo 9 koeficijenata i 7 jednadzbi.

Metoda s Cetiri stadija moze posti¢i najvise red Cetiri.

Ne mozZemo dva stupnja slobode iz sustava jednadzbi iskoristiti da red
metode podignemo na pet. Za eksplicitne metode vrijedi:

@ za metode s jednim, dva, tri i Cetiri stadija najve¢i mogucéi red
metode odgovara broju stadija.

@ Za metode s 5, 6 i 7 stadija najve¢i mogucired je 4,5 6.

@ Za metode s 8 i 9 stadija najve¢i mogucired je 6i 7.
@ Za metode s 10 i viSe stadija najveéi mogudéi red je barem za dva
manji od broja stadija.
Metode s Cetiri stadija su najpopularnije. Red je 4, a da bismo postigli
red 5 trebamo povecati broj stadija barem za dva.



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Runge—Kuttine metode

Primjeri RK-4 metoda.

Najpopularnija je “klasi¢na” Runge—Kutta metoda, koja se u literaturi
najCeSce naziva Runge—Kutta ili RK-4 metoda (iako je to samo jedna u
nizu Runge—Kutta metoda):

1
b = 6(k1 + 2k2 + 2k3 + k4),
k1 = f( 7y

k3 = f<X ,y+ >

k4 = f(X+h y—}—hk::,)



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Runge—Kuttine metode

3/8-sku metoda:

1
g(lﬁ + 3ko + 3k + Ka),

f(x,y),

h h
f(X+3,y+ 3k1>,

2 h
f<x+3h,y—3k1 —|—hk2),
f(x+h,y+ h(k1 —k2+k3))

14. ozujka 2025.
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Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Runge—Kuttine metode

Gillova metoda:

®
ki

ko

h h
f<X+2;}’+2k1>a

f(x+h y~|—h\@_1 ki —|—h2_2\/§k2>,

2’ 2

f

x+h,y—h\fk2+h2+2\@k3>.
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Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu.

Butcherova tablica

Runge—Kuttine metode

Koeficijente RK metode uobiCajeno je zapisivati pomoc¢u Butcherove

tablice:

Ci | a1 a2 a3 Ais
Co | @1 a2 ao3 azs
C3 | 831 daz2 as3 ass
Cs | ds1 ds2 ds3 dss

WA w2 w3 Ws

14. ozujka 2025.
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Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Runge—Kuttine metode

“Klasi¢na” Runge—Kutta metoda:

0

111

2|2

1 1

210 3

1710 0 1
T 1 11
6 3 3 6



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Jos o koeficijentima za Runge—Kuttine metode

Jos o koeficijentima za Runge—Kuttine metode

Za RK-2 i RK-4 metode smo vidjeli da treba vrijediti
ij =1
j
da bi bile konzistentne s redom vec¢im od 1.
To vrijedi i op€enito za sve RK metode.

Teorem

Runge—Kuttina metoda sa s stadija ima red konzistencije veci ili jednak
1 ako i samo ako je
S
ij =1.
j=1

v



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Jos o koeficijentima za Runge—Kuttine metode

Dokaz.
Teorem srednje vrijednosti daje nam ocjene

y(x+ h) = y(x) + hy'(x) + O(h?)

b=t gy + 0 Y ek ) = fxy) + O(h)
/

pa lokalna pogreska diskretizacije

() = Y=Y -k

zadovoljava

T(x; h) = y'(x) + O(h) = > wjlf(x,y) + O(h)].
J



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Jos o koeficijentima za Runge—Kuttine metode

y je rieSenje diferencijalne jednadzbe y’ = f(x, y) pa vrijedi

T(x;h) = f(x,y) = wif(x,y)+ O(h)
i

— f(x,y)<1 — wa> + O(h),
j
odakle lagano slijedi tvrdnja teorema. O
Slijedeca zanimljivost vezana je uz odredivanje koeficijenata c;.

U definiciji metode je spomenuto da je uobiCajeni izbor

G = a
/

MozZemo li povecati red konzistencije drugacijim izborom ;.

Odgovor je ne, i to nam pokazuje sljedec¢i teorem.
e 14.02uka2025.  65/147



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Jos o koeficijentima za Runge—Kuttine metode

Teorem
Neka je RK metoda zadana s

S S
Yigr =Yi+h>_ wk;, kj=f<X+5j,}/+hZaj/k/)
j=1 =1

reda konzistencije p, te neka je p red konzistencije metode

S S
yi+1:yi+hzwjkja kj:f<X+Cja}/+hZajlkl>a
=1 =

S
gdiejeci =Y a;. Tadajep > p.
=




Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Konvergencija jednokora¢nih metoda

Konvergencija jednokoraénih metoda

U daljnjem tekstu pretpostaviti Cemo da je f € Fi(a, b).
S y ¢emo oznaciti egzaktno rjeSenje inicijalnog problema

Yy =f(x,y), y(x)=¥, X €lab], yoeR

UocCimo da pretpostavka f € Fi(a, b) povlali egzistenciju i
jedinstvenost rieSenja y na intervalu [a, b].

67/147



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Konvergencija jednokora¢nih metoda

Neka ®(x, y; h) definira jednokoracnu metodu
YI+1ZYI+h¢(Xi»YI;h), i:051)2a---
gdje je xj11 = Xx; + h.

Zanima nas pona$anje pogreske
e = Yi— y(xi).

Za fiksirani x € [a, b] definiramo korak

X — Xo
h, =
n n

i globalnu pogresku diskretizacije
e(x; hp) = yn — y(x).

Sada za svaki n € N vrijedi x, = x, te mozemo promatrati globalnu
pogresku diskretizacije kada n — oc.



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Konvergencija jednokora¢nih metoda

Definicija
Jednokora¢na metoda je konvergentna ako

n||—>n<10 e(x;hy) =0

zasve x € [a,b] i sve f € Fi(a,b).

Pokazat ¢éemo da su metode reda p > 0 konvergentne, i StoviSe, da
vrijedi
e(x; hn) = O(H).

Red globalne pogreske diskretizacije je dakle jednak redu lokalne
pogreske diskretizacije.



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Konvergencija jednokora¢nih metoda

Lema
Ako brojevi &; zadovoljavaju ocjenu oblika

G4l < (1 +0)g|+B, 6>0, B>0, i=01,2,...

tada je
no 1

e p—
|€n] < €™[&o| + TB‘
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Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Konvergencija jednokora¢nih metoda

Dokaz.

Iz pretpostavke direktno slijedi

&1 < (1 +6)[&] + B,
& < (14 6)%I6| + B(1 +6) + B,

I S(A+0)"l+BI+(1+08)+(1 402+ +(1+6)"]
146)"—1
— (148l + B0
nd
< Pl +BS
jerie0<14+5<e’zad > —1. O



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Konvergencija jednokora¢nih metoda

Teorem
Zaxg € [a,b], yo € R, promatramo inicijalni problem

y'=1(x,y), y(x)= Yo,
koji ima jedinstveno rjesenje y(x). Neka je funkcija ® neprekidna na
G=A{(x.y,h)[xelab] |y —y(Xx)| <~ |hl < ho},
za hy > 0, v > 0 i neka postoje pozitivne konstante M i N takve da je
|®(x, y1: h) — ®(x, y2: h)| < Mlyr — y2|
zasve (x,yi,h) e G,i=1,2,i

706 )| = [A(x: ) = @06,y (x); )| < NIBP, - p>0

zasve x € [a,b], h < hy.

v




Konvergencija jednokora¢nih metoda

Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu.

Tada postoji h, 0 < h < hg, takav da globalna pogreska diskretizacije

zadovoljava
eMix—x| _ 14

M
zasvex € [a,b] ihy = (x —Xo)/n,n=1,2,..., uz |hy| < h. Ako je
v = o0, tada je h = hg.

|e(X; hn)| < [PnPN




Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Konvergencija jednokora¢nih metoda

Dokaz. Funkcija

‘D(X,}’; h)a za (X7y7h) € G,
O(x,y;h) = § ®(x,¥(x) + 7 h), zaxe[ab]|h<hy>y(x)+7,
(D(X,y(X)—’Y;h), ZaXE[a,b],\h|Sho,ygy(X)—v

je oCito neprekidna na
G={(x.y.h) | x€ab], y €R, |h < ho}
i zadovoljava uvjet
(X, y1: h) = B(x, yo: h)| < Mlys — yol
zasve (x,yi,h) e G, i=1,2.
Zbog 5(x, y(x); h) = ®(x, y(x); h) takoder vrijedi
IA(x; h) — ®(x, y(x); h)| < N|hP, zax €[ab], |h < ho.
e 14 o7uka2025.  74/147



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Konvergencija jednokora¢nih metoda

Neka jednokoraéna metoda generirana s ® definira aproksimacije y; za
y(xi), Xi = Xo + ih: N
Vi1 = Vi + ho(x;, yis h).

Zbog

y(Xiy1) = y(x;) + hA(x;; h),
za pogreSku &; = y; — y(x;), oduzimanjem, dobivamo rekurzivnu
formulu

Bi1 = &+ h[®(x. 71 h) — S(x:. y(x): h)] + A[®(xi, y(x:): h) — A(x; h)].

Sada slijedi
[®(x;. i ) — S(xi, y(x):h) < MIF; — y(x)| = M8,
|0, y(x3); h) — A(x; )| N|h[P,

A

te dobivamo rekurzivnu ocjenu



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Konvergencija jednokora¢nih metoda

|81 < (1+ [AIM)[&] + N|AIPH.

KoriStenjem &y = yp — y(xo) = 0, iz leme slijedi

Mixi—xo| _ 1
8] < N|hJPS
Neka je sada x € [a, b], x # Xy, fiksirani h= h, = (x — x0)/n, n > 0.

Tada zbog x, = xo + nh = x i zbog é(x; h,) = &, slijedi

. eMix—x| _ 14
|&(x: hn)| < NIh|®

za sve x € [a,b] i h, za koje je |hy| < hp.



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Konvergencija jednokora¢nih metoda

Buducidaje |x — x| < |b—a| i~y > 0, postoji h, 0 < h < hy takav da je
|&(x; hp)| < v zasve x € [a,b], |hn| < h, tj. za jednokoraénu metodu
generiranu s ¢:

Yit1 = Yi+ ho(x;, yi; h)

imamo za |h| < h, zbog definicije za ®,
Ji=yi, &=e i O(x,Jih)=®(x,yih).

Tvrdnja teorema dakle slijedi za sve x € [a, b] i sve h, = (X — xo)/n,
n=1,2,...,uz |hy| <h. O



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Konvergencija jednokora¢nih metoda

Iz prethodnog teorema posebno slijedi da je metoda reda p > 0, koja u
okolini rjeSenja zadovoljava Lipschitzov uvjet, konvergentna.

UocCimo da je ovaj uvjet ispunjen ako ;j/d>(x,y; h) postoji i neprekidna

je u domeni G danoj u teoremu.

Teorem, takoder, daje i gornju ogradu za globalnu pogresku
diskretizacije, koja u principu moze biti izraCunata ako znamo M i N.

To je u praksi neprakti¢no. Tako je za Eulerovu metodu

N~ % (%, (X)) + £,(%, Y()) (X, ()]

oo
M ~ @ = ‘f}’(Xay(X))’7

dok za RK-4 metode treba ocijeniti Cetvrte derivacije funkcije f.




Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Konvergencija jednokora¢nih metoda

Druga varijanta teorema o konvergenciji.

Teorem
Pretpostavimo da jednokoracna metoda zadovoljava Lipschitzov uvjet

|P(x, y1; h) — D(x, y2; h)| < Mlyy — yo

zasvey;.y. € Rix € |a,b.
Tada rjesenje y(x) inicijalnog problema y’ = f(x, y) i niz aproksimacija
(yi) dobivenih jednokoracnom metodom zadovoljavaju

< gb—Xo| ool — 1 h
Org?gnly(xl)—yll <e ly(x0) — Yol + — 7(h)

gdje je
7(h) = max|7(x;; h).|
1
Ako je metoda konzistentna tada numericko aproksimacija y,

konvergira prema y(b).




Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Konvergencija jednokora¢nih metoda

Obratimo paznju na €lan |y(xo) — Yol:

elb—x0)L _ 1

max |y(x;) — yil < € °L|y(x0) — yo| + 7(h)

0<i<n L
Nije nuzno da iteracije zapocnemo s y(xp)!

Ako napravimo malu perturbaciju na poCetku  yo = y(x9) +¢ ta
pogreska se ograni¢eno Siri bez obzira na n (ili h)!

Ovaj teorem zapravo kaze da su jednokora¢ne metode stabilne.



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Konvergencija jednokora¢nih metoda

Konvergencija Runge-Kuttinih metoda

Konvergencija jednokoracnih metoda je garantirana zadovoljavanjem
Lipschitzovog uvjeta:

|D(x, y1; h) — D(x, y2; h)| < M|ys — ya.

Ako f zadovoljava Lipschitzov uvjet:

|f(X,y1) - f(X,y2)| < L‘y1 _y2|7

Zadovoljava ligai ® = wiky + wako + ... + wsks iz RK metode?



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Konvergencija jednokora¢nih metoda

Pogledajmo eksplicitnu RK metodu sa s stadija:

ki(y) = f(x.y)
ko(y) = f(x+chy+ haski(y))
ka(y) = f(x+csh,y+h(asiki(y)+ asz2ke(y)))

ks(y) = f(x+csh,y+ h(asiki(y) + asoko(y) + ...+ ass—1ks—1(y)))

O(y) = > wiki(y)
i=1



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Konvergencija jednokora¢nih metoda

Promatramo
S
D) — ()| = D wilkin) — ki(y2))
i—1
S
< Y fwil ki) — Ki(y2)
i—1
lki(y1) — ki(y2)l = [f(x,y1) — f(x, y2)|
< Lly1 — yo|
lko(y1) — ka(y2)l = [f(x+ c2h,y1 + hax1ki(y1))—
—f(x+ cah, yo + hao1ki(y2))|
< Llys +haxki(y1) — y2 — hasiki(y2)|
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Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Konvergencija jednokora¢nih metoda

lka(y1) — ka(y2)l

IN

IN

IN

IN

L(Iy = el + hlazilika (1) — k1 (2)))

L

L(1 + hL|ax|)|y1 — yo| = Lalys — yo|
[f(x + csh,y1 + hasiki(y1) + aszka(y1))—

—f(x + c3h, Yo + hasiki(y2) + as2ka(y2))|
Llys + hasiki(y1) + asako(y1)—

ly1 — yo| + hlax1|L|ys — }/2!)

— Yo — hagiki(y2) — asoka(y2)|

L(Iy1 = yol + hlastl ki (v1) = ki (v2)|

+ hlagz|ka(y1) — kz(}’2)|) < ... < Lslyr — ye|
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Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Konvergencija jednokora¢nih metoda

Indukcijom slijedi:
|ki(y1) — ki(ye)| =
= |f(x+cih,y1 + h(aiki(y1) + aicke(y1) + ... + @jji—1ki—1(y1))) —

—f(x + cih, yo + h(ajki(y2) + aipka(y2) + ... + aii—1ki—1(y2)))|

<
< Lilyr - yel
Sada je

D) — 22l < D lwil ki) — Ki(y2)]
i=1

IN

S
> |wilLilys = ya| = Mlyy — yel
i—



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Konvergencija jednokora¢nih metoda

Ovime smo pokazali:

Teorem

Ako f zadovoljava Lipschitzov uvjet onda i eksplicitna Runge-Kuttina
metoda zadovoljava Lipschitzov uvjet.

@ Sto s implicitnim metodama?

@ Do sada su spomenute samo eksplicitne.

Implicitne metode su kompliciranije. Treba rjeSavati nelinearni
sustav!

Postoiji li rjeSenje?
Zasto koristiti kompliciraniju metodu?
Kruti (stiff) problemi i A-stabilnost.

Nekoliko rezultata o egzistenciji rieSenja i konvergenciji.



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Konvergencija jednokora¢nih metoda

Teorem
Neka f zadovoljava Lipschitzov uvjet:

[f(x,y1) — f(x, y2)| < Llys — yal,

i neka je a = ajil.
/ m?XZ‘ il

j
Tada za h < 1/(La) sustav jednadzbi

S
ki=f(x+cy+hd ak), i=1,...s
=

ima jedinstveno rjeSenje a niz generiran s

S
K = f(x+ci,y+hzaijkj(n)>, i=1,...,s
j=1

konvergira prema tom rjesenju.

v
— = = = =TT




Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Konvergencija jednokora¢nih metoda

Dokaz. Sustav mozemo zapisati kao

k = F(K).
Pokazat ¢emo da je F kontrakcija.
S
(F") = FODI| = |f(x+ ey +hY - ak)
=
S
- f<x+ Ci,y + hZa,-,-kf)’
=1
S S
< LAYk — kA < LhS Jayl|K - K
j=1 j=1
)
< LhY layl | K — K llo< Lha || K — kP 1o
j=1



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Konvergencija jednokora¢nih metoda

Dakle,

I (F(K") = F(K®) lo< Lha || k' — KF [l
gdje je Lha < 1.
= uz F(R®) C RS, F je kontrakcija.

= postoji jednstvena fiksna tocka k = F(Kk) i jednostavne iteracije
k(1) = F(k(M)

konvergiraju prema njoj. O



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Konvergencija jednokora¢nih metoda

Jos je ostalo pitanje konvergencije implicitnih RK metoda.
Teorem
Ako f zadovoljava Lipshitzov uvjet
[f(x, 1) = (X, ¥2)| < Liy1 — yel,
ineka zaa=max»_ |ay|. vrijedi h < 1/(La), tada i RK metoda
! -

j
zadovoljava Lipshitzov uvjet.
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Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Konvergencija jednokora¢nih metoda

Dokaz.
)
ki) =f(x+ ey +hY agk(y)), i=1,..s
j=1
S
ki) = ki)l = |f(x+ o +hY k() -

j=1

—f(x+ciye+ hzs: aki(y2))|

j=1
S
< L‘}ﬁ —y2+h>_ aj(ki(yr) - kj()’z))‘
j=1
S
< Lyt —yal + LWy layl| k(1) — Ki(y2)

=



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Konvergencija jednokora¢nih metoda

S
[ki(y1) = ki(y2)l < Llyr = ye| + Lh) _|ay)
j=1

k() — k()|

S
< Llys =yl + L0 g max
J=1

Ki(y1) — kj()’z)’

< Ly — el + Lhamax k(1) — ki(y2)

Sada je

max
]

ki(y1) — ki(YZ)‘ < Llys — yo| + Lha max ‘kj(}ﬁ) — kj(}’z)‘

odnosno (Lha < 1)

Y1 — yol.

L
max | Ki(y1) — ki(y2)| < s



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Konvergencija jednokora¢nih metoda

RK metoda sada zadovoljava

o) = 00| = [ 2k~ k()
> el
< lellmax
;rwf\_ﬁham _l

IN

) = kilye)|

)~ kiye)|

IN



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Apsolutna stabilnost
Krute jednadzbe

Primjer. RjeSenje inicijalnog problema
y'=-2yx,  y(0)=1
jey(x) =e*.
Uocimo da je
lim y(x)=0.

X—00

Isto svojstvo oCekujemo i od numericke aproksimacije.
Obratite paznju na Lipschitzov uvijet:

(%, 1) = F(x, y2)| = 2|X[1y1 = yal-

Za veliki x i L je velik.
e 14.020ka2025.  94/147



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Eulerova metoda n = 25

4+
2,
A |
0 ~ 5 10 15
-2




Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Eulerova metoda n = 50

4+
2,
0\ A
5 \ 10 15
-2+




Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Eulerova metoda n = 75

4,
2,
\ |
0 5 10 5
-2+




Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

U ovom primjeru:
@ poveéanjem n-a metoda je sve tocnija.

@ To je u skladu s konvergentno$¢éu metode.
@ U jednom trenutku pogreska ‘eksplodira’.
@ Pogreska naglo poraste iako je funkcija 'pitoma’ (e=*°)

Cilj nam je objasniti ovakvo pona$anje. | eventualno rijesiti problem.



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Apsolutna stabilnost Eulerove metode

Da bismo bolje razumijeli uzrok ovakve nestabilnosti, razmotrimo
jednostavniji problem: primjena Eulerove metode na inicijalni problem

y'=X\.  y(0)=y,
gdje je A konstanta.

Za Eulerovu metodu je
Yir1r =Yi+hAyi= (1 + h\)y;.
Zbog toga imamo
Yo = Yo (inicijalni uvjet)
yi=0+h\y
yo=(1+h\)yr = (1+h\)Py

=1 +hm\)y1=1+hm)yw
_ 14. ozujka 2025. 99/147



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Kada je A < 0, egzakino rieSenje y(x) = y,e** zadovoljava

@ Aproksimacija rjesenja dobivena Eulerovom metodom
yi = (1 + A\h)'yo takoder se priblizava ka y = 0 samo ako je

1T+ Ah <1, 1. Ahe(-2,0).

@ Kadaje 1 + M\h < —1, aproksimacija ¢e ispoljiti rastuce oscilacije
oko y = 0.

Sljedeca slika prikazuje aproksimacije rieSenja dobivene Eulerovom
metodom inicijalnog problema

y'=-5y, y(0)=1
zah=0.25ih=0.5.



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Ah=-5.0.25=—-1.25¢ (-2,0)
Ah=-5.05=-25¢ (2,0



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Interval apsolutne stabilnosti

Na temelju prethodnih razmatranja mozemo dati sljede¢u definiciju.
Definicija

Interval apsolutne stabilnosti numeriCke metode je interval
vrijednosti Ah za koje se aproksimacija y; rieSenja y(x;) = yoe¥
jednadzbe y’ = \y, y(0) = yp priblizava nuli kada i — oo (X je
svojstvena vrijednost matrice A).

Pristup se moze i malo proSiriti.

Ako promatramo sustav diferencijalnih jednadzbi:
y'=Ay,  y(0)=y,

vrijedi

lim y(x)=0 Yy, < Re\ <0 Vi

X—00



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Definicija

Podrucje apsolutne stabilnosti numericke metode je podrucje
vrijednosti Ah za koje se aproksimacija y; rieSenja y(x;) = ype™
jednadzbe y’ = Ay, y(0) = yp, priblizava nuli kada i — oc.

Primjer. Za Eulerovu metodu je uvjet stabilnosti bio
1+ Ah| <1

pa je podrucje stabilnosti
1+ 2] <1,

krug radijusa 1 sa sredistem u —1.



Inicijaini problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu.

Podrucje stabilnosti za Eulerovu metodu.

Apsolutna stabilnost

= _ -

14. oZujka 2025.

nax
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Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Kada se jednokoracna metoda primjeni na testni problem y’ = Ax,
korak je oblika:
y+ho(x,y;h) =¢(Ah)y.

@ - funkcija stabilnosti (stability function)

Jer je
n+1
Yivr = p(An)y; = ... = (¢(A)) " yo,

uvjet stabilnosti je

imy;=0 < |p(Ah)| < 1.
I

Podrucje apsolutne stabilnosti je skup:

{zeCllp(2)] <1}



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Definicija

Za jednokora¢nu metodu kazemo da je A-stabilna (apsolutno
stabilna) ako je funkcija stabilnosti ¢ pridruzena funkciji prirasta ¢
definirana na lijevoj strani kompleksne ravnine i zadovoljava

lp(z)| <1 zasve z za koje je Rez < 0.

106/147



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Ako je red metode p tada je

y(x + h) - y(x)
h

= ®(x,y; h) = O(H°)

odnosno
y(x + h) — y(x) — ho(x, y; h) = O(h°t1).

U terminima funkcije stabilnosti uz y(x + h) = y(x)e":
[ — p(An)| y(x) = O(HP+).
Dakle, za metodu reda p je
& = o(z) + O(P+).



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Ideja koncepta apsolutne stabilnosti je zahtjev da ako je diferencijalna
jednadzba
y' =1(x,y), y(0) = yo
stabilna:
lim y(X):O, VYO

X—00

tada i numeri¢ka aproksimacija treba zadovoljavati

lim Yi= 0.

i—o00

Ukoliko je f Dahlquistova test funkcija Ay, diferencijalna jednadzba
y'=A y(0) =y
je stabilna ako i samo ako svojstvene vrijednosti A zadovoljavaju

Re) < 0.



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Krute (stiff) jednadzbe

@ Ne postoiji striktna definicija krute jednadzbe.

@ Ako jedna ili vise svojstvenih vrijednosti matrice Aiz y’ = Ay su
negativne i [\| > 1 i po veliCini odskacu od ostalih svojstvenih
vrijednosti.

@ Ukoliko je f(x, y) nelinearna funkcija, to se odnosi na Jacobijevu
matricu.

@ Svojstvena vrijednost A < 0 |\| > 1 odgovara procesu koji se
brzo prigusuje (e~1*%).

@ U numeri¢koj metodi je brzina priguavanja |o(\ h)|'.
@ To moze biti i rast, potpuno obrnuto ponasanje.
@ U primjenama, |\| moze biti iznimno velik.

@ Veliki |\| zahtjeva mali korak h u metodi. Znacajno usporava
metodu iako je pripadno egzaktno riesenje ‘dobro’ (npr. e~ AX).



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Apsolutna stabilnost Runge—Kuttinih metoda

Podrucje apsolutne stabilnosti za Runge—Kutta metode moze se naci
na sli¢an nacin kao kod Eulerove metode.

Nadimo podrucje apsolutne stabilnosti za RK metodu sa 2 stadija:
modificiranu Eulerovu metodu

h
Yis1 = Yi+ E[f(Xny/‘) + f(x; + h, y; + hf(x;, y))].

Kako je f(xj, yi) = Ay; imamo

1
Yie1 = <1 + hX + 2h2)\2> Yi.

Podrucje apsolutne stabilnosti:
1
1+h>\+§h2)\2 <1.

’
<1 '1+z+222




Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Interval apsolutne stabilnosti (A € R):

1., 1 s 1
1+z+§z —E(Z—{—‘I) +§

Gornji uvjet na z je ekvivalentan |z + 1] < 1.

Interval apsolutne stabilnosti za modificiranu Eulerovu metodu jednak
Ahe (—2,0),

kao i za Eulerovu metodu.

Podrucje apsolutne stabilnosti je ipak drugacije.



Inicijaini problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu.

Apsolutna stabilnost
Podrucje apsolutne stabilnosti za modificiranu Eulerovu metodu

=)

14. oZujka 2025.
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Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Za metode iz primjera vidjeli smo:

Eulerova metoda: p(z)=1+2z
Modificirana Eulerova metoda: ¢(z) =1+ z + 322

Teorem

Za eksplicitne Runge-Kuttine metode funkcija stabilnosti o(z) je
polinom.

Dokaz. Jednostavnom indukcijom.



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Teorem

Eksplicitne Runge-Kuttine metode nisu A-stabilne.

Dokaz. Funkcija stabilnosti ¢(z) je polinom.
Polinomi nisu ograniCeni za x € Ri x < 0.

Pa ne mogu zadovoljiti

lo(x)] <1 VxeR, x<0

pa to ne mogu zadovoljiti niti na C za Rez < 0.

114/147



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Pokazali smo da za metodu reda p funcija stabilnosti zadovoljava

e’ = p(2) + O(th) = ¢(2) + (’)(Zp+1)

Za eksplicitne RK metode ¢ je polinom.

2

z P p+1
= @(z):1+z+?+---+3+0(z ) -

Za metodu sa s stadija je d¢p = s (broj stadija).

= Ako je s = p, ¢ je Taylorov polinom eksponencijalne funkcije
stupnja p.

= Sve eksplicitne RK metode istog maksimalnog reda imaju istu
funkciju stabilnosti.

Ovo je moguce samo za metode do 4 stadija.



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Funkcija stabilnosti i intervali apsolutne stabilnosti

Red metode ¢(2) Interval aps. stab.
1 142 (—2,0)

2 1424 322 (—2,0)

3 1+z4 5224128 (— 251 ,0)

4 14+z+ 322+ 528+ Lz (-2.78,0)




Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Podrucja apsolutne stabilnosti za eksplicitne Runge-Kuttine metode.




Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Podrucja za RK-5, 6 i 7 su ilustrativna.
S i
. v, V4
Nacrtano je podrucje za ¢(z) = .E; E
1=

Npr. Dormand&Prince metoda, s =6, p = 5:

5 .
->3
i

i=0
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Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Podrucja apsolutne stabilnosti za Dormand&Prince metodu (DORPIS5).

14. ozujka 2025. 119/147



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Primjeri implicitnin Runge-Kuttinih metoda

Da bismo usporedili eksplicitne i implicitne RK metode trebamo
nekoliko primjera implicitnih RK metoda.

Jedan nacin dobivanja numerickih metoda za ODJ je primjena
integracijskih metoda.

Diferencijalnu jednadZbu
Y'(x)=1(x,y(x)),  y(X)= Yo
integriramo:
Xit1
yOxi) =y = [ e y(x)ox
Xi

i primijenimo neku integracijsku formulu:

You) =y = [ Ay 0)dx == S Wi y(e)
Xi =



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

KoriStenjem integracijskih metoda dobivamo:
@ formula lijevog ruba — Eulerova metoda

T; ~ hf(x, y(x))

@ formula desnog ruba — implicitna Eulerova metoda

T; = hf(Xit1, y(Xiy1))

@ formula srednje tocke — modificirana Eulerova metoda

h h
I,-zhf(x,-+2,y<x,-+2>>,

pri Cemu se koristi aproksimacija

Y06+ h/2) = y(0) + /(%) = y(x) + 2106 ¥(x))



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

@ trapezna formula — Imlicitna trapezna metoda ili
Crank—Nicolsonova metoda

Ty (0 y00) + 061,y (11)

Za izvod implicitnih RK metoda mogu se koristiti i Gaussove
integracijske formule.
Butcherova tablica za Gaussovu metodu reda 2 (pravilo srednje tocke)

1/2 | 1/2
1



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Butcherova tablica za Gaussovu metodu reda 4

(3-v3)/6 1/4 (3-2v/3)/12
(3+V3)/6 | (3+2V/3)/12 1/4
| 1/2 1/2

Butcherova tablica za Gaussovu metodu reda 6
(5-v/15)/10 5/36 2/9 - /15/5 5/36 - v/15/30
1/2 5/36+ \/15/24 2/9 5/36- v/15/24
(5+v/15)/10 | 5/36+ v/15/30 2/9 + /15/5 5/36
5/18 4/9 5/18




Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Butcherova tablica za Radauovu metodu reda 3
1/3 | 5/12 -1/12
1 3/4 1/4
| 3/4 /4

Butcherova tablica za Radauovu metodu reda 5

(4-v/6)/10 (88-71/6)/360 (296-169v/6)/1800  (-2+31/6)/255
(4+v/6)/10 | (296+169v/6)/1800  (88+7v6)/360  (-2-+31/6)/255
1 (16-1/6)/36 (16+/6)/36 1/9

(16-1/6)/36 (16+/6)/36 1/9




Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Butcherova tablica za Lobattovu metodu reda 4
O} 0 0 O
1/2 1 1/4 1/4 0
1 0 1 0
| 1/6 2/3 1/6

Butcherova tablica za Lobattovu metodu reda 6

0 0 0 0 0

(5-v/5)/10 | (5+1/5)/60 1/6 (15-7\/5)/60 0

(5+v5)/10 | (5-v/5)/60 (15+71/5)/60 1/6 0

1 1/6 (5-v5)12  (5+v/B)12 0
112 512 512 1712




Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Butcherova tablica za eksplicitnu Runge-Kuttinu metodu (ERK)

Cq 0

Co ao1 0

C3 as asp 0

Cs—1|8s—11 8s-12 as-13 "'+ ds1s2 0O

Cs as1 dsp asz 8ss-2 Adss—1 0
w1 wa w3 ot Wsp Ws{ Ws



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Butcherova tablica za implicithu Runge-Kuttinu metodu (IRK)

Ci|ann a2 a3 - Ais
Co | @1 dpp do3 --+ dog
C3 | a3 d3z2 dasz - ass
Cs|ds1 ds2 ds3 -+ dss

WA W2 w3 s Ws




Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Butcherova tablica za dijagonalno implicithu Runge-Kuttinu
metodu (DIRK)

C1 ait

Co an4 ao2

C3 as1 asz a3

Cs—1 | 8s—11 @8s—12 @ds—13 " ds—1s-2 ds—15-1

Cs ds1 ds2 ds3 "+ dss-2 8ss—1 dss
w1 w2 w3 e Ws—2 Ws—1 Ws



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Butcherova tablica za jednako dijagonalno implicitnu
Runge-Kuttinu metodu (SDIRK) (singly diagonally implicit RK)

Cq a

Co ao1 a

C3 asq ase a

Cs—1 | 8s—11 ds—12 ds—13 " ds—1s-2 a

Cs as1 as2 asz - dss—2 dgs—1 4a
w1 w2 w3 Ws—2 Ws—1 Ws



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Apsolutna stabilnost implicitne trapezne metode

Primjenom trapezne formule na integraciju ODJ dobije se implicitha
trapezna metoda

h
Vit = Vit 5(F(xi ¥i) + F(Xi1, Yiga))-

Metoda je implicitna jer se y;., 1 nalazi i na lijevoj i na desnoj strani
jednadzbe.

@ U svakoj iteraciji rieSava se gornji problem nekom od metoda za
numericko rieSavanje nelinearnih jednadzbi, npr. Newtonovom
metodom sa fiksnim brojem iteracija.

@ Pokazano je da i jednostavne iteracije konvergiraju za implicitnu
RK metodu kada je h dovoljno malen (i da postoji rieSenje
jednadzbe).

@ Implicitna trapezna metoda je reda 2 jer je takva tocnost i
trapezne integracijske formule.



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Podrucje apsolutne stabilnosti.

UvrStavamo f(x, y) = Ay u jednadzbu implicitne trapezne metode:

h
Yig1 = Yi+ é()\}/i + AYit1)

1 1
= (1 + 2/7)\) Yi+ 5hA\is,

odakle slijedi
1 1
Odnosno
2+ h\
Yier = 5 Vi



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Funkcija stabilnosti je

2+ 2z
2—-2z

p(z) =

2+z
2—-z

|<,p(z)|:‘ <1 & [24+2z]<|2-2Z

Podrucje apsolutne stabilnostije  {z € C|Rez < 0}
Metoda je apsolutno stabilna.
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Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Apsolutna stabilnost implicitne Eulerove metode
Implicitna Eulerova metoda

Yie1 = Yi+ hf(Xi1, Yis1)-

Podrucje apsolutne stabilnosti.

Uvrstimo f(x, y) = Ay u jednadzbu implicitne Eulerove metode:

Vis1 = Yi+ hAYisq
1
Yitr = 7V

Funkcija stabilnosti je
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Inicijaini problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu.

Apsolutna stabilnost

Podrucja apsolutne stabilnosti za implicitnu Eulerovu metodu

Metoda je apsolutno stabilna.

=)

14. oZujka 2025.

12N Ge
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Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Krute jednadzbe (sustavi)

Implicitne metode su efikasnije za rjeSavanje krutih (“stiff”) jedadzbi
(sustava).

@ Kruta jednadzba (stiffy: A < 0i|A| > 1

@ Primjenom numeri¢ke metode na krutu jednadzbu veéi utjecaj na
veli¢inu koraka h; ima interval apsolutne stabilnosti nego uvjet na
odrzavanje male lokalne pogreske diskretizacije.

@ Takve jednadzbe se teSko rjeSavaju pomocu eksplicitnih
Runge—Kutta metoda jer zahtijevaju puno vrlo sitnih koraka (kao
npr. za jednadzbu y’ = Ay, A\ < 0 kada je |\| velik), dok za
implicitnu trapeznu metodu to nije sluca,j.



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Primjer apsolutne stabilnosti metoda

RjeSavamo inicijalni problem

y'(x) = —100(y(x) — cosx) —sinx, x € [0,1],
y(0) =1,
Ako napravimo transformaciju varijable:
z =y — cos(x)
tada se gornji problem transformira u:
Z(x)=-100z, xe][0,1],
z(0) =0.

Egzaktno rjeSenje ovog problema je z = 0, a rjeSenje originalnog
problema je y = cos(x).



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Originalni problem rjeSavat ¢emo
@ klasicnom Runge—Kutta metodom (RK-4)

@ implicitnom trapeznom metodom

Vidimo da na transformirani problem (pa onda i na originalni) mozemo
primijeniti prethodna razmatranja, $to znaci da

@ klasi¢na Runge—Kutta metoda ¢e biti apsolutno stabilna za
100h=100/n < 2.78

@ implicitna trapezna metoda ¢e biti apsolutno stabilna za sve h,
odnosno n.

Sljedece slike nam potvrduju ove pretpostavke.



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

n=30

egzaktno rjesenje
implicitna trapezna m.
RK-4

0.8 1

Aproksimacije dobivene RK-4 metodom i implicitnom trapeznom
metodom za n = 30. U ovom slucaju je 100/30 = 3.33 > 2.78 pa RK-4
nije stabilna.



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu.

n=40

Apsolutna stabilnost

egzaktno rjesenje

implicitna trapezna m.

RK-4

Aproksimacije dobivene RK-4 metodom i implicitnom trapeznom
metodom za n = 40. U ovom slucaju je 100/40 = 2.5 < 2.78 pa je

RK-4 stabilna.
e

0.2

0.4

0.6

0.8

14. ozujka 2025.
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Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Funkcija stabilnosti za

implicitnu Eulerovu metodu: ¢(z) =

1-2z
L ] 24z
implicitnu trapeznu metodu: ¢(z) = 55

Funkcija stabilnosti je racionalna funkcija.
To vrijedi za sve implicitne RK metode.

Teorem
Funkcija stabilnosti za implicitne Runge-Kuttine metode sa s stadija je

racionalna funkcija
Ps(2)

Z) =
¢(2) a.(2)
gdje su Ps i Qs polinomi stupnja manjeg ili jednakog od s.




Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Dokaz. U

S
k,-_f<x+c,-,y+h2a,-jkj>, i=1,...,s

i=1

uvrstimo test funkcijuiz y' = Ay, tj. f(x,y) = Ay:

s
k,-:>\y+)\hZa,-jkj.
i=1
Uvedimo vektorsku notaciju:
k=1lki,....ks]", A=lg], 1=[1,...,1]".

JednadZba glasi
k=Xyl+h)Ak



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

k je dan s:

k=Ay(l—hXxA)™"1

Oznadimo
.
w=[wy,...,ws] .

Jedan korak IRK metode je

S
y+ho = y+hd wk=y+hikuw)
j=1

= y+h<>\y(/—h>\A)_11,w>

- [1 +)\h<(/— hAA)—H,wﬂ y
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Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Funkcija stabilnosti:

o(2) = 1 +Z<(/—ZA)*11,w>

Matrica B = (/ — z A) na (i, j)-tom elementu je polinom 1. stupnja.
Jer je o
(—1)"* det B
det B ’
det B je polinom stupnja s, det Bj je polinom stupnja s — 1

bj =

= bj je racionalna funkcija.
Brojnik je stupnja s — 1 a nazivnik stupnja s.

{(I- zA)~",w) je takoder racionalna funkcija s istim stupnjem
brojnika i nazivnika kao i b;.

1+ z((I — zA)~"1,w) je racionalna funkcija.

Brojnik je stupnja s a nazivnik stupnja s. O



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Vec¢ smo koristili da je za metodu reda p

e? = p(2) + O(zPH).

Racionalna funkcija s brojnikom i nazivnikom stupnja s koja najbolje
aproksimira eksponencijalnu funkciju je Padéov aproksimant [s, s]
funkcije e*:

e? = [s, 8] + O(2*%).

Odavdje mozemo zakljuciti:
@ Najveci moguci red IRK metode sa s stadija je 2s.

@ Ukoliko je red IRK metode 2s onda je njezina funkcija stabilnosti
Padéov aproksimant [s, s] funkcije e*.

e 14, otuka 2025, 144/147



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Teorem

Ako je funkcija stabilnosti jednokoracne metode Padéov aproksimant
[n, n] funkcije € ili Padéov aproksimant [n, n + 1] funkcije e,
n=0,1,2,... tada je metoda A-stabilna.

Teorem (Butcher 1964, Ehle 1968)

Gaussova metoda sa s stadija je reda 2s. Njezina funkcija stabilnosti
je Padéov aproksimant (s, s| i metoda je A-stabilna.

Red metode direktno slijedi iz reda Gauss-Legendreovih
integracijskih formula.

Pokazali smo da ako je red 2s da funkcija stabilnosti mora biti [s, s].
A-stabilnost slijedi iz teorema.



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Teorem

Radauove metode sa s stadija tipa IA i lIA su reda 2s — 1. Njihova
funkcija stabilnosti je Padéov aproksimant [s — 1, s| i obje metode su
A-stabilne.

Napomena.
Radau lIA - ¢y = 0.
Radau llA-cs = 1.



Inicijalni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Apsolutna stabilnost

Teorem

Lobattove metode sa s stadija tipa IlIA, IlIB i llIC su reda 2s — 2.
Funkcija stabilnosti za IlIA i IlIB metodu je Padéov aproksimant
[s — 1, s — 1]. Funkcija stabilnosti za IlIC metodu je Padéov
aproksimant [s — 2, s|. Sve tri metode su A-stabilne.

Lobatto: cg =0ics =1

Lobatto IlIA - a;; = 0. Prvi redak u Butcherovoj tablici je 0.
(ki = f(x, y) je eksplicitno zadan)

Lobatto IlIB - ajs = 0. Zadnji stupac u Butcherovoj tablici je 0. (ks je
eksplicitno zadan)

Lobatto llIC - a; # 0.
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