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Runge-Kuttine metode
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Numeri¢ko rjeSavanje ODJ - Vjezbe Zadatak 1.

Zadatak

Pokazite da sljedece funkcije tadovoljavaju Lipschitzov uvjet na

odgovarajuc¢im intervalima i odredite odgovarajucu Lipshitzovu
konstantu:

@ f(x,y)=2yx* xe[1,00);
@ f(x,y)=e*tan 'y, xe[1,00);
@ f(xy)=2y(1+y3) " (1+e ), xe(-00,)
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Zadatak
Pretpostavimo da je m € N. PokaZite da inicijalni problem

y' = y2m/Em - y(0) =0,

ima beskonacno neprekidno diferencijabilnih rjesenja.
Zasto to nije u kontradikciji s teoremom o egzistenciji jedinstvenog
rieSenja?
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Zadatak
Primijenite Eulerovu metodu na problem

-5y, y(0)=0

na intervalu [0, 1] s korakom h = 1/N. Ako s yy 0znacimo dobivenu
aproksimaciju za y(1), pokazite da

y/ —x e—5x

yn — y(1) kada N — oc.
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Zadatak
Promatrajmo inicijalni problem

y' =Inin(4+y?), xe[0,1], y(0)=1,
i niz (yn)ﬁzo, N > 1, generiran Eulerovom metodom

Yn+1:yn+h|n|n(4+yr%)7 n20717"')N_17 y0:17

koristeCi mrezu x, = nh, n=0,1,... N, s korakom h=1/N.
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@ Ako s T, oznac¢imo pogresku odsjecanja Eulerove metode za ovaj
problem u tocki x, pokazite da je | T,| < h/4.

@ Pokazite da je

Y (Xn11) = Yol < (1 + hL)ly(Xn) — ¥al + h[Th|

zan=0,1,...,N—1,gdjeje L=1/(2In4).
@ Odredite pozitivni cijeli broj Ny, $to je moguée maniji, takav da je

_ <104
OgnangU/(Xn) yn| <10

za svaki N > Nj.
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Zadatak
Neka je T, pogreska odsjecanja trapezne metodu

1
Ynr1 =Yn+ Eh(fn+1 + fn)

za inicijalni problem y’ = f(x, y), y(0) = yo. S f, i h oznaceno
fn = f(Xn, Yn) i h = Xpyp1 — Xp.
Iz integrala

Xn41 "
| s )y )
Xn
ili drugacije, pokazite da je

1

Tn=— 12

h3 " ( gn)

za neki &, u intervalu (xn, Xn11), gdje je y rieSenje inicijalnog problema.
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Pretpostavimo da f zadovoljava Lipschitzov uvjet
[f(x,u) — f(x, V)| < L|u ]

za sve realne x, u, v i gdje je L pozitivna konstanta neovisna o x.
Nadalje, pretpostavimo da je |y"(x)| < M za neku pozitivhu konstantu
M neovisnu o x. Pokazite da globalna pogreska e, = y(xn) — yn
zadovoljava nejednakost

1 1
ent1] < [en] + i L(len+1] + len]) + ﬁhe'M-

Za konstantni izbor koraka h > 0 koji zadovoljava hL < 2, zakljuCite

da, ako je yp = y(xop), vrijedi
14+ 1nL\" 1
—hL '

2
l6n] < h=M
12L
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Zadatak
Za inicijalni problem

y'(x)=ax*' y(0)=0, a>0,
egzaktno rieSenje je y(x) = x“. Kada a ¢ N, egzaktno rjeSenje nije
beskonac¢no puta diferencijabilno. Posebno, da bi y bio dva puta
diferencijabilan treba vrijediti o > 2.
Eulerovom metodom rijeSite danu jednadzbu uz o« = 2.5, 1.5, 1.1iza
izbor koraka h = 0.2, 0.1, 0.05 na intervalu [0, 1]. IzraCunajte
pogresku u tocki x = 1 i numeriCki odredite red konvergencije Eulerove
metode na danim inicijalnim problemima (. za razlicite «),
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Zadatak
RijeSite Lotka-Volterrin grabeZljivac-plijen model

B = 4|1 0] no) =3,
ya(t) = 3ya(t) [;J/1(f)—1], ¥2(0) =5

pomocu Eulerove metode za 0 < t < 5. Koristite

h =0.001,0.0005,0.00025.

Nacrtajte graf funkcija y4 i y» u ovisnosti o f te nacrtajte fazni portret
(parametarski graf za (y1(t), y=(t))).

Komentirajte rezultat.
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Zadatak
Rijesite diferencijalnu jednadzbu

V) = W)+ 1~ Man (0, ¥(0) =0,

(Egzaktno rjesenje je y(x) = tan~'(x).) Primijenite Eulerovu metodu,
implicitnu Eulerovu metodu i trapeznu metodu uz A = —1, —-10,-50 i
h=0.5,0.1,0.001. Komentirajte rezultate.

Uocite da u implementaciji implicitnih metoda implicitna jednadzba u
ovom problemu moze biti rijeSena egzaktno bez iteracija.
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Zadatak

Pokazite da svaka eksplicitna Runge-Kuttina metoda s dva stadija i
reda p = 2 egzaktno rjeSava posebnu skalarnu diferencijalnu
jednadZbu oblika

Y'(x)=1(x), y(x)=yo, fePy.

(P4 je skup polinoma stupnja 1.)

Sto mozete reci o implicitnim metodama?
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Zadatak

Koriste¢i Eulerovu metodu, implicitnu Eulerovu metodu i trapeznu
metodu rijeSite jednadzbu

y ' =siny, y(0)=1

da aproksimirate y(1). lzaberite korak h = 0.2,0.1,0.5. Varirajte broj
iteracija za rjeSavanje nelinearne jednadzbe u svakom koraku
implicitne metode. Koliki je broj iteracija potreban?
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Zadatak
Odredite funkciju stabilnosti za Taylorove metode. }
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Zadatak

Odredite RK-1 metodu najveéeg moguéeg reda. Koliki je red i koja je
to metoda?.
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Zadatak

Kako izgleda Butcherova tablica za modificiranu Eulerovu metodu?.

Usporedite modificiranu Eulerovu metodu s metodom iz proslog
zadatka.
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Zadatak

Konstruirajte sve metode reda 2 oblika
0
C | &
C3 C3

0 0 T

Takva metoda 'ima svojstvo da odgovarajuéi Runge-Kuttin proces
zahtjeva manje memorijskog prostora u racunalu’ (Van der Houwen
(1977)).
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Zadatak
Za dani 0 € [0, 1], nadite red metode

Yier =Yi+ hf(xn+ (1 =0)h,0yn + (1 — 0)Yns1).
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Zadatak
Pokazite da je y(t) = e*"! rjegenje inicijalnog problema

y'+ysint—y' cost=0, y(0)=1, y'(0)=1.

Prikazite ovu diferencijalnu jednadzbu drugog reda preko
ekvivalentnog sustava diferencijalnih jednadzbi prvog reda.
Proizvoljnom Runge-Kuttinom metodom aproksimirajte rjeSenje na
intervalu [0, 4].

Izracunajte globalnu pogresku |y(4) — ya| i |y/(4) — y,|ut =4 za
korake h=1/2, 1/4, 1/8i1/16. Koliki je red metode?
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