Linearne viSekorane metode Uvod

Linearne visekoracnhe metode

Kod jednokora¢nih metoda je za aproksimaciju y;, ¢ u tocki x; 1 bilo
potrebno poznavanje samo aproksimacije y; u tocki x;:

Yig1 = Yi+ho(x,y, hy).

Dakle, ideja jednokoracnih metode je:

Yi — Yiqt.

Numeritka metoda za rjeSavanje obicnih diferencijalnih jednadzbi
generira niz aproksimacija y1, yo, y3, . . . U toCkama x1, X2, X3, . . ..

Kada smo stigli do toc¢ke x;, mi smo, uz y; izracunalii yj_1, ¥i_o, ¥i_3, ...



Linearne viSekorane metode Uvod

MozZemo li aproksimirati y;,1 pomocu aproksimacija
YisYity-- s Yiek41?

Yick+1s- -5 Yi—1,¥Yi — Yi+1.

Jer je y rieSenje diferencijalne jednadzbe
y' =1(x,y),
poznate su nam i aproksimacije za derivacije:

yi = f(xi, ¥i)-

Dakle, pitanje je mozemo li aproksimirati y;, 1 pomocu aproksimacija
1 / / / .
YisViets -5 Yicktt VYis Vicqs -5 Yickg1-

/ / /
Yi—k+1:Yickst-- 5 Vit Yies Yo Yio — Yiqt-



Linearne viSekorane metode Uvod

Primjer
Odredite konstante a4, ag, 31 i 52 tako da ponistite $to je moguce vise
¢lanova u Taylorovom razvoju izraza

y(x +h) — a1y(x) — agy(x — h) = B1hy'(x) — B2hy'(x — h).

U izrazu smo pretpostavili da ¢e se h pojaviti uz derivaciju
(H).

Rjesenje. Razvijamo pojedine ¢lanove u Taylorov red.
Pretpostavljamo da ¢emo s 4 koeficijenta ponistiti prva 4 ¢lana (uz
1, h, W?, h®). Zbog kontrole éemo Kkoristiti jo$ jedan ¢lan u razvoju vie.




Linearne viSekoraéne metode Uvod

y+hy + 2y Ly Lty o),

y(x+h) 2 6 24

y(X—h) _ y—hy'+%h2y"—%hsy"'+;—4h4y(4)+0(h5),

y’(x _ h) _ y/ B hy// + %h2y”l _ éhSy(4) + O(h4),

Radi preglednosti je oznageno y(¥) := y(K)(x).




Linearne viSekoraéne metode Uvod

Uvrstimo:
y(x+h) — ary(x) —agy(x — h) = prhy'(x) = B2hy'(x — h) =
/12//13/// 14(4) 5
= — — —h h
y+Jw—+2hy-+6hy +24 y& 4+ O(h)
-y

24

1 1
—as |:y hy/+ Ehzy” o éh3y///+

1 hty® 4 0(/75)]
—B1hy'

1 1
—,32/7 |:y/ - hy// + é/72y/// - 7h3y(4) + O(h4):| —

6




Linearne viSekoraéne metode Uvod

= y[l—ar—a]+hy'[1+a2— B4 — o] +

1 1 1 1 1
2.0 7 3.,/ | o 0
+h%y |:2 20424—52]-1—/7}/ [6+6a2 2,32]4-
+hty® T s +O(h°)
24 24 6

Da bismo ponistili prva 4 ¢lana treba vrijediti:

1 = ag+ap

1 = —ax+B1+05
1 1

5 = 5042 — P2

1 1 1

6 ~ 8%a™




Linearne viSekoraéne metode Uvod

RjeSenje je:

ap = —4
a = 5
B = 4
fa = 2
Ako ove koeficijente uvrstimo u izraz uz ¢lan h*:
1 1 1 1
24 247 5% %
Dakle
y(x+h) = —4y(x)+5y(x—h)+4hy'(x)+2h y’(x—h)+%h4 yB(x)+0(h%)
e 5. travnja 2025. 7/106



Linearne viSekoraéne metode Uvod

Iz
y(x + h) = —4y(x) + 5y(x — h) + 4hy'(x) +2hy'(x — h) + O(h*).
slijedi da rjeSenje diferencijalne jednadzbe
y'=1f(x.y), y(a)=yo.
mozemo aproksimirati s
Yigr = —4yi +5yi_1 +4hf(x;, yi) +2hf(Xi—1, yi-1)

gdiejex;=a+ih, i:O,...,nih:(b—1)/n.



Linearne viSekorane metode Uvod

Metoda
Vier = —4Yi +5yi_1 + 4h (X, y;) + 2h F(Xi_1, ¥i—1)

za aproksimaciju y;, 1 koristi y; i y;_1 pa govorimo o dvokoracnoj
metodi.

Nova aproksimacija y;, 1 je eksplicitno zadana pa se radi o eksplicitnoj
metodi.

Na analogni nacin smo mogli dobiti i metodu oblika

Yigr = aqyi+ aayiq + Boh f(X;, yir1) + Brh (X, yi) + B2h f(Xi—1, Yi—1)

gdje je yj.1 rieSenje nelinearne jednadzbe. Ovo bi bila implicitna
metoda.



Linearne viSekoraéne metode Uvod

Primjer
RijesSite diferencijalnu jednadzbu

y'=y. y(0)=1,
na intervalu [0, 1] metodom
Yit1 = —4Yi +5yi_1 +4h (X, yi) + 2h f(Xi-1, Yi—1)
Uz razliCit izbor koraka h = 1/n.

Rjesenje. Za pocCetak rekurzije je zadan y; prvi €lan koji mozemo
izraCunati ovom dvokoracnom rekurzijom je

Yo = —4y1 + 5y + 4hf(x1, y1) + 2h (X0, Yo)-

y1 nije zadan!
MozZemo ga odrediti jednokoratnom metodom.

v
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Linearne viSekoraéne metode Uvod

U ovom slucaju mozemo koristiti Eulerovu metodu (upotreba ove
metode bit ¢e opravdana kasnije):

y1 = Yo+ hf(xo, o)

n yn—y(1)
2 0.281718
5 -6.40276
10 4729.95

20 1.1225-107
40 2.63791-10%

Metoda ocito divergira.

5. travnja 2025. 11/106




Linearne viSekorane metode Uvod

Da bismo objasnili ovo ponas$anje, primijenimo metodu na inicijalni
problem

y'=0, y(0)=0,
na intervalu [0, 1]. Egzaktno rjeSenje je y(x) = 0.

Jer je f(x,y) = 0, rekurzija je dana s
Yi+1:—4}/i+5}/i—17 I:1727

Iz poCetnog uvjeta iskoristimo yp = 0.
Pretpostavimo da je y; izracunat s malom pogreskom e: y; = e.

Sto se dogada s malom pogreskom kada provodimo iteracijski
postupak?




Linearne viSekoraéne metode Uvod

Iteracije moZemo zapisati kao
Yier +4Yi—=5yi1=0, yo=0, y1=e¢.

Mozemo li izraCunati eksplicitni izraz za y;?

Ovo je zapravo diferencijska jednadzba (homogena s konstantnim
koeficijentima).

Princip rjeSavanja je slican kao i za homogene diferencijalne
jednadzbe s konstantnim koeficijentima.

Pretpostavimo da je rjeSenje oblika
Yi= )‘ia

i uvrstimo ga u diferencijsku jednadzbu:

N a)\ 5N\ — 0.




N a5\ — 0.
Kada podijelimo s '~ 1:
A +4)\—5=0.

(Karakteristi¢na jednadzba.)

Da bi diferencijska jednadzba bila zadovoljena, ) treba biti rieSenje
gornje kvadratne jednadzbe. Dva su rieSenja:

M=-5 1 X=1.
Dakle, dva rieSenja diferencijske jednadZbe su
NP AL

Opce riesenje je

i i
Yi=ai Ay + ax s, )




Vi=ai N, + ap \b.
Za nasu diferencijsku jednadzbu je opée rieSenje
yi=ai(-5)+ a1 =ay (-5)' + a.
Konstante a; i a» odredimo tako da zadovoljimo pocetne uvjete
Yo=0 i y1=e
Jednadzbe su

0 = yo=arX{+ a=a(-5"+ a=a+ a,
= yr=a; Al + &\ =a(-5)' + a = —5a + a.

RjeSenje je

v

= = = =

e 5. raunia 2025,

KaNowa
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Linearne viSekorane metode Uvod

Sada je rieSenje naSe diferencijske jednadzbe uz zadane pocetne
uvjete dano s

1 i
yi=g [(—5) - 1} e
Mala poCetna pogreska e se u svakoj iteraciji povecéa za faktor 5!
Ovakve rekurzije se nazivaju nestabilne.

Nestabilnost je posljedica Cinjenice da barem jedna nultocka
karakteristicne jednadzbe zadovoljava

|Ar| > 1.




Linearne viSekoraéne metode Uvod

Definicija op¢e viSekoraCne metode

Opcenito, linearne visekoraéne metode su metode oblika

r r
> ajYipi—j=h>_ Bifii1,
j=0 j=0
gdje je f = f(Xk, Yk), ao # 0 || + [Br| # 0.

@ Ovu metodu zovemo r-koraéna metoda.
@ Ukoliko je 5o = 0 metoda je eksplicitna,
@ a za [y # 0 metoda je implicitna.

UoCimo da prikaz viSekoracne metode pomocu koeficijenata «; i §; nije
jedinstven.



Linearne viSekorane metode Uvod

Cesto se koristi normalizacija ay = 1 te je zapis metode oblika:

r r
Vit + Y aivt—j = Bof(Xis1, Yist) + hY_ Bifiva .
= =

Na primjeru smo vidjeli da za viSekoracnu metodu

Yig1 = aqYi+ aoYiq + h[B1 f(Xi, i) + B2 F(Xi—1, Yi-1)]

@ mozemo odrediti koeficijente tako da pogreska odsjecanja bude
O(h¥);

@ problem nastaje ukoliko neki korijen \ karakteristicne jednadzbe
zadovoljava |A| > 1;

@ mogu li se odrediti koeficijenti tako da pogre$ka odsjecanja bude
O(h¥) i svi korijeni zadovoljavaju || < 1?



Linearne viSekoraéne metode ABM metoda

Adams-Bashforth-Moultonova metoda

Primjenom razliCitih integracijskih metoda mozemo dobiti cijeli niz
viSekora¢nih metoda.

Integracijom jednadZbe

Y (x) = f(x,y(x)),
na intervalu [x;_1, Xj; 1] dobijamo
Xit1 Xit1

Yien) —y(xi) = [ y(x)dx = / F(x, y(x)) dx

Xj—1 Xi—1

Integral na desnoj strani mozemo aproksimirati pomocu neke metode
za numeriCku integraciju.



Linearne viSekoraéne metode ABM metoda

Pravilo srednje tocke

b 3
o de=b-a)g(25°) + B5 00

X1 2h)3
[ va = G -0y + C o) -

~ 2hfx ) + I ye)
Prethodna formula vodi na rekurzivno definiranu aproksimaciju
Yis1 = Yi1 +2h1(x, ¥).
Pogreska odsjecanja:
ﬂ—f%%@

. Y e



Linearne viSekoraéne metode ABM metoda

Simpsonovo pravilo

/ g(x sb-2) [9( ) + 4g (a; b) +g(b)] - (28_8?59(4)(5)

g=y"

Xt / d o Xit+1 — Xi—1 (. 4 (. /(v .

y'(x)dx = 6 [y (Xi—1) + y(x,)+y(x,+1)]

Xi—1
_(2h)®
2880

= DA,y 061)) + 4106, Y 06)) + F(341, Y (60))] ~

h5

—%y (5/)

y®(g) =



Linearne viSekoraéne metode ABM metoda

Prethodna formula vodi na rekurzivno definiranu aproksimaciju

h
Yis1 =Yi+ 3 [f(Xi—1,Yi—1) + 4F(x;, ¥i) + f(Xit1, Yig1)]-

Pogreska odsjecanja:
h5

— _ B (e.
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Adams-Bashforth-Moultonova metoda

Primjenom razliCitih integracijskih metoda mozemo dobiti cijeli niz
viSekora¢nih metoda.

Integracijom jednadzbe y’(x) = f(x, y(x)) na nekom zadanom
intervalu [Xp_;, Xp4x] dobivamo

Y (Xo1k) — ¥Y(Xp—j) = / i f(t,y(t)) dt.

Xp—j

Integral aproksimiramo slicno kao u Newton-Cotesovim formulama.

23/106



Linearne viSekorane metode ABM metoda

Podintegralnu funkciju f(t, y(t)) zamijenimo interpolacijskim
polinomom P, stupnja g koji interpolira f(t, y(t)) u toCkama x;:

Pq(Xi):y,(Xi):f(Xia}/(Xi)), i:pap_17"'>p_q7

Lagrangeova forma:

= Z f(Xo-i, ¥ (Xp-i))Li(x),  Li(x) = H X
i=0 =0 p=i = p-l
]

Dobivamo izraz

a Xo+k
Y(Xprk) — Y (Xp—)) Zf Xp—i, ¥ (Xp— ,)/ Li(t) dt
i=0 X

p—J

q
=N Baif (Xo—ir Y (Xp—1)),

i=0



Linearne viSekorane metode ABM metoda

gdje je

s+/ ,
Bq,—h/ Li(t) dt = / —/+/ i=0,...,q

—J 1=
1#£i

Zamjenom vrijednosti y(x;) <> y; dobivamo viSekoracnu metodu oblika

q
Yo+k = Yp—j + hz Baifo—i-
i=0

Zadani j i k definiraju klasu metoda.

Metode razlicite slozenosti i razli¢ite toc¢nosti unutar iste klase metoda
dobijemo za razliite vrijednosti od q.
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Najpoznatiji primjeri visekora¢nih metoda ovog tipa su
@ Adams—Bashforthova metoda (k =11ij=0)i
@ Adams—Moultonova metoda (k =0ij=1).



Adams—Bashforthova metoda

Adams—Bashforthova metoda: k =1ij =0.

Yo+1 =Yp + h(Bgo fo + Bgt fo—1 + - -+ + Bag fo—q)-

Bagi 0 1 2 3 4
Boi
2p1i 3 —1
1235; 23 —16 5
243, | 55  —59 37 9
72034; | 1901 —2774 2616 —1274 251




Linearne viSekoraéne metode ABM metoda

Adams—Moultonova metoda

Adams—Moultonova metoda: k = 0 i j = 1 dobijamo

Yo = Yp-1+h(Bgofo+ Bat fo—1+ -+ Baqg fo—q)-

Yor1 = Yp+h(Bgofor1+ Bgt fo+ -+ + Bag for1-q)-
i
Bai 0 1 2 3 4

Boi 1

204j 1 1
12085; 5 8 —1
243, 9 19 -5 1

72084; 251 646 264 106 —19
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Od ostalih viSekorac¢nih metoda izvedenih iz integracijskih formula,
poznatije su jos
@ Nystromove (k=1ij=1)

Yo+1 = Yo—1 + h(Bgo fo + Bat fo—1 + -+ + Bag fo—q)-

@ Milneove metode (k =01ij = 2).

Yo = Yp-2+h(Beofo+ Bgtfo-1+ -+ Bag fo-q)-

Yo+1 = Yo—1 +h(Bgo fosr1 + Bt o+ -+ - + Baq for1—q)-



BDF metode
Metode za ODJ iz formula za deriviranje

Niz metoda mozemo dobiti i pomocu formula za deriviranje.
Neka je P(x) polinom koji interpolira y(x) u tockama x,,_;:

P(xn—i) = y(Xn—i), i=0,... k.
Lagrangeova forma:
K K X — X
P(x) = Z Li(x)y(xn-i), Li(x)= H Fxnlﬂ
i=0 j=0
j#i
Deriviranjem u ¢voru x,_, dobivamo
1K
P/(Xn_r) = B Z hL;(Xn_r)y(Xn_l)
i=0



Linearne viSekoraéne metode BDF metode

Supstitucijama

Yn-i= Y(Xn—i) i = f(Xn—ry}/n—r) ~ PI(Xn—r)

dobivamo metodu

K
Zai Yn—i=hfh_,.
i=0
Uvodenjem oznake p = (x — x,)/h, vidimo da koeficijenti
d & k.
Qj = f7L4()Qq r = Ei* ]jI —j o Ii[
o/ p==r =0

i iy
ne ovise o ¢vorovima x,_; i koraku mreze h.
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Linearne viSekorane metode BDF metode

Za r = 1 dobivamo eksplicithu metodu

k
Z ajYn—i=hf4,
i=0

a za izbor r = 0 je metoda implicitna:

k
Z a; Yn—i = htp.
i=0

Zbog alternativnog nacina izvoda ovih metoda
koristenjem podijeljenih razlika unazad, ove metode poznate su pod
nazivom BDF metode (engl. backward difference formulas).



Linearne viSekoraéne metode BDF metode

Koeficijenti eksplicitne BDF metode

k | m oy ap ag ay as ag az
1 1 1
2 0 1
3 1
_° 3 __
2 2
4| 4 10 5 101
3 3 3
1
5|5 -8 4 5 > _1
12 3 4
77 1
6 6 - 15 —-10 30 _§ -
10 2 5
, e, s %2 7
20 2 3 4 5 6




Linearne viSekoraéne metode BDF metode

Koeficijenti implicitne BDF metode

k n; af a3 af oy ag ag as
1 1 1
s | 2 4 1
3 3 3
3| & 18 _2 2
11 11 11 "
4 | 12 48 _36 16 _2
25 25 25 25 25
5| 80 a0 &0 o 7 12
137 137 137 137 137 137
o | 60 30 40 40 25 72 10
147 147 147 147 147 147 147
7 @ ﬂ _ 1470 4900 _ 1225 @ _ 490 ﬂ
363 363 363 1089 363 363 1089 363




Linearne viSekorane metode Konzistentnost visekoraéne metode

Konzistentnost viSekorache metode

Kao i kod jednokoracnih metoda, prvo ¢emo promatrati koliko dobro
rieSenje diferencijalne jednadzbe
Y =1(xy), y(x)=yo. x€[abl, yoeR
zadovoljava rekurzivnu formulu
r r

D aivij=hd Bif (X1, Yiv1—)),

j=0 j=0
koja definira visekoracnu metodu.

U gornju ¢emo rekurziju umjesto y; uvrstiti rieSenje diferencijalne
jednadzbe y(x;), a zatim dobiveni izraz razviti u Taylorov red:

r r o0
Z ajy(Xip1—j) — h Z Bif (Xip1—j, Y (Xig1—j)) = Z Gih.
=0

J=0 J=0



Linearne viSekorane metode Konzistentnost visekoraéne metode

Metoda ¢e biti to¢nija to je vise prvih ¢lanova u razvoju jednako nuli.
Opcenito, ukoliko je
Co=Ci=---=Cp=0 i Cpp1#0

kazemo da je metoda reda p. Ukoliko je p > 1 kazemo da je metoda
konzistentna.

Primjer. Za metodu
Yit1 = Yi—1 + 2hf(x;, yi)

uvrstavanje to€nog rjeSenja i razvoj u red oko toCke x; daje



Linearne viSekoraéne metode Konzistentnost visekoraéne metode

y(Xip1) — y(xi—1) — 2hy' (%) =

= Zy‘”(xi)?,l > yO(x ) T oy =
=0 o

_ N @) 2

— j:Z1y2j+1 (X)(2j+1)| 2j+1

te je ova metoda reda 2.



Linearne viSekorane metode Konzistentnost visekoraéne metode

Uocimo da smo iskoristili da je y rieSenje diferencijalne jednadzbe, tj.
da vrijedi y'(x;) = f(x;, y(xi))-

Pretpostavili smo da je y € C*(a, b), no oCito je dovoljno zahtijevati da
y ima neprekidnu tre¢u derivaciju, tj. y € C3(a, b).

Dakle, prethodni izraz pokazuje kvalitetu aproksimacije visekora¢ne
metode.

U daljnjem tekstu koristit ¢emo malo promijenjen izraz za pogresku,
tzv. lokalnu pogresku diskretizacije:

) = 55 agytos (1) — 32 Ay x-+ (1~ ),

j=0 j=0

gdje je y egzaktno rjeSenje diferencijalne jednadzbe.



Linearne viSekoraéne metode Konzistentnost visekoraéne metode

UocCimo da je lokalna pogreska diskretizacije dobivena uvrstavanjem
to€nog rjeSenja u rekurziju metode uz zamjenu x = x;.

Definicija

Videkora¢nu metodu zovemo konzistentnom ako za svaki f € F(a, b)
i x € [a, b] lokalna pogreska diskretizacije T~ zadovoljava

,Ilino T(x; h) =0.

Ukoliko je
7(x; h) = O(hP)

kaZzemo da je metoda reda p.




Linearne viSekoraéne metode Konzistentnost visekoraéne metode

Razvoj lokalne pogreske diskretizacije

OznaCimo X = x — (r — 1) h. Tada je

rOh) = Dy (1 k)~ 3 Ay (x+ (1 - i)

j=0 /=0
1< .
j=0 /=0

2o (k1)

s

] r -k o0 r -k

ok < J

= E yH I (x)n E ar—j% - E y(k+1)(x)hk§ Br—jm
k=0 j=0 k=0 j=0



Linearne viSekoraéne metode Konzistentnost visekoraéne metode

00 r -k
k) = YO ar
k=0 j=0 '

o0 r k—1
_ (k) (o pk—1 -
k=1 j=0

- S (o)
Tk T (k= 1)
J



Linearne viSekoraéne metode Konzistentnost visekoraéne metode

Red (r + 1)-koracne Adams—Bashforthove m.

Izvod je sli¢an kao za ocjenu pogreske Newton-Cotesovih formula.

—

T(x;h) = L (y(x+ ) —y(x)) = > Bay'(x = ih).
i=0

Radi jednostavnosti, oznaCimo x,,; = x + jh, j = —r,... 1.

1
T(X; h) h(y(xp—H Z Brly Xp /

Uvrstavanjem izraza za koeficijente 3,;, dobivamo



Linearne viSekoraéne metode Konzistentnost visekoraéne metode

r

1 [Xpo+t 1 [Xo+
T(Gh) = ¢ Y’(f)df—z<h/ Li(f)df>y'(xp—i)
X i=0 X
1 [Xp+t 1 [Xor

= — '(t)dt — — P(1) dt
AL

1 X+

= n), WO-p) e

gdje je P, polinom koji interpolira y’ u tockama xp—r, .. ., Xp.

Primjenom ocjene za pogresku interpolacije

(r+2)
yo-po = w5

w(t) = (t—=Xp—r)(t = Xp—ry1) - (t = Xp),
_ 5. travnja 2025. 43/106

&) € (Xp—r, Xp),



Linearne viSekoraéne metode Konzistentnost visekoraéne metode

dobivamo

w(t

1 [t yTTRE(D)
T h) = ¢ Wdt.

Buduc¢i da su xp_r, . . ., Xp Sve nultoCke polinoma w, w ne mijenja
predznak na intervalu [xp, X,.1] pa vrijedi

r+2 Xp+1
7(x; h) = ) h/

Supstitucijom u = (t — xp)/h dobivamo

t—xpj=hu+j) i wt)y=h"uu+1)---(u+r),
pa gornji integral prelazi u



Linearne viSekoraéne metode Konzistentnost visekoraéne metode

V) 1 iy [
A h) = (r+17;!hh+1h/o u(u+1)--(u+r)du

r+2

— r+1y /HU+/

te je red (r + 1)-koracne Adams—Bashforthove metode jednak r + 1.



Linearne viSekorane metode Konzistentnost visekoraéne metode

Teorem
Red r-koracne Adams—Bashforthove metode je r.

Red r-koracne Adams—Moultonove metode je r + 1.

Red r-koracne eksplicitne BDF metode je r.

Red r-koracne implicitne BDF metode je r.

Dokaz. Red Adams-Bashforthove metode smo upravo izveli.

Adams-Moultonova metoda je izvedena pomodu interpolacijskog
polinoma za jedan stupanj veceg nego eksplicitna
Adams-Bashforthova metoda pa je i red za jedan veci.

BDF metode su izvedene iz derivacije interpolacijskog polinoma.
Interpolacijska pogreska kod r + 1 tocke je h"*' pa je pogreska
derivacije u tocki interpolacije reda h" i to je red BDF metode. O



Linearne viSekorane metode Konzistentnost visekoraéne metode

Konzistentnost = konvergencija?

Koristenjem iste ideje kao kod Runge—Kutta metoda, koeficijente u
r-kora¢noj metodi

r r
> vt =h> Bif(Xi-j Yir1—))

=0 j=0

mozemo odredivati tako da red metode bude $to je moguce vedi, tj. da
ponistimo Sto viSe prvih ¢lanova u Taylorovom razvoju.

@ Fiksiranjem ag = 1 imamo 2r slobodnih koeficijenata za
eksplicitnu metodu.

@ Koeficijenti C; u Taylorovom razvoju zavisit ¢e o koeficijentima o i

Bj-



Linearne viSekorane metode Konzistentnost visekoraéne metode

@ Nije teSko pokazati da je ta zavisnost linearna, te s 2r slobodnih
koeficijenata mozemo ponistiti prvih 2r ¢lanova razvoja:
Co=Cr=-=Corr.

@ Takoder, moze se pokazati da ¢e vrijediti C,, # 0, pa na taj nacin
mozemo konstruirati metodu reda 2r — 1.

@ Sli¢no vrijedi i za r-koracne implicitne metode.

@ Ovdje imamo jedan koeficijent vise (5g), te mozemo ponistiti jedan
¢lan vise u Taylorovom razvoju i dobiti metodu reda 2r.

Zasto koristiti navedene metode, ako postoje metode dvostrukog reda
s istim brojem koraka?!



Linearne viSekorane metode Konzistentnost visekoraéne metode

@ Zarazliku od jednokoracnih metoda gdje je kozistentnost metode
bio dovoljan uvjet za konvergenciju,

@ kod visekoracnih metoda, da bi aproksimacija konvergirala k
to¢nom rjeSenju, uz konzistentnost treba biti zadovoljen jo$ jedan
dodatni uvjet, a to je stabilnost.

@ Preciznije, jednokoratne metode su uvijek stabilne.

U uvodnom primjeru smo vidjeli da metoda s maksimalnim redom
konzistentnosti ne treba biti konvergentna.



Linearne viSekoraéne metode Prediktor—korektor par

Prediktor—korektor par
Implementacija implicitnin metoda

Kako izraCunati y;, 1 u implicitnoj metodi (korektor)

K K
Yier + > afYigt—j = Behf(Xiet, Yict) + B Bifier.
= =

Ako oznacimo
K K
c==Y Vi j+h) Bifiyiy  oly)=Bshf(xip1,y) + C,
= =

Yi+1 je rieSenje nelinearne jednadzbe y = ().



Linearne viSekoraéne metode Prediktor—korektor par

Buduéi da mozemo izabrati dovoljno malen korak integracije h takav
da je nejednakost

&' V)l = hig]

8f(X,‘+1 ) y) < 1
dy

zadovoljena, slijedi da jednostavne iteracije
yIm = oMy, m=0,1,2,...

konvergiraju prema rjeSenju jednadzbe.

Za odabir pogetne aproksimacije y! koristi se neka od eksplicitnih
metoda (prediktor)

k k
Yisr + Y oyip1—j=hY_ Bifiy1 .
j=1 j=1



Linearne viSekoraéne metode Prediktor—korektor par

Sada mozemo zapisati cijeli algoritam:

k k
o= - Z jYiv1—j + hz Bjfiv1-j;
Y,[T{i_ﬂ = Bohf(Xis1, Y,+1 Za }//+1—j+h25] i+1—j>
Yitin = y,[ﬂ] m:O,...,M—1

Broj iteracija (M) moze biti unaprijed zadan ili se iteracije provode dok
se jednadzba ne rijeSi do na neku unaprijed zadanu to¢nost. U
primjeni, broj iteracije nije velik, uvijek se radi o nekoliko iteracija.



Odabir prediktora i korektora

Znamo da jednostavne iteracije konvergiraju linearno prema rjeSenju
jednadzbe. Konvergenciju mozemo ubrzati primjenom Newtonove
metode.

To se koristi kod krutih jednadzbi.

Jo§ nam je ostalo za promotriti kako odabrati korektor—prediktor par.

@ Tocnost metode definirana je s to€noS¢u korektora, tj. implicitne
metode.

@ Ako je red prediktora, eksplicitne metode kojom odredujemo
pocetnu aproksimaciju y,[3]1, za jedan veci od reda korektora
pocetna Ce aproksimacija biti pretoCna.



Linearne viSekoraéne metode Prediktor—korektor par

@ S druge strane, ako je red prediktora maniji od reda korektora,
pocCetna aproksimacija je preslaba, te bi trebalo previSe iteracija
korektora da se nelinearna jednadzba rijesi na zadovoljavajucu
toCnost.

@ Stoga je uobiCajeno da se za prediktor—korektor par uzimaju
eksplicitna i implicitna metoda istoga reda.

o Cesto koristen par je k-koraéna Adams—Bashforthova metoda kao

prediktor i (k — 1)-koratna Adams—Moultonova metoda kao
korektor.

e Uz ovakav odabir prediktor-korektor para govorimo o
Adams—Bashforth—Moultonovim metodama.

o Isto tako, eksplicitna i implicitna k-koraéna metoda izvedena iz
formula za numericko deriviranje koristi se kao prediktor-korektor
par.



Stabilnost visekoraéne metode
Stabilnost viSekoraéne metode

Definicija (*)
Linearna k-koratna metoda (za diferencijalnu jednadzbu y’ = f(x, y))
je stabilna (nula-stabilna) ako za svaki f € F;(a, b) postoji konstanta
K takva da za bilo koja dva niza (y») i (z») generirana istom formulom
ali razli¢itim pocCetnim vrijednostima yo, y1, ..., Yk—1 i 20,21, - - - Zk_1
vrijedi

Yn— Zn| < szor?iﬁq yj — 2l

za xp < bidovoljno mali h.




Visekoracna metoda

r r
> ayivi—j=hY B (Xiv1—), Yie1—)

j=0 j=0
definira dva polinoma

p(2)=> a7 i o(z)=) gz
j=0 J=0

Ujedno, ova dva polinoma odreduju jednu visekora¢nu metodu, pa se
¢esto umjesto videkoracne metode koristi naziv (p, o)-shema.

Pomocu polinoma p i o moze opisati red i konzistentnost metode.



Linearne viSekoraéne metode Stabilnost visekoraéne metode

Razvijmo lokalnu pogresku diskretizacije u red (samo prva dva ¢lana)
okox =x—rh:

hr(x;h) = > ajy(x—jh) —h> By (x—jh)
j=0

j=0

= D ayX+(r=)h)—h)_5yX+(r—jh)
j=0

j=0
= 3y,

j=0

(M°y(x)  Co = > aj=p(1)
j=0

("Y(®)  Ci = > (r—Naj—Y B=p1)-0o(1)
j=0 j=0



Linearne viSekoraéne metode Stabilnost visekoraéne metode

Time smo dokazali

Lema

Linearna viSekoracna metoda je konzistentna ako i samo ako je
p(1)=01ip' (1) =0c(1).

Ovaj rezultat se moze i poopCiti.

Teorem

Linearna visekoracna metoda je reda p ako i samo ako je z = 1
p-struka nultoCka funkcije
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Linearne viSekoraéne metode Stabilnost visekoraéne metode

Dokaz. Primijenimo metodu na diferencijalnu jednadzbu y’ = y

(y(x) = ).
Lokalna pogreska diskretizacije je

1 r y r »
j=0 j=0

r r
_ exfrh% S ajel D -y gl
j=0 j=o

Sadaje,uz z = é"

r r
O(hP) = e M7 (x,h) = Ii > a2 =N " D)
nz i =
p(z
12 o(2) = ol2).



Linearne viSekorane metode Stabilnost visekoraéne metode

Dakle, h = 0 je p-struka nultoCka funkcije

p(eh) _ U(eh)

; = p(eM

ako i samo ako je z = €° = 1 p-struka nultotka funkcij o(z).

Iz teorema slijedi i prethodna lema, da je metoda

konzistentna ako i samo ako je 1 nultocka funkcije p(z)/Inz — o(2).

Zbog In1 = 0 treba vrijediti i p(1) = 0.
Jednako tako, zbog

@ *Iim@:hm

Inz |,y z=1Inz 21

treba vrijediti i p'(1) — o(1) = 0.
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Vratimo se na problem stabilnosti.

Visekora¢nu metodu
r r
> ayipi—j=h> Bif(Xiv1—j, Yis1—f)
j=0 j=0
mozemo ptomatrati i kao (linearnu) diferencijsku jednadzbu
r
Z%’WH—] = Cit1-
j=0

(Zanemarimo za sada da i ¢; ovisi 0 y;.)

Osnovno pitanje (stabilnosti): ako o i-tom koraku napravimo pogresku
7i kako ta pogreska utje¢e na konacno rieSenje? Da li se pogreska
povecava ili ostaje ograniena?



Linearne viSekorane metode Stabilnost visekoraéne metode

Kao i kod linearnih diferencijalnih jednadzbi, rjeSenje se moze prikazati
kao zbroj partikularnog rieSenja i rjieSenja homogene jednadzbe

,
Y i1 =0.
j=0

Ocito je da je za svaki skup pocetnih vrijednosti yg, ..., ¥r_1
jednoznacno odreden niz brojeva u;, j = 0,1,2, ... koji rieSava ovu
jednadzbu.

Uz gornju diferencijsku jednadzbu vezemo karakteristi¢ni polinom

p(2) =z + o2 N+ a1z + o

RjeSenje diferencijske jednadzbe dobivamo pomocu nultocaka
polinoma p.



Linearne viSekorane metode Stabilnost visekoraéne metode

Teorem

Neka polinom p(z) ima k razli¢itih nultocaka \; visestrukosti o,
i=1,...,k. Tada za proizvoljne polinome P;(t) stupnja strogo manjeg
odoj,i=1,... Kk, niz

je riesenje diferencijske jednadzbe. Obratno, svako rieSenje
diferencijske jednadzbe moZe se jedinstveno prikazati u ovom obliku.

Polinomi, odnosno njihovi koeficijenti se odreduju iz r pocetnih uvjeta.

Asimptotski, u; se ponasa kao po apsolutnoj vrijednosti najvec
svojstvena vrijednost (recimo A4).



Linearne viSekorane metode Stabilnost visekoraéne metode

Recimo da je r,(o) = 7; pogres$ka nastala u i-tom koraku.
Nakon n koraka

Ti(n) x no11 Af.

Ukoliko je [A1] > 1ili |\q] =110y > 1tada

lim T
n—oo

= Q.

(")’

Znaci, da bi Sirenje pogreske bilo ogranic¢eno, treba vrijediti [A\;| < 11
ako je |\j| = 1 tada to treba biti jednostruka nultocka.

Ako linearna visekoracna metoda zadovoljava ovo svojstvo, kazemo da
zadovoljava uvjet korjena.



Linearne viSekoraéne metode Stabilnost visekoraéne metode

Definicija (** Uvjet korjena)
Za visekoracnu metodu kaZzemo da je stabilna ako nultoCke z;
polinoma p(z) zadovoljavaju
1. Sve nultoCke su po apsolutnoj vrijednosti manje od 1 (|z;| < 1).
2. Ako je |zj| = 1 tada je z; jednostruka nultocka (p'(z;) # 0).
Zajedno uvjete 1 i 2 zovemo uvjet stabilnosti.

Za metodu iz uvodnog primjera je

p(z) =22 +4z-5.

Nultocke sumu z; =1i 2z, = —5.

Buduci da je |zz| > 1, p ne zadovoljava uvjet stabilnosti, tj. metoda nije
stabilna.



Linearne viSekoraéne metode Stabilnost visekoraéne metode

Teorem
Definicije (*) i (**) su ekvivalentne. J

Provjerabvanje stabilnosti viSekoracne metode je jednostavnije preko
definicije (**) (uvjeta korjena).
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Linearne viSekorane metode Stabilnost visekoraéne metode

Za r-kora¢nu Adams-Bashfortovu metodu a i za Adams-Moultonovu je

p(z)=2" -2

Jedna jednostruka nultocka je 1 a 0 je (r — 1)-struka nultoCka.
Obje metode su stabilne.

Stabilnost BDF metoda je sloZeniji problem.

r koraCna BDF metoda je stabilnazar=1,2,...,6.



Linearne viSekorane metode Stabilnost visekoraéne metode

Vidjeli smo da r-koraéna metoda moze postici red konzistetnosti 2r.
Na primjeru smo vidjeli da za r = 2 takva metoda nije stabilna.

Koliki red moze postici stabilna metoda?

Djelomic¢an odgovor nam moze dati teorem o funkciji p(z)/Inz — o(2).
Neka je polinom p(z) zadan (tj. zadani su koeficijenti o).

Razvijmo p(z)/Inz u red oko z = 0:

V4
’TIEZ):co_|_c1(z_1)_|_..._|_Cr(z_1)’_|_...

Ako izaberemo
o(z) = c+ci(z—1)+-+c(z—1) =
= Br+Braz++ b2

dobit éemo implicitnu metodu reda barem r + 1.



Linearne viSekoraéne metode Stabilnost visekoraéne metode

Ako pak izaberemo
o(z) = cq+c(z—1)+-+c_1(z—1)""=
= Br1+pBr—2z+4 02 1+0.-2

dobit ¢emo eksplicitnu metodu reda barem r.

Tocna granica na red stabilne metode je:

Teorem (Prva Dahlquistova barijera)
Red p stabilne linearne r-koracne metode zadovoljava
@ p < r+ 2 ako je k paran;
@ p < r+1 ako je k neparan;
@ p < r ako je fy/ag < 0 (ovo ukljucuje eksplicitne metode - By = 0 ))




Linearne viSekoraéne metode Konvergencija visekora¢nih metoda

Konvergencija viSekoracnih metoda

Kao i kod jednokoracnih metoda, kada govorimo o konvergenciji
metode mislimo na ponasanje globalne pogreske diskretizacije:

e(x; h) = yn — y(x),
gdjejex € (a,b), h=h, = (x —a)/n.
Jasno je da globalna pogreska diskretizacije ovisi o lokalnoj pogresci
diskretizacije.
Medutim, to nije jedini izvor pogreske.

@ Da bismo startali r-kora¢nu metodu, prvo je potrebno izracunati r
pocetnih vrijednosti yg, ..., ¥r_1.

@ Dok yp; mozemo odrediti iz poCetnog uvjeta diferencijalne
jednadzbe, ostale vrijednosti moramo odrediti nekom drugom,
najéesce jednokoratnom, metodom.



Linearne viSekoraéne metode Konvergencija visekora¢nih metoda

@ U svakom slucaju, pri njihovom odredivanju javit ¢e se odredena
pogreska e;.

y(x,-):y,-+5,-, I'ZO,...,I’—'l.
@ Ova pogreska ne ovisi 0 promatranoj viSekora¢noj metodi, ve¢ o
nacinu na koji odredujemo pocetne vrijednosti.

@ Ocito je, da ako zelimo da globalna pogreska diskretizacije tezi
nuli kada n — oo, pogreske pocetnih vrijednosti trebaju
zadovoljavati

lim =0, i=0,....,r—1.
n—oo

Sada mozemo izreéi definiciju konvergencije visekoracne metode.



Linearne viSekoraéne metode Konvergencija visekora¢nih metoda

Definicija
Visekoraénu metodu zovemo konvergentnom ako je

) _ B _x-—a B
nleooe(X’h”)_O’ hp = — n=1.2,...
zasve x € [a,b],sve f € Fi(a,b)isvey;,i=0,...,r—1zakoje je

nIer;O(y(x,)—y/):O, i=0,....,r—1.

Pokazimo sada vezu izmedu stabilnosti i konzistentnosti te
konvergencije linearne visekoratne metode.



Linearne viSekoraéne metode Konvergencija visekora¢nih metoda

Glavni teorem koji povezuje konzistenciju, stabilnost i konvergenciju
linearnih visekora¢nih metoda je:

Teorem

Linearna viSekoracna metoda je konvergentna ako i samo ako je
konzistentna i stabilna.

Teorem se Cesto iskazuje i kao

konvergencija = konzistencija + stabilnost

Isti teorem zapravo vrijedi i za jednokoracne metode. Kod njih
stabilnost nije naglasSena jer proizlazi iz konzistencije.

Teorem se dokazuje preko tri zasebna teorema.



Linearne viSekoraéne metode Konvergencija visekora¢nih metoda

Teorem
Stabilne i konzistentne linearne visekoracne metode su konvergentne.

Dokaz. Neka je y egzaktno rjeSenje jednadzbe
y' =1(xy), y(x)=y. fe€Fi(ab).
Fiksirajmo x € [a, b] i za n € N definirajmo h = hp, = (x — Xxp)/n.

yi - aproksimacija dobivena linearnom viSekoratnom metodom:
YitarYia+ - taryior = h(Bofi+ Bifioa + -+ Brfir),
i=rr+1,...,uz
yi=y(x)+e, i=0,...,r—1,
gdje je nIi_)rT;O ej = 0.



Linearne viSekoraéne metode Konvergencija visekora¢nih metoda

Uvjet nILm e; = 0 znaci da postoji funkcija £(h) takva da je || < e(h)
zai=0,...,r—1ilime(h)=0.
h—0

Zbog konzistentnosti metode, lokalna pogreska diskretizacije kada
racunamo to¢ku x;

1 r r
T h) =7 = [y(xi) +> Oé/Y(Xi—/)] = Bif(xi—j, ¥ (%))

j=1 j=0
zadovoljava

lim 7, =0,
h—0

tj. 77 moZzemo omediti nekom funkcijom t(h), |7j| < t(h), koja
zadovoljava ’|7im0 t(h) =0.
%



Linearne viSekoraéne metode Konvergencija visekora¢nih metoda

Oduzimanjem jednakosti za lokalnu pogresku diskretizacije
pomnozene s h od rekurzije metode dobivamo rekurziju za pogreske
e = yi— y(x):

ei+o€_1+--+ae_r=c¢c, Ii=rr+1,...

uz
e =¢j, fZO,...,I’—‘]

r
ci=h>_ Bilf(xij yiej) — f(Xiej, y(xi)] — hi.
j=0
Buduci da je f € F(a, b), postoji konstanta m > 0 takva da je
of ,
'ay(x,y)' <m Vxeclab] i VyeR,



Linearne viSekoraéne metode Konvergencija visekora¢nih metoda

te vrijedi
of
[F(Xk, Yk) — F(xk, y(Xk))| = @(Xkan)(}/k — y(xk))| < m|ex|.

IskoristivSi ovu nejednakost, dobivamo da ¢; zadovoljava
r
cil < AM "~ |eij| + [hlt(h),
j=0
gdje je

M=m il
j_ngaxr\ﬁ]]

=y,...,



Linearne viSekoraéne metode Konvergencija visekora¢nih metoda

Pomodu vektora

€i_r+1 0
€j_ :
e = ,'r+2 , b= | eR,
: 0
e 1
i matrice
0 1 0 0
A= s

0 0o 1 0

—Qr —Q4
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Linearne viSekoraéne metode Konvergencija visekora¢nih metoda

rekurziju za pogreske mozemo zapisati u ekvivalentnom vektorskom
zapisu
€0
ei=Ae;_1+cb, e)=

Er—1

@ Uocimo da polinom p, definiran viSekoraChom metodom, je ujedno
i svojstveni polinom matrice A (matrica pratilac polinoma p).

@ Stabilnost metode povlaci da su sve nultoCke od p, tj. svojstvene
vrijednosti od A, po apsolutnoj vrijednosti manje od 1, a ako su
jednake 1 tada su jednostruke.

@ To znaci da postoji vektorska norma || || na C" takva da za
induciranu matricnu normu vrijedi ||A|| < 1.



Linearne viSekoraéne metode Konvergencija visekora¢nih metoda

@ Bududi da su sve norme na C" ekvivalentne, postoji konstanta
k > 0 takva da je

r—1

]
cleill < ) leijl = lleillr < kllej]|.
k

=0

Za sve Aisve ¢ > 0 postoji operatorska norma || || takva
daje
1Al < p(A) +e.

Norma || || ovisiio A,io0e.

Ako svaka svojstvena vrijednost A od A takva da je |\| = p(A) ima
geometrijsku kratnost 1, tada postoji takva norma za koju je

1Al = p(A).



Linearne viSekoraéne metode Konvergencija visekora¢nih metoda

Uocivsi da je

r
leirl < leijl < kllei1ll
i=1
iz nejednakosti za |c;| slijedi

|cil < [hIMk(llel| + llei—1][) + |hlt(h).

Iskoristivsi vektorski zapis rekurzije za pogresku i Cinjenice da je
bl < kl|bl[y = k&,

slijedi da je

lejll < |hMK®|lefl| + (1 + |hIMK?)lei—1 | + k|hlt(h), j=0.1,...

odnosno

(1~ |hIMK?) el < (1 + |h|MK?) i1l + k|hlt(h), j=0,1,...
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leoll < klleolls < kre(h).

Za ’
<
< e
je
1
2
_ > _
1 [HIMK >
|
1 + |h|MK? 5
1 MK 4 4 ajh 2.
1= ke = 1A

Sada prethodna nejednakost za ||e;|| prelazi u

lejll < (1 +4[h[MK?)||e;—+|| + 2klh|t(h), j=0.1,...
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Iz leme koja prethodi teoremu o konvergenciji jednokoracne metode
slijedi
etnlhIMK? _ 4

< gAnlhIMK?
lenll < &M kre(h) + t(h) o

tj. za x # X9, h = hy = (X — x0)/n, |hn| < 1/(2Mk?) vrijedi
e4Mk2\x—x0| 1

lenll < e lkre(hn) + t(hn) =520

Dakle, postoje konstante C; i C,, nezavisne o h, takve da je

le(x; h)| = len| = |yn — y(xn)| < Cie(hn) + Cat(hn)
za dovoljno veliki n.

Konvergencija metode sada slijedi iz Cinjenice da je
nli_>moo e(hn) = nIl_)rrgo 7(hp) = 0.
d



Linearne viSekoraéne metode Konvergencija visekora¢nih metoda

Iz zadnje ocjene u dokazu prethodnog torema dobivamo sljedeci
korolar.

Korolar

Neka je linearna visekoracna metoda stabilna i konzistentna reda p, te
f € Fp(a, b). Tada globalna pogreska diskretizacije zadovoljava

e(x; hy) = O(hﬁ)
za sve h, = (x — Xp)/n ¢im pogreske ¢; zadovoljavaju

leil <e(hn), i=0,....,r—1

uze(hy) = O(Hp) zan — .




Linearne viSekoraéne metode Konvergencija visekora¢nih metoda

Ovaj korolar ujedno kazuje koju metodu moramo izabrati za
odredivanje pocCetnih vrijednosti yg, ..., yr_1.

@ Da bismo postigli da se pogreska ponasa kao O(hP), tako se
mora ponasati i pogreSka pocetnih vrijednosti.

@ Ukoliko za njihovo odredivanje koristimo jednokoracnu metodu
reda p, iz teorema o konvergenciji jednokoracnih metoda slijedi da
je pogreska u jednom koraki

le(xi; h)| < C AP

@ To znadi da za pocetne vrijednosti mozemo odrediti metodom
reda p = p — 1 da bi se pogres$ka visekoraCne metode ponasala
kao O(hP).



Linearne viSekoraéne metode Konvergencija visekora¢nih metoda

Sljedeca dva teorema govore o svojstvima konvergentnih visekoracnih
metoda.

Teorem
Konvergentne linearne visekoracne metode su stabilne.

Dokaz. Promatrajmo diferencijalnu jednadzbu

s egzaktnim rjieSenjem y = 0.

Za fiksirani x € [a, b] neka je y, aproksimacija za y(x) uz
h=(x—-a)/n,n=1,2,..., te neka su zadane pocetne vrijednosti

Yi=ej, i=0,...,r—1.



Linearne viSekoraéne metode Konvergencija visekora¢nih metoda

Buduci da je metoda konvergentna, vrijedi

n—oo

ako je zadovoljeno

Izaberimo sada
E,'ZhU,' i:0,...,f—1,

za neke fiksne konstante uy, ..., u,_1.

Uz ovakav izbor ¢; zadovoljili smo uvjet (1).



Linearne viSekoraéne metode Konvergencija visekora¢nih metoda

Sada definirajmo niz y; rekurzivnom formulom

Yier +tYjpr—1+ -+ ary;=0

uz pocetne vrijednosti

Sada vrijedi y; = hu;, gdje je niz u; dobiven rekurzijom

Upr+ ol + -+ ol = 0.

Buduci da je metoda konvergentna, vrijedi

. . . u
0= nhan;o Yn = nILrgo(hun) =(x-a nILngo Fn
Uocimo da je izbor pocetnih vrijednosti ug, .. ., U,—1 proizvoljan.



Linearne viSekoraéne metode Konvergencija visekora¢nih metoda

Ukoliko postoji nultocka A polinoma p takva da je [A| > 1, izaberemo
Up, ..., Ur—1 tako da vrijedi u; = N, j=0,...,r'1.

Lako se vidi da vrijedi up, = \"izasvakin>r.

No, tada je
)\n
lim M = lim u = 400,
n—oo N n—oo N
Sto je u kontradikciji s Cinjenicom da je
lim Un _ 0
n—oo N

Dakle, vrijedi |A| < 1.



Linearne viSekoraéne metode Konvergencija visekora¢nih metoda

Ukoliko postoji visestruka nultocka A polinoma p takva da je [A| = 1,
izaberemo Uy, ..., U,_1 tako da vrijedi uj =j- N, j=0,...,r'1.

Lako se vidi da vrijedi u, = n- \"izasvaki n > r. No, tada je

o fun] D AT
lim = |im =1
n—oo N n—o00 n

§to je u kontradikciji s Cinjenicom da je

= ) je jednostruka nultocka.



Linearne viSekoraéne metode Konvergencija visekora¢nih metoda

Teorem
Konvergentne linearne visekoracne metode su konzistentne.

Dokaz. Promatrajmo inicijalni problem
y' =0, y(0)=1
s egzaktnim rjeSenjem y(x) = 1.

Za pocetne vrijednosti y; = 1,i=0,...,r — 1, metoda daje vrijednosti
Yi+r» J=0,1,... gdje je

Yitr + @r—tYjpr—1 + -+ agy; = 0. (2)
Stavivsi h = x/n, zbog konvergencije metode vrijedi
n"_)”go}’n =y(x)=1.
Sada direktno iz (2) za j — oo slijedi
Co=1+ar41+...+a9=0.
e 5. travnja 2025. 91/106



Linearne viSekoraéne metode Konvergencija visekora¢nih metoda

Da bismo dokazali da je i C; = 0, iskoristit ¢emo Cinjenicu da je
metoda konvergentna i za inicijalni problem

s egzaktnim rieSenjem y(x) = x.
Ve¢ smo vidjelida je Cyp = p(1) = 0.

Zbog konvergentnosti metode, iz prethodnog teorema slijedi i njena
stabilnost, pa je A = 1 jednostruka nulto¢ka od p, tj. p'(1) # 0.

Dakle, konstanta

je dobro definirana.



Linearne viSekoraéne metode Konvergencija visekora¢nih metoda

Uz pocetne uvjete
yi=jhK j=0,...,r—1,

za inicijalni problem y’ = 1, y(0) = 0, uzevsi u obzir da je
y(X;) = x; = jh, imamo

Ocito je zadovoljeno

nll_>ng<)6j:0 za [=0,...,r—1.

Metoda, uz ove pocetne vrijednosti, daje niz y; koji zadovoljava
Yitr + r—1Yjrr—1 + -+ aoyj = h(Bo + B1 + - - + Br) = ho(1).



Linearne viSekoraéne metode Konvergencija visekora¢nih metoda

Uvrstavanjem u gornju jednadzbu, uzevsi u obzir da je p(1) = 0,
lagano se moze provijeriti da je

y; =jhk zasvej.

Fiksirajmo sada x i stavimo h = x/n.
Zbog konvergencije metode je

X = y(X) = lim Yn= nlL)ﬂ;o(nhK) = |im (XK) = Kx.

n—oo n—o0

Dakle, K = 1, odnosno p'(1) = o(1),teje C; = p'(1) — o(1) = 0, $to
znaci da je metoda konzistentna. O



Apsolutna stabilnost visekoracnih metoda
Apsolutna stabilnost viSekoracnih metoda

Apsolutnu stabilnost definiramo u istom smislu kao i za jednokoracne
metode.

Definicija
Linearna viSekora¢na metoda je A-stabilna ukoliko primjenom na
jednadzbu

Y =Xy, y(0)=y, Rex<O.
dobiveni niz aproksimacija (y;) zadovoljava

'Iim Yi= 07 Vyo.

I—00

Metoda mora rjeSavati (asimptotski) stabilne diferencijalne jednadzbe.



Linearne viSekoraéne metode Apsolutna stabilnost visekoracnih metoda

Ako viSekoraénu metodu

r r
Yier + O aivi—j = Bof(Xipt, Yiet) + 0D Bif (Xi—j, Yig1—).
= =

primjenimo na test problem

y'=xy, y(0)=yy, A<O.

dobivamo da aproksimacije y; generirane viSekoratnom metodom
zadovoljavaju linearnu homogenu diferencijsku jednadzbu

r
(1= Boh\)Yit + > () — BipA)yir1_j = 0.
=



Linearne viSekoraéne metode Apsolutna stabilnost visekoracnih metoda

Karakteristi¢ni polinom metode je u tom slu¢aju dan sa

m(z; ) = (1= BohN)z" + ) (o) — BihN) 2" = p(2) — h Ao (2).
j=1

Uvedimo oznaku = h A:

r

w(zip) = (1 = Bo)2" + > (a5 = Bn)2"™ = p(2) — po(2).
j=1

A-stabilnost je ekvivalentna s zahtjevom da nultoCke karakteristi¢nog
polinoma z; = z;(11) zadovoljavaju

|zi(p)] < 1, i=1,....r, VYueC,qgReu <O0.



Linearne viSekoraéne metode Apsolutna stabilnost visekoracnih metoda

Vidjeli smo da postoje A-stabilne implicitne RK metode.

ViSekoracne su problematicnije.

Teorem (Druga Dahlquistova barijera)
@ Ne postoji A-stabilna eksplicitna visekoracna metoda.

@ A-stabilna visekoracna metoda je najvise reda 2.

© A-stabilna visekoracna metoda reda 2 s najmanjom konstantom
pogreske je implicitna trapezna metoda.

Iskaz teorema je obeshrabrujuéi.

Jer metode nisu A-stabilne, potrebno je pogledati podrucje
A-stabilnosti.



Linearne viSekoraéne metode Apsolutna stabilnost visekoracnih metoda

Podrucje apsolutne stabilnosti:

{wllzi(p) <1, i=1,....r}.

Za odredivanje podrucja apsolutne stabilnosti, okrenut ¢emo problem.

Za koji v je
m(z,p) = p(2) — po(z) = 0.
_r(2)
" o)

Granica podrucja apsolutne stabilnosti je dana s |z| = 1.

Parametrizacijom z = e'?, (i = v/—1), dobijemo parametrizaciju ruba
podrucja apsolutne stabilnosti

_p(e)
o(el?)’

0<0O< 2.



Linearne viSekoraéne metode Apsolutna stabilnost visekoracnih metoda

Podrucje apsolutne stabilnosti za Adams-Bashforthove metode

5. travnja 2025. 100/106



Linearne viSekoraéne metode Apsolutna stabilnost visekoracnih metoda

Podrucje apsolutne stabilnosti za Adams-Moultonove metode

-4

AM-2 je implicitna trapezna metoda (apsolutno stabilna).

5. travnja 2025.
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Linearne viSekoraéne metode Apsolutna stabilnost visekoracnih metoda

Podrucje apsolutne stabilnosti za eksplicitne BDF metode

3 4
2 BDF - 3
BDF -1 BDF-2 2 2

-2 -1

-1 _2!

-2 -1
C \\\\_:,/’/} 3
l

10 30,
BDF -4 BDF -6
15 20!
5 BDF -5
10,
4 10
-5 5 10, 15 . X X ) =20 =10 10 20 30 40
=10 -5 20 25
~10|
=5
~10 -20|
-30'
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Linearne viSekoraéne metode Apsolutna stabilnost visekoracnih metoda

Podrucje apsolutne stabilnosti za eksplicitne BDF metode

5. travnja 2025. 103/106



Linearne viSekoraéne metode Apsolutna stabilnost visekoracnih metoda

Vidimo da BDF metode reda 3 do 6 iako nisu apsolutno stabilne,
podrucje apsolutne stabilnosti sadrzi negativni dio realne osi.

To je dobro svojstvo te se ove metode koriste za krute jednadzbe.

A-stabilnost je prejako svojstvo za linearne viSekoracne metode pa se
za njih koristi svojstvo A(«)-stabilnosti.

Definicija
Linearna viSekoraCna metoda je A(«)-stabilna, 0 < o < /2 ukoliko je
skup

W,={zeC||Arg(-2)|<a, z#0}, 0<a<

N

sadrzan u podrucju apsolutne stabilnosti.




Linearne viSekoraéne metode Apsolutna stabilnost visekoracnih metoda

A(a)-stabilnost

BDF -5

-2

-4

5. travnja 2025.
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Linearne viSekoraéne metode Apsolutna stabilnost visekoracnih metoda

« za implicithne BDF metode

k 1 2 3 4 5 6
a 90° 90° 86.03° 73.35° 51.84° 17.84°
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