Povijest matematike

O kolegiju. Pramatematika. Matematika u starom
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Uvod u kolegij

o Sto otekujete saznati odnosno nautiti na ovom kolegiju, a da
se ne moZze saznati brzim pretraZivanjem weba?

@ Koje povijesno znafajne matematicare znate? Poredajte ih od
starijih prema mladim.

o Sto mislite, kojim redoslijedom su bar razumno precizno
uvedeni sljededi Skolski matematicki pojmovi: broj, derivacija,
funkcija, koordinatni sustav, limes, logaritam, 7, polinom,
pravi kut, vjerojatnost?

@ Zasto je povijest matematika vazna za studente matematike,
osobit nastavni¢kih studija?

@ Prva %ansa za bonus-bodove (1-5 bonus-bodova, max. 2
studenta): Protitajte jedan od ¢lanaka o ulozi povijesti
matematike u nastavi matematike referenciranih u predgovoru
skripte. Na sljede¢em predavanju trebate u 2-3 min ukratko
usmeno izreéi (bez prezentacije) koje su (i zasto) prema
Vasem misljenju najvaznije tvrdnje iz odabranog ¢lanka
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Znate li §to su to rovasi?


https://afrolegends.com/2019/05/17/the-lebombo-bone-the-oldest-mathematical-artifact-in-the-world/
https://afrolegends.com/2013/08/29/the-ishango-bone-craddle-of-mathematics/
https://sites.utexas.edu/dsb/tokens/tokens/
https://andina.pe/agencia/noticia-bbc-mundo-por-seguimos-sin-descifrar-completo-los-misteriosos-quipus-incas-772473.aspx
https://www.smithsonianmag.com/innovation/how-humans-invented-numbersand-how-numbers-reshaped-our-world-180962485/

Pramatematika

Poceci brojanja i raCunanja

Znate li $to su to rovasi?
o | kost iz Lebomba | (stara oko 43.000 godina) i

° (stara oko 20.000 godina).
Nesto kasnije: , a u juznoj Americi



https://afrolegends.com/2019/05/17/the-lebombo-bone-the-oldest-mathematical-artifact-in-the-world/
https://afrolegends.com/2013/08/29/the-ishango-bone-craddle-of-mathematics/
https://sites.utexas.edu/dsb/tokens/tokens/
https://andina.pe/agencia/noticia-bbc-mundo-por-seguimos-sin-descifrar-completo-los-misteriosos-quipus-incas-772473.aspx
https://www.smithsonianmag.com/innovation/how-humans-invented-numbersand-how-numbers-reshaped-our-world-180962485/

Pramatematika

Poceci brojanja i raCunanja

Znate li $to su to rovasi?
o | kost iz Lebomba | (stara oko 43.000 godina) i

° (stara oko 20.000 godina).
Nesto kasnije: , a u juznoj Americi

Brojanje i brojke vjerojatno su stari tek nekih 10.000 godina. Koja
je razlika izmedu broja i brojke?



https://afrolegends.com/2019/05/17/the-lebombo-bone-the-oldest-mathematical-artifact-in-the-world/
https://afrolegends.com/2013/08/29/the-ishango-bone-craddle-of-mathematics/
https://sites.utexas.edu/dsb/tokens/tokens/
https://andina.pe/agencia/noticia-bbc-mundo-por-seguimos-sin-descifrar-completo-los-misteriosos-quipus-incas-772473.aspx
https://www.smithsonianmag.com/innovation/how-humans-invented-numbersand-how-numbers-reshaped-our-world-180962485/

Pramatematika

Poceci brojanja i raCunanja

Znate li $to su to rovasi?
o | kost iz Lebomba | (stara oko 43.000 godina) i

° (stara oko 20.000 godina).
Nesto kasnije: , a u juznoj Americi

Brojanje i brojke vjerojatno su stari tek nekih 10.000 godina. Koja
je razlika izmedu broja i brojke?
Prva pomagala za radunanje:



https://afrolegends.com/2019/05/17/the-lebombo-bone-the-oldest-mathematical-artifact-in-the-world/
https://afrolegends.com/2013/08/29/the-ishango-bone-craddle-of-mathematics/
https://sites.utexas.edu/dsb/tokens/tokens/
https://andina.pe/agencia/noticia-bbc-mundo-por-seguimos-sin-descifrar-completo-los-misteriosos-quipus-incas-772473.aspx
https://www.smithsonianmag.com/innovation/how-humans-invented-numbersand-how-numbers-reshaped-our-world-180962485/

Pramatematika

Poceci brojanja i raCunanja

Znate li §to su to rovasi?

o | kost iz Lebomba | (stara oko 43.000 godina) i

° (stara oko 20.000 godina).
Nesto kasnije: , a u juznoj Americi

Brojanje i brojke vjerojatno su stari tek nekih 10.000 godina. Koja
je razlika izmedu broja i brojke?

Prva pomagala za ratunanje: prsti (Aristotel: rasprostranjenost
brojanja do deset nije rezultat izbora, nego prije anatomska
slu¢ajnost).

Racunanje se moze dokazati tek prije ca. 4000 godina, u doba
prvih civilizacija— koje su to?



https://afrolegends.com/2019/05/17/the-lebombo-bone-the-oldest-mathematical-artifact-in-the-world/
https://afrolegends.com/2013/08/29/the-ishango-bone-craddle-of-mathematics/
https://sites.utexas.edu/dsb/tokens/tokens/
https://andina.pe/agencia/noticia-bbc-mundo-por-seguimos-sin-descifrar-completo-los-misteriosos-quipus-incas-772473.aspx
https://www.smithsonianmag.com/innovation/how-humans-invented-numbersand-how-numbers-reshaped-our-world-180962485/

Pramatematika

Poceci brojanja i raCunanja

Znate li §to su to rovasi?

o | kost iz Lebomba | (stara oko 43.000 godina) i

° (stara oko 20.000 godina).
Nesto kasnije: , a u juznoj Americi

Brojanje i brojke vjerojatno su stari tek nekih 10.000 godina. Koja
je razlika izmedu broja i brojke?

Prva pomagala za ratunanje: prsti (Aristotel: rasprostranjenost
brojanja do deset nije rezultat izbora, nego prije anatomska
slu¢ajnost).

Racunanje se moze dokazati tek prije ca. 4000 godina, u doba
prvih civilizacija— koje su to? Egipat, Mezopotamija, Indija, Kina
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Staroegipatska matematika

O kojem vremenu govorimo? Otprilike 3000.-500. g. pr. Kr.
Staro kraljevstvo (ca. 2700.—2170.): hijeroglifi, piramide

Izvor: C. J. Humean An Anuent Egyptlan Mathematical Photo Album | CC BY 4.0

Hijeroglifski brojevni sustav: dekadski, nepozicijski, aditivan

1 10 100 1000 10.000 100.000 1.000.000
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Najstariji satuvani matematicki izvori potje€u iz doba tzv. srednjeg
kraljevstva (2040.-1794.) i oni su papirusi:

° ’I\/Ioskovski papirus ‘ ca. 1850. g. pr. Kr.

o | Rhindov papirus| Ahmes, ca. 1650. pr. Kr.

@ Reisnerovi papirusi, Berlinski papirus, egipatski matematicki
koZni svitak, papirus Lahun (Kahun)
Sto mislite, jesu i pisani hijeroglifksim pismom? Ne! Hijeratsko
pismo (i ’hijeratske brojke ‘)

10° 10* 10° 10> 107 10°
I A

Staroegipatska matematika je nastala iz prakti€nih potreba
drzavnih sluzbenika: mjeriteljstvo, gradevina, skladiStenje, porezi,
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Koje matematitke grane znate? Za koje od njih mislite da su imale
svoje zaletke vec u egipatskom srednjem kraljevstvu?

o Aritmetika (dpt6p6s)
e Algebra ss di
e Geometrija (v} & pérov)
Staroegipatska aritmetika
@ Brojevi: prirodni, pozitivni razlomci zapisani hijeratskim
pismom

@ Ralunske operacije: zbrajanje, oduzimanje, mnozenje,
dijeljenje & neki jednostavni slu¢ajevi drugog korijena, bez
simbola za operacije

Zadatak
Kako bi stari Egipéan oduzeo 15 od 327
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jedini¢nih razlomaka. Zasto je prakti¢an?



Stari Egipat
00008000
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e To je zapis (pozitivnog) razlomka kao zbroja razlicitih
jedini¢nih razlomaka. Zasto je prakti¢an?

@ Zapis jedini¢nog razlomka: <= iznad brojke koja predstavlja
nazivnik (moderno: tocka iznad nazivnika).

@ U RP: tablica egipatskih zapisa razlomaka tipa

OO 1,12
ey 3150

@ Koja su tri razumna matematicka pitanja koja si moZemo
postaviti oko egipatskog zapisa razlomaka?

_2
2n+1
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Egipatski zapis razlomaka

e To je zapis (pozitivnog) razlomka kao zbroja razlicitih
jedini¢nih razlomaka. Zasto je prakti¢an?

@ Zapis jedini¢nog razlomka: <= iznad brojke koja predstavlja
nazivnik (moderno: tocka iznad nazivnika).

@ U RP: tablica egipatskih zapisa razlomaka tipa

OO 1,12
ey 3150

@ Koja su tri razumna matematicka pitanja koja si moZemo
postaviti oko egipatskog zapisa razlomaka?

_2
2n+1

o Moze li se svaki pozitivan razlomak zapisati kao zbroj
jedini¢nih?

o Je li takav zapis jedinstven?

o Kako bismo nasli takav zapis?
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Fibonaccijev teorem i Sylvesterova lema

Svaki pozitivan razlomak moZe se prikazati u egipatskom obliku.

Ako od pozitivnog ne-jedini¢nog razlomka oduzmemo najveli
Jediniéni razlomak manji od njega dobit cemo razlomak koji ima
manyji brojnik od polaznog.
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Fibonaccijev teorem i Sylvesterova lema

Svaki pozitivan razlomak moZe se prikazati u egipatskom obliku.

Ako od pozitivnog ne-jedini¢nog razlomka oduzmemo najveli
Jediniéni razlomak manji od njega dobit cemo razlomak koji ima
manyji brojnik od polaznog.

Svaki pozitivan razlomak ima beskona&no mnogo egipatskih zapisa.

Zadatak

Nadite dva razli¢ita egipatska zapisa razlomka %.
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Staroegipatska algebra

(A)ha(u)-zadaci: aha/hau = hrpa, veli¢ina — nepoznanica

Zadatak (RP31)

Hrpa, njene dvije trecine, njena polovina i njena sedmina ¢ine 33.
Koliko sadrzi hrpa?
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4 56 97 194 388 679 776
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Staroegipatska algebra

(A)ha(u)-zadaci: aha/hau = hrpa, veli¢ina — nepoznanica

Zadatak (RP31)

Hrpa, njene dvije trecine, njena polovina i njena sedmina ¢ine 33.
Koliko sadr?i hrpa? 14+ X L L L 1 L

4 56 97 194 388 679 776

Psw(pesu)-zadaci: pesu = omjer dobivenog broja kruhova odnosno
vréeva pive i volumena utro$enog Zita

Zadatak (RP77)

Primjer razmjene piva za kruh. Recimo da ti je re¢eno da 10 des?
pive (s pefsu 2) treba zamijeniti za kruhove (s pefsu 5). Koliko
kruhova ce biti?
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Staroegipatska algebra

(A)ha(u)-zadaci: aha/hau = hrpa, veli¢ina — nepoznanica

Zadatak (RP31)

Hrpa, njene dvije treéine njena polovina i njena sedmina cine 33.
? 111 1 1 1 1
Koliko sadr2i hrpa? 14 7 55 47 153 335 679 715

Psw(pesu)-zadaci: pesu = omjer dobivenog broja kruhova odnosno
vréeva pive i volumena utro$enog Zita

Zadatak (RP77)

Primjer razmjene piva za kruh. Recimo da ti je re¢eno da 10 des?
pive (s pefsu 2) treba zamijeniti za kruhove (s pefsu 5). Koliko
kruhova Ce biti7? 10des pive pesu-a 2 je napravijeno od 5 hekat-a
vedjet-psenice, Sto daje 25 kruhova pesu-a 5.

“Tipi¢na staroegipatska posuda za pivu imala je volumen 1 des, to je
otprilike 2.4 L.

= g =
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Hrpa, njene dvije treéine njena polovina i njena sedmina cine 33.
? 111 1 1 1 1
Koliko sadr2i hrpa? 14 7 55 47 153 335 679 715

Psw(pesu)-zadaci: pesu = omjer dobivenog broja kruhova odnosno
vréeva pive i volumena utro$enog Zita

Zadatak (RP77)

Primjer razmjene piva za kruh. Recimo da ti je re¢eno da 10 des?
pive (s pefsu 2) treba zamijeniti za kruhove (s pefsu 5). Koliko
kruhova Ce biti7? 10des pive pesu-a 2 je napravijeno od 5 hekat-a
vedjet-psenice, Sto daje 25 kruhova pesu-a 5.

“Tipi¢na staroegipatska posuda za pivu imala je volumen 1 des, to je
otprilike 2.4 L.

= g =
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Geometrija u starih Egipc¢ana

povrsine i volumeni

@ konstrukcija pravog kuta pomocu i pitagorejske

trojke (3,4,5)


https://www.slideshare.net/sdlandau/the-egyptian-rope-stretchers
https://www.jstor.org/stable/3854850?seq=1#page_scan_tab_contents
http://numberwarrior.wordpress.com/2008/03/05/on-the-egyptian-value-for-pi/

Stari Egipat
0000000e

Geometrija u starih Egipc¢ana

povrsine i volumeni

@ konstrukcija pravog kuta pomocu i pitagorejske

trojke (3,4,5)

o [ 14. zadatak u MP | Volumen krnje piramida visinu 6 jedinica,
donje osnovke Sirine 4 jedinice i gornje osnovke Sirine 2
jedinice je 56 kubnih jedinica.
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Geometrija u starih Egipc¢ana

povrsine i volumeni

@ konstrukcija pravog kuta pomocu i pitagorejske

trojke (3,4,5)

o [ 14. zadatak u MP | Volumen krnje piramida visinu 6 jedinica,
donje osnovke Sirine 4 jedinice i gornje osnovke Sirine 2
jedinice je 56 kubnih jedinica.

Zadatak (RP41)

Koji je volumen valjkastog silosa za Zito promjera 9 i visine 107
Oduzmi % od 9. Ostaje 8. PomnoZi 8 s 8, dobijes 64. PomnoZi 64
s 10, to je 640 kubi¢nih kubita.
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Geometrija u starih Egipc¢ana

povrsine i volumeni

@ konstrukcija pravog kuta pomocu i pitagorejske

trojke (3,4,5)

o [ 14. zadatak u MP | Volumen krnje piramida visinu 6 jedinica,
donje osnovke Sirine 4 jedinice i gornje osnovke Sirine 2
jedinice je 56 kubnih jedinica.

Zadatak (RP41)

Koji je volumen valjkastog silosa za Zito promjera 9 i visine 107
Oduzmi % od 9. Ostaje 8. PomnoZi 8 s 8, dobijes 64. PomnoZi 64
s 10, to je 640 kubi¢nih kubita.

’ Povrgina kruga
Sto mislite o retenici ,,Stari Egipéani su 7 procjenjivali s 3,16"?
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o Koji je to dio svijeta? Koji narodi su
tamo Zivjeli u razdoblju oko
3000.-330. pr. Kr.?


https://www.ams.org/notices/200809/tx080901076p.pdf
https://personal.math.ubc.ca/~cass/euclid/ybc/ybc.html
https://personal.math.ubc.ca/~cass/courses/m446-03/pl322/pl322.html
https://www.scientificamerican.com/article/babylonians-tracked-jupiter-with-fancy-math-tablet-reveals/
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o Sto otekujete da je slitno staroegipatskoj matematici?


http://digitool.library.mcgill.ca/R/?func=dbin-jump-full&object_id=19493&local_base=GEN01-MCG02
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o Sto otekujete da je slitno staroegipatskoj matematici?
Sumersko-babilonska matematika je bila praktino orijentirana
(trgovina, gradevina, nasljedivanje, astronomija), a rje¥enja
zadataka daju se bez argumenata, dokaza ili generalizacije.
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algebru i geometriju, ovdje susre¢emo i zaletke numericke
matematike.
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Brojke u Mezopotamiji

System 1 [10]60 [ 100120 [ 600 l 1000 | 1200 | 3600 | 7200 | 10000 | 36000 |
Archaic ! | ] |
systems | | I 1
Sexagesimal | | TS | | @ | T @ |
Bisexagesimal | T Tp = LS, | ‘@ |
Bisexagesimal 2 | | o | g & | = |
srctc—E]amle >le ca | = = |
ecimal Lo |

Cuneiform I
systems ' | | [
Sumerian [P | 1% 0o 5}
L T = =
Babylonian ! =
Mari 1< ] = e
Hittite T <1 ||
OldPesian |71 | < T 1
| Babylonian T l<|T ‘ < | f T | | (<
| positional | | | | |

Izvor: | The comparative history of numerical notation



http://digitool.library.mcgill.ca/R/?func=dbin-jump-full&object_id=19493&local_base=GEN01-MCG02

Mezopotamija
[e]e] lelele]e]

Babilonska aritmetika

’ Klasi¢ni babilonski brojevni sustav‘: prvi pozicijski sustav u
povijesti, s primarnom bazom 60 i sekundardnom bazom 10, bez
znamenke 0



https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/HistTopics/Babylonian_numerals/
http://www.ams.org/publicoutreach/feature-column/fc-2012-05
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Babilonska aritmetika

’ Klasi¢ni babilonski brojevni sustav‘: prvi pozicijski sustav u
povijesti, s primarnom bazom 60 i sekundardnom bazom 10, bez
znamenke 0

Zadatak

Zapisite le; na babilonski nacin!
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Babilonska aritmetika

’ Klasi¢ni babilonski brojevni sustav‘: prvi pozicijski sustav u
povijesti, s primarnom bazom 60 i sekundardnom bazom 10, bez
znamenke 0

Zadatak

Zapisite le; na babilonski nacin! 17 = (0;21; 15)60.
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Babilonska aritmetika

’ Klasi¢ni babilonski brojevni sustav‘: prvi pozicijski sustav u
povijesti, s primarnom bazom 60 i sekundardnom bazom 10, bez
znamenke 0

Zadatak

Zapisite le; na babilonski nacin! 17 = (0;21; 15)60.

Prednosti? Mane?
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Babilonska aritmetika

’ Klasi¢ni babilonski brojevni sustav‘: prvi pozicijski sustav u
povijesti, s primarnom bazom 60 i sekundardnom bazom 10, bez
znamenke 0

Zadatak

Zapisite leg na babilonski nacin! 17 = (0;21; 15)60.

Prednosti? Mane? MnoZenje se svodilo na kvadriranje u
kombinaciji sa zbrajanjem i oduzimanjem

a+b)?—a%—b? a+ b)? a— b)?
(+)2 ,odnosnoab:(—;)—(4),

a dijeljenje na mnoZenje s | recipro¢nim brojem ‘

ab=

Zadatak

Zbrojite, oduzmite, pomnoZite i podijelite 65 i 12 koristeci
babilonske brojke.
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Babilonska algebra

Mnoge ploCice sadrZe zadatke koji se svode na linearne i kvadratne,
pa ¢ak i kubne jednadZbe i njihove sustave.

Povrsinu i moje nasuprotno skupio sam i dobio 45'.
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Mnoge ploCice sadrZe zadatke koji se svode na linearne i kvadratne,
pa ¢ak i kubne jednadZbe i njihove sustave.

Povrsinu i moje nasuprotno skupio sam i dobio 45'.
(x> + x = 45/60; x = (15’ +45') —30' =1 —30' = 30')

Zbrojio sam povrsine obiju mojih strana i dobio 0;25,25. Strana je
2/3 strane i 0;5. (x> +y? = 2L, y=3x+3)
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Babilonska geometrija

Mali kanal. 6 kusa dug. 2 kuSa gornja sirina. 1 kus donja Sirina.
1% kus dubina. 3 sar zemlje radni u¢inak. 18 ljudi. Dani su sto?

[-.] 11 dana i 7 su dani.

Rl NI
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Babilonska geometrija

Mali kanal. 6 kusa dug. 2 kuSa gornja sirina. 1 kus donja Sirina.
1% kus dubina. % sar zemlje radni ucinak. 18 ljudi. Dani su sto?
[..] 11 dana i 7 su dani.

1sar = 1nindan® kug 1nindan = 12 kug.

Volumen kanala ispada (1,7;30)eo sar. S druge strane, 18 ljudi

dnevno iskopa 6sar pa se dobiva navedeno rjesenje.
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Babilonska geometrija

Mali kanal. 6 kusa dug. 2 kusa gornja sirina. 1 kus donja Sirina.

1 kus dubina. 3 sar zemlje radni u¢inak. 18 ljudi. Dani su sto?
f’

[ .] 11 dana i 7 su dani.

1sar = 1nindan® kug 1nindan = 12 kug.

Volumen kanala ispada (1,7;30)eo sar. S druge strane, 18 ljudi

dnevno iskopa 6sar pa se dobiva navedeno rjesenje.

Jedna plocica iz razdoblja 1900.-1600. pr. Kr. interpretira se kao
tvrdnja da je opseg pravilnog Sesterokuta Jednaka opsega tom
Sesterokutu opisane kruZnice:

24 25

24
= Os = =6r~—0=—-2 ~ 22
r=ae = Up bag = 6r ~ 250 o5 rm =T 8
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"4 je duljina i 5 dijagonala. Kolika je Sirina? Nije poznata. 4 puta
4 je16. 5 puta 5 je 25. Oduzmes 16 od 25 i ostaje 9. Sto da
uzmem da dobijem 97 3 puta 3 je 9. 3 je Sirina.”



http://www.math.ubc.ca/~cass/courses/m446-03/pl322/pl322.html
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"4 je duljina i 5 dijagonala. Kolika je Sirina? Nije poznata. 4 puta
4 je16. 5 puta 5 je 25. Oduzmes 16 od 25 i ostaje 9. Sto da
uzmem da dobijem 97 3 puta 3 je 9. 3 je Sirina.”

Babilonci su poznavali Pitagorin i Talesov teorem i koristili ih u
kombinacijia. Neki su zadaci rjeSavani koristeci proporcionalnost
ekvivalentnu kotangensu.
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Babilonci su poznavali Pitagorin i Talesov teorem i koristili ih u
kombinacijia. Neki su zadaci rjeSavani koristeci proporcionalnost
ekvivalentnu kotangensu.

Tablica | Plimpton 322 | sadrZi pitagorejske trojke,
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kombinacijia. Neki su zadaci rjeSavani koristeci proporcionalnost
ekvivalentnu kotangensu.

Tablica sadrZi pitagorejske trojke, to¢nije, u toj je
tablici u drugom stupcu kraéa kateta b trokuta, u tre¢em
hipotenuza ¢, a u prvom stupcu su kvadrati omjera c/a.
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Primjer (BM 85 196)

Greda duljine 30" kus$ je naslonjena na zid. Gornji kraj je skliznuo
za 6 kus. Koliko je donji kraj udaljen od zida? RjeSenje: 18’.
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YBC 7289: Heronova metoda za \/T?!

Primjer (v/2 =7?)

12 < 2 < 22 = prva aproksimacija za \/2 je 1 = [\/2].
’ Komk;‘ a ‘ Vn= ‘ (1)60 ‘
1 |1 |2 |1;30
2 |3 |1 1;25
17 [ 577 : R
3 97 %857 1;24,51,10(,35,...) ~ 1;24,51,11
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YBC 7289: Heronova metoda za \/T?!

Primjer (v/2 =7?)
12 < 2 < 22 = prva aproksimacija za \/2 je 1 = [\/2].

| Korak|a [ vn~] (e |
1 1 [3 130
2 |2 [Z 1,25
17 577 . = la
3 | 1,24,51,10(,35,...) ~ 1;24,51,11
4 | ST 005857 171:24.51,10(,7,. . .) ~ 1;24,51,10

Sljededi tjedan: Jonsko i atensko razdoblje do Platona. Podsjetite
se povijesti Gréke do 4. st. pr. Kr.!
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