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.rjesenja” = rjeSenja Einsteinove jednadzbe
1
R/“, - §Rg/LZ/ == 87TT/J,I/,
koju dobivamo varijacijom djelovanja

S = S+ Sy = / Ry —gd*x + / L. biey)v/—gd x

po metrickom tenzoru g

1 65
V—g gt

=0

R,.,- Riccijev tenzor,

R - skalar zakrivljenosti,

T~ tenzor energije i impulsa,
g - determinanta metrike,

Sk - Hilbertova akcija,

Sm - djelovanje materije,

¢k~ skup svih prisutnih polja



crne rupe u konaénom stanju

G=c=1
/’67 V? a? B? 6{07 17 27 3}
iy J, ke{l, 2, 3}

OSNOVNE PRETPOSTAVKE

crna rupa: rezultat gravitacijskog kolapsa
regularnost horizonta crne rupe H i njene okoline £
vakuum / elektrovakuum u & — nema vanjskih izvora polja

stacionarnost / stati€nost



Teoremi jedinstvenosti

Teorem 1.

Teorem 2.

Medu svim stati€nim, asimptotski ravnim
vakuumskim (elektrovakuumskim) prostorvremenima
sa zatvorenim, jednostruko povezanim
ekvipotencijalnim povrsinama ggg = konst.,
Schwarzschildovo (Reissner-Nordstrémovu) rjesenje je
jedino koje ima nesingularnu povrsinu beskonacnog
crvenog pomaka gog = 0. [ W. Israel, 1967.-1968.g. |

Moguc¢a vakuumska rjeSenja za aksijalno-simetrinu
okolinu crne rupe Cine diskretan skup kontinuiranih
obitelji, od kojih svaka ovisi barem o jednom, a
najvise o dva nezavisna parametra. [ B. Carter, 1970.g. |
— Kerrove crne rupe [ D. C. Robinson, 1975.g. |

Pretpostavka: Masa M, naboj Q i zamah J potpuno opisuju crnu
rupu u kona€nom stanju = ,,no-hair conjecture” (NHC) [ Wheeler,

Ruffini ]



Definicija kose

MULTIPOLNI RAZVOJ

...U ELEKTROSTATICI:

)= x| (P )

p(r") - proizvoljna distribucija naboja
- razvoj potencijala po multipolnim momentima

- Gaussov zakon: integral po asimptotskoj beskonacnosti daje
ukupan naboj

I da polje brze pada integral bi dao nulu




..U GRAVITACUI:

- proizvoljna raspodjela materije

- multipolni razvoj po momentima mase i struje

- razvoj potpuno odreden sa dva parametra — definirani integralom
po beskonaénosti (“Gauss” )

- pr. Kerrova metrika: M i J

KOSA= svaka dodatna informacija potrebna za potpun opis
prostorvremena ( primarna, sekundarna )

(M, Ji Q su kose jer su to naboji definirani u oo, ali se u NHC-u obicno
kosom podrazumijeva sve osim toga )



BEKENSTEINOVI DOKAZI
Zelimo provjeriti moguénost postojanja polja u okolini stati¢ne crne
rupe.
o statiénost: Jogu, =0, goi =0 (x° je vremenska koordinata)
o pretpostavka: horizont H je zatvorena svjetlosna hiperpovrsina

Djelovanje:
5= [ £on o)V

Varijacijskim principom dobivamo jednadzbu gibanja polja:

(o
a(bk a¢k,,u

Integriramo po okolini crne rupe &:

) =0 oo
M

oL
8¢k,,u

oL \
g&m¢k“jgd x—/(

&

) D/ gdx =0 (1)
)



Drugi ¢lan:

gy oL — 4
[(WMFW) x [cbk,,tamﬁumdx

= - _ 4
—Zﬁvu(%#gﬁk) x /mad)kufdx

/dg“&b o /¢k’“8¢ #\/7(]4

o€

gdje smo koristili Stokesov teorem:
/Vﬂ Ve |g|ld"™x = /n# VEV/|yd™ tx,
% av

OV rub volumena V, a v inducirana metrika na njemu
doy, - element hiperpovrsine koja je rub okoline 0
0& se sastoji od H i beskonacnosti



Definiramo
oL

blL = gf)k
g a¢k,u

i rastavljamo integral po rubu na H i co. (1) postaje

- /b“dau — /b“dau

H [e’e]

+3 /a¢> ¢kfd4x+/¢k,u8¢ Vgd*x | =0. (2)

Ideja: pokazati da prva dva ¢lana isCezavaju, a da je izraz u zagradi
jednak nuli samo ako je ¢y = 0 svugdje u .




Sada koristimo pretpostavke da je H svjetlosna povrsina i da se radi
o stati¢nom sluaju;

g;wdo'uday g 0 = g;de‘ido‘j 2 0.
Koriste¢i Schwarz-Cauchy-Bunyakovsky (SCB) nejednakost imamo:
ipiy2 igj iy H
(gijdo't)” < (gjdo'do’) (gib't) =0,

odakle slijedi
02 gido’'ti £ g, dotb”.

—/b“do—M:O

H

Dakle, prvi ¢lan u (2)

Pretpostavili smo: g;jbibj < 00 na ‘H —dokazujemo kasnije u
konkretnom slucaju, ovisno o polju.



Asimptotsko pona3anje polja u limesu r — oo

» Za bezmasena polja vrijedi ¢ o 1/r =
1
b o g o =5,
r

. . . —mr
> za masivna vrijedi ¢ o €

=

r

b oc e,

U oba slu¢aja b* trne u prostornoj beskonacnosti.

Vremenska beskonaénost: do; =0

—
—/b”dau =0

o

ako dokazemo h® = 0 za konkretno polje koje promatramo.



Jednadzba (2) postaje

Z/((baskwk% ) vEdte-0 @)



REALNO SKALARNO POLJE ¥

¢ neutralno, minimalno vezanje za gravitaciju
Gustoca lagranzijana je

L= (b + V().

2

Potencijal polja V = m?1?, m - masa polja

oL
bl = op = —apiph
Ny
Treba pokazati da je b? = 1?1 0" regularno na H.
Tenzor energije i impulsa skalarnog polja
o -2 S
" g b

Izratunamo skalare T = g* T, T2, T, TH

1
= *w,;ﬂ/),u - Eg;u/ (@Z),adﬁa + V) .



Izrazimo

T =g" T, T?, T, T su fizikalni skalari, dakle, regularni

= b? = % " < 0o na H

Takoder, zbog stati€nosti imamo ¢ =0 = b% = —pyp% = 0.



Dokazali smo: [ b*do,, = 0 pa mozemo koristiti (3)
o

/(%w ‘/’“am) Ve

- / (G + mP?) V=g d*x

13

£

gjj je pozitivno definitna matrica u £ i jedini nacin da integral
iSCezava je:

£

w0

(Ako je dI prostorna udaljenost izmedu dviju tocaka odvojenih o
koordinatnim intervalom dx’, ona je dobro definirana s di? = gjidx’dx/.
Ocito gj; je pozitivno definitna matrica u £ )



U sluaju m = 0 jednadzba (4)

vise ne osigurava omedenost b% na H.

Problem rjesavamo fizikalnim argumentom;

ako stavimo rubni uvjet takav da 1) i5€ezava asimptotski, mozemo
interpretirati /2 kao invarijantnu gusto¢u vjerojatnosti, koja je kao
takva fizikalan skalar, regularna na .

Dobivamo isti zaklju€ak kao u slucaju masivnog polja, a to je da
polje i5¢ezava u £.



KOMPLEKSNO SKALARNO POLJE %

¢ elektricki nabijeno, minimalno vezano za gravitaciju i
elektromagnetsko(EM) polje A, Fuo = Au, — Auw

Gustoca lagranzijana dana je s
1
* 2 *
;C:—(dada"_m ’lZH/J )_1677[.F#VFUV’
gdje je e naboj polja i
do = ¢,a — €A = Dy,

a D, je kovarijantna derivacija.
Tenzor energije i impulsa je

T = dud + didy, — (dd}; + m*rp) .

Invarijantnost teorije na bazdarnu transformaciju

Y — et AL = AL+, (5)

gdje jeA proizvoljna realna skalarna funkcija,



vodi na postojanje oCuvane elektriCne struje

Ju = ie (Vdy —v*d,). (6)
Zbog stati€nosti mozemo odabrati bazdarenje u kojem je
Ai =01 Agg = 0. Takoder vrijedi j' =0 i

J9 =0=g%ie(ypds —*do) 4 (7)

Izjednacavajudi realni i imaginarni dio izraza (7) s nula dobivamo:

R(7)=0 = @b@b,*oo = 9" 00

Pretpostavimo

1) = const - /o)

Dobivamo ¢ g0 = 0, tj. ¢ = wx® + ¢, gdje su w i ¢ realne
konstante.



S(7) = (%) o =

o slijedi da je 11* neovisno o xP.

0
Dakle, odabirom A = —(Wie—w) moZemo dobiti da je v realno
i vremenski neovisno polje, bez mjenjanja uvjeta na A,,.

Za

raCunamo:

Sto daje

Zl/)k ¢k

=Y, P*

8[’ U *

Gy = U A (8)
oL .

G = V" A, (9)

= — (Yd"* +¢"d")



Slijedi

B = — (Y0 + ieA0uy)” + i — jeA%y ) = 0,

b = (o + ) = = (¥,
§to je realna veligina.

Kako bi pokazali da je b*b, omedeno na horizontu racunamo:
T, TH = 2|dPd,[? + 3 Tdr s + T2 4 1 (drd?)?
bt'b, = Yy* (dd, + drdj + 2d”d;)
T TH je regularno na H = d"d, i d"d} isto moraju biti

Iz toga i regularnosti skalara T vidimo da i 9* mora biti regularno
iz Cega slijedi da je i b*b, omedeno na H.



Istim zaklju€ivanjem kao prije dobivamo

/b“dau =0

o€

— mozemo koristiti jednadzbu (3)

Racunamo o
_ * 2 A2, % 2 %
@—/eA“wyu—e A“Y* — m=y
;f* = —ieAn), — e? A% — m?y,

(3) postaje:

/d4x\/—7g {—2e?A%9? — 2m*y? — 29 Pt — 2ieAl'py, } =0



Koristeci, otprije poznato, A’ =0, Y0 = ¢ = 0 dobivamo:

/ {gwivd + [m? + goo (eA)’] 02} v=ga*x =0.  (10)

13

Asimptotska ravnost: ggpo = —1 za r — o0, a predznak mijenja na
H =
goo < 0 u &, gj je pozitivno definitna u &€
Ako A =0 =
¥E0

Ako A® #£ 0 izraz pod integralom nije pozitivno definitan i ne
mozZemo to zakljuciti.

Sad ¢emo pokazati: u nasem bazdarenju za 1) # 0 mora biti
A% =0.



Vratimo se oCuvanoj struji (6):

JO = —2e2A%)2, (11)

1)? -gustoca vjerojatnosti mezona invarijantne gustoce naboja
V _J.M./.u

Specifi¢ni naboj polja (po mezonu), 5to je fizikalni skalar, dakle

omeden, je:
AT A
w.lz Ju gOO./ ./ / gOO 262/40

Zakljuujemo da je goo (AO) omedeno.

Dalje racunamo b* za EM polje:

oL -1
by = Aagr— = —AFH 12
EmM “OA.,  Ar (12)
iz Eega je lako pokazati da vrijedi b%,, = 0.
Ista razmatranja kao prije daju b*b,, je regularno na H.



Jednadzba (3) za EM polje je

/(%AM—FAMVaAMV) Ve dX 0.
E

Uvrstavamo
oL 2 9 oL 1
2~ _ 9 AM — — Fmw
6/4;1, y d) ’ 8A/M, v
A =0, Ao =0
Slijedi

1 i -0/ 2
/ 800 ng,-jF0 FY +2 (eA%)" 42| \/—gd*x = 0.
£

Ako goo # 0, 5to je uvjet da raniji izraz (10) nije pozitivno
definitan, mora biti A° £ 0.

(13)



Dokazali smo

£

Y =0,

tj. ne moze postojati skalarno masivno nabijeno polje u okolini
stati€ne, sferno-simetri€ne crne rupe, minimalno vezano za
gravitaciju i EM polje.

Iz invarijantnosti na bazdarnu transformaciju (5) slijedi da rezultat
vrijedi svim bazdarenjima.

U slucaju kada je 1) kompleksno, neutralno skalarno polje postupak
je isti kao za nabijeno, s minimalnim vezanjem polja 1 za izmisljeno
polje A,,.

To polje nece doprinositi fizikalnim veli€éinama (T#" tenzoru) zbog

bazdarne invarijantnosti teorije, a vodi na isti rezultat.



VEKTORSKO POLIJE B,

¢ neutralno, realno, mase m > 0, minimalno vezano za gravitaciju
Pripadni tenzor polja je

Huw = By — Buw,
a gustoca lagranzijana

HMH,,, ,B*B,
— —m :
167 8
Jednadzba gibanja je Proca jednadzba u zakrivljenom prostoru:

H* ., + m*B* = 0. (14)

H" je tenzor potpuno analogan F*¥, ali B nije bazdarno
invarijantan kao A*, nego je s (14) potpuno odreden iz H*", Sto
znaci da je fizikalno polje.



Rac¢unamo or L g
bt =B, =— Y
0B, A

U stati¢nom slucaju vrijedi b° = 0 i b, b* fizikalan skalar.

Jednadbi (3) odgovara

/goo [ginOIHOj + m? (80)2} V—gd*x = 0.
&

gjj je pozitivno definitna matrica.
Zakljucujemo: H% i BY iscezavaju svugdje u &.

(15)

Ako je B* mase m = 0, postoji bazdarna invarijantnost, B* nije

fizikalno polje; b, b" nije nuzno regularno.

Sferno simetri¢na stati€na crna rupa sa bezmasenim neutralnim

vektorskim poljem je nabijena Reissner-Nordstromova crna rupa.
Za kompleksno nabijeno vektorsko polje mozemo, postupkom kao

za skalarno polje dobivamo isti rezultat



o sada smo pokazali da stati¢na, sferno simetricna crna rupa ne
moZe imati vanjsko (masivno i bezmaseno) skalarno i (masivno)
vektorsko polje, nabijeno, ni neutralno, minimalno vezano za
gravitaciju.

Sad éemo gledati stacionaran slucaj.



ROTIRAJUCA CRNA RUPA

© stacionarnost: g0 =0

© skalarno mezonsko polje, m > 0

Po Hawkingovom teoremu: okolina je osnosimetri¢na, a horizont H
homeomorfan sferi pa metriku mozemo pisati u obliku:

ds®> = W (dp® + dz*) + Adt® + Bdy® + Cdtdp,  (16)
gdje su W, A, B, C neovisni o t i kutu simetrije ¢ .

¢ Zahtjev za kauzalnos¢u u okolini nam daje W > 0 i W moze
iSCezavati samo u izoliranim to¢kama p — z ravnine.
© H je, nesingularna svjetlosna hiperpovrsina normale nj,.
© Zbog simetrija vrijedi n; = n, =0 ;
iz

zZ
n,n" =0=g"n,n, = g"n,n, +g“n;n,

Dobivamo:

“(dp?+d2?) Eo. (17)



Klein-Gordonova jednadzba:

1,“’“‘ - mqu} = O

Iz simetrija (¢ =1, = 0) slijedi:

" 0 = m =0,
Mnozimo s ¢/—gd*x i integriramo po &:

[lw e, v+ (W iv=g) v - mv?y=g| d'x =0

3

Sredivanjem prva dva Clana i koristenjem Stokesovog teorema
dobivamo



/W_ld} (w,pnp + w,znz) do
o0&

- [ 1032w e Vgt )
£
n,, - normala na rub okoline 9€ (H i c0)
n,do - vektorski element 3D hiperpovriine 0&
Integral po oo isCezava, kao i prije, zbog asimptotskog ponasanja
polja.
SCB nejednakost nam daje

H

(WY (4 pny + 12n,)] 7 < W22 (402 +42) (2 + n2) Zo.

(¢?p + @Z;?Z) 2> W1 mozemo izraziti preko T, T2, T TH

do je nesingularan = [ =0
o0&



Dobivamo

/ (@2 +9%) W+ m*g?] =gd*x =0

£

Zbog pocetnih uvjeta na W slijedi

v Eo.



Kljuéno u dosadasnjim dokazima je V' > 0.
Za realno skalarno polje smo imali

1

L= 5 (Vo™ + V(¥)),

dosli do

[ (ewivd + Vi) v=gd'x =0

&
i zakljucili da polje i5¢ezava svugdje. Neka polja, kao Higgsovo,
imaju V' < 0 na nekim podrugjima.

Sljede¢i Bekensteinov dokaz: pozitivnost gustoée energije polja je
dovoljan uvjet za iskljuCivanje skalarne, minimalno vezane kose u
asimptotski ravnoj okolini stati¢ne crne rupe.




¢ Djelovanje skalarnih polja %, x minimalno vezanih za gravitaciju
je
Syx = —/éa(/,J, K, v, x)v—gd*x,
gdje je & funkcija,
I=g"ats  J=g""xaxs  K=g""axs

su invarijante slozene od prvih derivacija polja (“kineticki clanovi”).
Poopéenje na vise polja je trivijalno.
© Tenzor energije i impulsa koji odgovara djelovanju Sy  je

o0&
— _L5hB B
= —&0, +2<al>1/1,a1/1

&
<a> XX + <8K> (x,aw’ﬁ + w,axﬁ) . (19)



Opazac 4-brzine U® opaza lokalnu gustocu energije

P g+2<3@@) (waUO)
o0& o0&
+2 <8J> (X.aU*)? 42 <aK> X.aU%% gUP. (20)

Pretpostavljamo da polje ima vremenski Killingov vektor. Ako se
opaza€ giba duz tog Killing vektora imamo
YU =0, x,oU*=0, ... 1 p=¢&, iz Cega slijedi

& >0. (21)

Ako se drugi opazac giba relativno prema prvome 3-brzinom v, u
slobodnopadaju¢em koordinatnom sustavu, sugibaju¢em sa prvim
opazacem vrijedi U% =i U = v, gdje je v = (1 — vz)_1/2.
Kada |v| — 1, ¢lanovi u (20) koji sadrze derivacije ocito dominiraju
nad &, prema tome ukupno moraju biti nenegativni.



Te Elanove mozemo napisati kao kvadratnu formu i iz uvjeta na

njenu nenegativnost dobivamo uvjete:
&\ AN
- <4 = =
oK) — ol oJ
o0& o0&
<a/> =0 (m) 0

koje ¢emo kasnije koristiti.



Pretpostavljamo stati¢no asimptotski ravno rjesenje Einsteinovih
jednadzbi za skalarno polje. Metrika izvan horizonta:

ds® = —e”dt? + edr® + r? (d6? + sin®0dp?) (24)

gdje su v i A funkcije od r i trnu kao O(r~!) kada r — oo i
¥ =1(r) i x = x(r).

H odgovara povrini r = ry, gdje e¥() =0

Zakon ocuvanja kojeg zadovoljava T, dan s (19) je

T,uy;u =0, (25)
r komponenta je
1 08a
[V—eT,] - 5@% T8 =0, (26)

gdje crtica oznaava 9/0r i

Ay g .
V=g =e"z r’sinf.



Zbog staticnosti i sferne simetrije T mora biti dijagonalan,
T = T ivrijedi T,! = T, = —& $to nam omoguéuje da (26)
pisemo u obliku

(e%rzT,’)/: (ezr2> &. (27)

Integriramo dobivenu jednadzbu po r od r, do r. Clan izvrijednjen
u ry isCezava jer e”(") =0, a T,” je konacan (mora biti kako bi
fizikalna invarijanta T,5 T bila konagna na H).

Dobivamo

r e% L2 !
T, (r) = 2 (ezr ) &dr. (28)
r'h
Primijetimo, e’(") =0 i e”(">™) > 0 pa e”mora rasti s r blizu

horizonta. |z (28) slijedi da, uz & > 0, dovoljno blizu H mora
vrijediti T,” < 0.



Preslozimo (27)
r € 4 ! r
(T =5 (e2) (6 + 7)), (29)

a (19) daje
£ Tr =26 K%ﬁm) (6,7 + @‘f) () + (gi) o ]

g Uvjeti (22) i (23) daju & + T,” > 0 svugdje, 5to povladi

T,7) < 0 dovoljno blizu H.

3 A5|mptotsko ponasanje /2 — 1 u (29) daje (T,”) < 0.

¢ Kasnije ¢emo vidjeti da asimptotska ravnosta zahtjeva da & pada
barem sa r—3 u limesu r — oo (jednadzba (32)).

o Integral u (28) tada konvergira i | T,"| trne asimptotski sa r—
kako j je (T,”) <0 = asimptotski je T.” > 0 i smanjuje se s r.
© ZakUUCUJemO postoji interval [rs, ry] gdje (T,7) >0i T,

mijenja predznak na nekom re; ry > re > rp.
Sada ¢emo, pomocu Einsteinovih jednadzbi, pokazati da je takav
rezultat NEOSTVARIV.

/-\

2 ali



Relevantne Einsteinove jednadzbe su

e (r_2 - r_l)\/) —r?= 87GT,' = —81GE (30)

e (ril)\’ + r72) —r 2 =8nGT,". (31)

Rjesavanjem (30) dobivamo

.
e r=1- 87rGr—1/£r2dr —2GMr1, (32)
r'n
gdje je M konstanta integracije.
Asimptotska ravnost zahtjeva:
asimptotski & = O (r™3) tako da A= 0 (r™1).
Takoder, ) — oo tako da 2GM = r, (M je masa crne rupe).
Iz (32) slijedi da je e >1 u cijeloj £.
(Promjena predznaka nije moguca jer bi, uz €” > 0, znacila promjenu
signature, Sto ne odgovara regularnosti rjesenja.)



Drugu Einsteinovu jednadzbu (31) pisemo kao

v

v oo\ 1 2
e 2r2 (eE r2> = [47rrGTrr + } et + ; > 4nrGT, et + =,
r r

2r
(33)
gdje nejednakost dolazi od % + % > 2.
v v !
U podrugju [re,rp): T, >0 = e 2r72 (e5r2> >0,
§to uvrsteno u (29) daje (T,7)’ < 0, u suprotnosti sa ranijim
zakljuckom.
Jedini nacin za izbje¢i kontradikciju: polja 9, x su konstantna u
okolini &, t. d. sve komponente T, is¢ezavaju, tj. (jedn. (19))

£(0,0,0,...,1, x, ...) = 0.

Rjesenje je identi¢no Schwarzschildovo. Ako je crna rupa elektricki
ili magnetski nabijena, a skalarna polja nisu vezana za EM, sli¢na
rasprava vodi na zakljuak da crna rupa mora biti
Reissner-Nordstrémova.




PROTUPRIMJERI:

KONFORMNA KOSA

e Prvu kosu je nasao Bekenstein u obliku bezmasenog konformnog
skalarnog polja.

o Konformna transformacija je promjena skale

g (x) = Q2(x) g (x),

gdje x oznaCava sve koordinate, a Q(x) je neka funkcija.
¢ Polje 1 je konformno invarijantno ako zadovoljava jednadzbu

. R
TAOZQ — gw = 07 (34)

gdje je R skalar zakrivljenosti.



¢ Djelovanje konformnog polja v i ostalih polja, Cija je gustoca
lagranzijana L, je

R 1 R
S = / [1677 - Ew,aw’“ - 551/12 +L| V—gd*x, (35)
gdje je

n—2 ,
4(n—1)

41
§= ngc

za konformno vezanje skalarnog polja za gravitaciju u Cetiri
dimenzije (£ = 0 odgovara minimalnom vezanju).

© Varijacijskim principom djelovanja (35) po ¢ dobivamo (34), a
varijacijom po g"¥ Einsteinove jednadzbe.



¢ Bekenstein je dokazao teorem po kojem za svako rjesenje
Einsteinovih jednadzbi sa obi¢nim skalarnim poljem postoje dva
rjesenja Einsteinovih jednadzbi sa konformnim skalarnim poljem.

© Daje stati¢no sferno-simetri¢no rjesenje vezanih
Einstein-Maxwell-i) jednadzbi sa H regularne geometrije,
parametrizirano elektricnim nabojem e i skalarnim nabojem q.

o Linijski element, EM polje i skalarno polje tog rjeenja su redom:

M\ 2 AN
ds? — — (1 - r) dt® + (1 — > dr® + r? (d6? + sin’0d¢?)
r
Fu, = er—2 (5;5; — 5;5,5)

v=q(r—M", (36)

gdje je M = /e? — 420




© Skalarno polje divergira na H — nefizikalno rjesenje?

¢ Prou€avanje putanja testnih Cestica u prostorvremenu danom s
(36), pokazao da je H fizikalno regularan jer vrijedi:

i) beskonacnost polja ¢ nije povezana sa beskonacno visokom
(odbojnom) potencijalnom barijerom (kao beskonacnost EM
potencijala u r = 0 za odgovarajuéi predznak naboja)

ii) ne postoje putanje testnih Cestica (slobodnih, elektricki ili
skalarno nabijenih) koje zavrsavaju na H u konacnom vlastitom
vremenu

iii) plimne akceleracije (gravitacijskog, skalarnog ili EM porijekla)
su omedene na H



© Za potpun opis rjeSenja je potreban dodatan parametar, skalarni
naboj, dakle, rezultat je crna rupa sa kosom.

© Ispostavilo se da je to rjeSenje nestabilno pod radijalnim
perturbacijama.

© QM fluktuacije se ne mogu iskljuciti pa ¢e s vremenom ostati
obi¢no Schwarzschildovo rjesenje.

— nestabilna rjeSenja se ugl. odbacuju kao astrofizicki nerelevantna

I Bekensteinova konformna kosa je pokazala da postoje nacini
zaobilazenja NHC-a i potaknula nove potrage za kosom.



Postoji li analogno rjeSenje za £ # 1/6 i poopéenje na n # 4 7

Dokazano:

¢ Bekensteinova crna rupa NE postoji za n =3 iza n > 4.
[Kliméik]

¢ Stati¢na sferno-simetri¢na nabijena ili neutralna crna rupa NE
moze imati kosu u obliku neutralnog skalarnog polja (ili vise polja)
sa standardnim kinetickim djelovanjem, pozitivno-semidefinitnog
potencijala samointerakcije i neminimalnog vezanja za gravitaciju sa
£ <0i&>1/2. [Mayo&Bekenstein]

© Nabijena sferno-simetricna crna rupa NE moze imati kosu u
obliku nabijenog skalarnog polja sa standardnim kinetickim
djelovanjem, regularnim potencijalom samointerakcije i & # 0.
[Mayo& Bekenstein]

Cini se da je Bekensteinova konformna crna rupa jedino rjesenje tog
tipa, neovisno o vrijednosti veli€ine &, broju dimenzija i potencijalu
samointerakcije.



NE-ABELOVA KOSA

Obojene crne rupe

e Gornji dokazi ne vrijede za polja sa ne-Abelovom interakcijom.

e Za svako rjesenje Einstein-Maxwell jednadzbi moze se konstruirati
skup rjesenja vezanih Einstein-Yang-Mills (EYM) jednadzbi bilo
koje bazdarne grupe sa invarijantnom metrikom.

e BaZdarna polja su bezmaseni vektorski mezoni, a bazdarni naboji
o€uvane veli¢ine kao izospin i hipernaboj.

e Postoji i rjesenje Kerrove geometrije sa prisustvom konstantnog
skalarnog polja sa spontanim lomom simetrije.

— kombinacija bi mogla dati crnu rupu sa masivnim YM poljem

e Nadeno je sferno-simetri¢no rjesenje (EYMH) sa netrivijalnim
SU(2) bazdarnim i Higgsovim poljem izvan H (numericki)
Rjesenje je nestabilna.



e Kako ne-Abelovska interakcija zaobilazi prijasnje NHC dokaze?
primjer: Lagranzijan SU(2) bazdarne teorije se moze pisati

1

Leyvm =——[|FP] =

167 pe = pe

T [gupgwf/:()/:() ’

gdje je i izospinski indeks,
FU) = AG), — A0, + gy AD AL

i g je konstanta bazdarnog vezanja.
Jednadzba koja odgovara Bekensteinovoj jednadzbi (3) je

L 1 j v
_4-7T/‘d4x\/_7g |:—87T£EYI\/I + 5 (g€ijkA,(f)A,(,k)) F(Dp :| -0
&

Ako gledamo stati€na polja i, zbog jednostavnosti, pretpostavimo
Aé') = 0, slijedi |F|?, ali drugi €lan nije nuzno pozitivan pa
postojanje takvog nelinearnog ¢lana moze voditi na zaobilazenje
Bekensteinovog dokaza.



e Netrivijalna rjesenja sistema EYM su nazvana obojene crne rupe.
e Parametrizirana su cijelim brojem n koji odgovara broju ¢vorova
YM potencijala i sva su nestabilna na radijalne linearne
perturbacije.

e Stati¢na SU(2) EYM rjesenja, za razliku od Einstein-Maxwell
rjeenja, nisu nuzno sferno, veé samo osnosimetri¢na.

Postoje: e stati¢na, sferno simetricna SU(N) EYM rjesenja i

e SU(2) kosa sporo rotirajuce crne rupe, Ciji je staticki
limes neutralan, dok je naboj rotirajuéeg rjeSenja proporcionalan
zamahu crne rupe.

e dilatonske obojene crne rupe sli¢nih svojstava kao
obi¢ne obojene, a pripadni integral djelovanja se javlja u razli€itim
teorijama ujedinjenja.



e Skyrme crne rupe
Proizlaze iz nelinearnih c—modela u interakciji sa gravitacijskim
poljem. Skyrme je dao najjednostavniji nelinearni c—model sa
stabilnim solitonskim rjeSenjima i nadena su pripadna rjeSenja za
crne rupe. Barem je jedno rjesenje sa Skyrme kosom stabilno.

e Proca crne rupe
Proca polje je masivno YM polje koje interagira sa gravitacijom.
Takvo Einstein-non-Abelian-Proca (ENAP) rjeSenje postoji i
stabilno je.

e Crne rupe u monopolima
Monopoli su prvo razmatrani u okviru Maxwellove elektrodinamike,
a zatim su nadeni monopoli kao rjesenja YMH teorije i rjesenja koja
opisuju gravitacijske monopole. Crna rupa moze postojati ako je
gravitacijski radijus manji od veli¢ine monopola.



KVANTNA KOSA

e Aksionske crne rupe
Aksionska kosa je prva poznata stabilna dinamicka, ne-bazdarna
kosa . Rotacija crne rupe djeluje kao izvor aksionske kose, a kod
nerotirajuce crne rupe tu ulogu ima postojanje i elektri¢nog i
magnetskog naboja. Kosa ne modificira vakuumsku metriku
okoline, tj. njen tenzor energije i impulsa i5¢ezava, ali je ukupni
aksionski naboj razlicit od nula i u principu bi se mogao mijeriti
nelokalnim eksperimentima kvantne prirode.

e Crne rupe sa diskretnim bazdarnim nabojima
Kvantna kosa povezana sa diskretnim bazdarnim nabojima se moze
pojaviti kada lom lokalno kontinuirane bazdarne simetrije ostavi
neslomljenom diskretnu podgrupu bazdarne grupe. Naboji
neslomljene simetrije mogu ostati vezani za crnu rupu, a u principu
se mogu mjeriti Aharonov-Bohm tipom rasprienja kozmicke strune
na topoloski stabilnoj struni vezanoj uz naboj neslomljene simetrije.



e Postoji rjesenje rotirajuce crne rupe sa minimalno vezanim
kompleksnim skalarnim poljem i to rjeSenje nema stati¢an limes.
Zaobilazenje odgovarajuceg Bekensteinovog dokaza je omoguceno
Cinjenicom da skalarno polje ne nasljeduje simetrije metrike.
Pripadno rjesenje, osim M i J, ima oc€uvani kontinuirani Noetherov
naboj, mjeru skalarne kose.

Sve se do sada odnosilo na asimptotski ravna rjesenja.
Eksperimentalna vrijednost kozmoloske konstante A je priblizno

2.10735572

i svemir u kojem zivimo nije asimptotski ravan, ve¢ negativno
zakrivljen.

Koliko je opravdano zahtjevati asimptotsku ravnost rjeSenja i 5to
mozemo reci o kosi crnih rupa u svemiru sa A # 07



e Skalarna ne-minimalno vezana kosa, bez polja samointerakcije
oko 4D crne rupe je moguc¢a samoza A <01 & > 0inekarj. su
stabilna.

e Postoje stabilna SU(N) rjesenja (za razliku od asimp. ravnih koja
su sva nestabilna).

Kako asimptotski adS rjesenja ne oekujemo opaziti u svemiru,
zanimanje za njih je Cesto vezano za korespodenciju anti-de Sitter
prostora i konformne teorije polja (adS/CFT); poznato i kao
bazdarno-gravitacijska dualnost, koja se primjenjuje npr. u teoriji
struna, nuklearnoj fizici i teoriji supravodica.

Koliko nam je poznato za A > 0 nisu nadena stabilna rjeSenja sa
kosom, veé su, dokazani neki oblici NHC-a, iako nema dokaza za
sasvim opcenita svojstva kose.



CRNE RUPE NEMAJU KOSU?

NHC u najSirem smislu ocito ne vrijedi, ALl svakako nije dopustena
bilo kakva kosa.

Kljuéne pretpostavke:
- simetrije prostorvremena
- simetrije polja
- vezanje polja za gravitaciju i druga polja
- regularnost polja
- Abelova/ne-Abelova interakcija
- stabilnost
- masa i nacin generiranja mase polja
- asimptotski oblik rjesenja
- potencijal samointerakcije

NHC se moze dokazati samo za pojedinaéno djelovanje i geometriju
rjeSenja, ne opcenito.



,CRNE RUPE NEMAJU KRATKU KOSU"

©YM kosa se nuzno prostire dalje od 3/2ry — prva naznaka o granicnoj
duljini kose.

¢ lduci teorem se odnosi na sve, do nastanka teorema, nadene kose:
Skyrme, EYM, EYMH, ENAP, dilatonska i poznat je kao ,,crne rupe
nemaju kratku kosu'.

oSlabi energijski uvjet (WEC) je zahtjev T, t*t” > 0 za svaki vremenski
vektor t+.

Teorem 3. Ako je
ds? = —e P pdt? + p~tdr? + r* (d6? + sin?0d¢?)

linijski element asimptotski ravnog prostorvremena sferno
simetri¢ne crne rupe, koje zadovoljava Einsteinove jednadzbe sa
poljima materije za koje vrijedi WEC, Ciji je trag tenzora energije i
impulsa nepozitivan i €ija gustoca energije raste prema nuli brze od
r—%, onda je funkcija W= e AT
negativno semidefinitna na H i pada izmedu ry i ry, gdje je
rn > rH i za neki r > ry pocCinje rasti prema asimptotskoj
erednostl nula. [Nadez, Quevedo, Sudarsky]



o Teorem 3 kaze da se kosa mora protezati barem do

3
r>r0>§rH.

¢ Fizikalnost rezultata? U stabilnim kosama je kljucna
nelinearanost materije; interakcija izmedu dijela polja koje bi bilo
uvuceno u crnu rupu i dijela koje bi bilo izrateno omoguéava
stabilnost kose iz ¢ega moZemo pretpostaviti da duZina kose ima
grani¢nu donju vrijednost duzine, prostiranja od crne rupe.

© Postoji, ipak, sferno simetricno, stati¢no rjesenje crne rupe sa
anizotropnim poljem materije proizvoljne duljine prostiranja.
Materija moze opstati u jakom gravitacijskom polju bez kolapsa
samo ako su joj unutarnji tlakovi dovoljno veliki, 5to se moze
pojaviti u anizotropnom fluidu.

! razlika simetrije metrike i polja
Kljuéno u zaobilazenju ranijeg teorema je da pretpostavka o
nepozitivnosti traga tenzora energije i impulsa ne vrijedi za
anizotropni fluid.



© Takoder, rotirajuce crne rupe mogu imati ekstremno kratku
stacionarnu konfiguraciju skalarnih polja.

Koje je fizikalno obja3snjenje granice 3/2ry ?
¢ Fotonstfera (svjetlosna kruzna orbita) je granica podrucja gdje
moze postojati stacionarna, sferno-simetricna konfiguracija testnih
Cestica i gdje ne mozZe.
— Fotonsfera Schwarzschildove crne rupe odgovara 3/2ry.
¢ Hod dokazuje teorem, sli¢an teoremu 3, koji, uz iste pretpostavke
i malo drugaciju definiciju duzine kose, kaze da kosa mora biti dulja
od radijusa fotonsfere r,.



© Takoder daje dokaz u prilog prijedlogu da uvijek vrijedi:

M — m(rw)
m(ry) —m(rm)

gdje je M ukupna masa definirana u asimptotskoj beskonacnosti,
M — m (ry)
je masa kose izvan fotonsfere, a

m(ry) — m(rn)

je masa kose izmedu horizonta i fotonsfere.

Drugim rijeCima, podruéje izvan fotonsfere uvijek sadrzi barem 50%
ukupne mase kose. Analiticki provjerava predlozenu granicu za
velike EYM crne rupe, za koje je taj omjer 2.08, i numericki za
EYM, EYMH, EYMD, ENAP i ES crne rupe i sve ju postuju.



EKSPERIMENTALNA PROVJERA

Centar MlijeCne staze je supermasivna crna rupa Sagitarius A*
(Sgr A*) mase ~ 4 - 10° M, gdje je M masa Sunca.

S obzirom na udaljenost i veli€inu, Sgr A* i supermasivna crna rupa
galaksije M87 su najbolji kandidati za slikanje horizonta.

Op¢a teorija relativnosti (OTR) predvida: zakrivljenost
prostorvremena stvara tamnu sjenu okruZenu sjajnim prstenom.
Sjena je kruznog oblika, dijametra proporcionalnog masi, skoro
neovisna o zamahu.

Ocekujemo je opaziti u submilimetarskim valnim duljinama.
Opazanje sjene i njenog oblika je novi test OTR-a.

Zbog obrnute proporcionalnosti kutne razlucivosti i dijametra
teleskopa za razlucivanje sjene od Sgr A* potreban je teleskop
Zemljinog dijametra.



Event horizon telescope (EHT)

EHT je projekt u kojem se koristi VLBI (Very Long Baseline
Interferometry) tehnika istovremenog prikupljanja podataka iz
teleskopa ¢ime se efektivno postize dijametar jednak naudaljenijim

teleskopima. ‘=
[Preuzeto sa
http://www.nasa.gov/centers/goddard /news/topstory/2007 /nrao__agreement.html]



Posljedica pretpostavke da crne rupe nemaju kosu je da se svi visi
multipolni momenti gravitacijskog polja neutralne crne rupe mogu
izraziti kao funkcije M i J. Konkretno, kvadrupolni moment go,
najnizi koji ¢e se mjeriti, zadovoljava
J2

g2 = Yk
Observabilna provjera ove relacije je jo3 jedno ispitivanje postojanja
kose oko Sgr A*.



Sjena ,¢elave” crne rupe razlikuje se od sjene u prisustvu kose pa se
od analize sjene ocekuju odgovori na neka pitanja o kosi.

Srednja slika je prikaz kruzne sjene, a ako postoji kosa sjena moze
biti izduzenog (oblate/prolate) oblika kao na desnom i lijevom
prikazu.

Preuzeto sa https://inspirehep.net/record /1254036 /plots



Primjer simulacije:

usporedba GRMHD (general relativistic magnetohydrodynamic) i
VLBI simulacije, gdje se u GRMH uzimaju u obzir procesi hladenja
zralenjem (sinkrotrono, bremsstrahlung i inverzno Comptonovo).

GRMHD Simulation VLBI Simulation GRMHD Simulation VLBI Simulation
face on edge on

50 parcsec

Preuzeto sa https://inspirehep.net/record /1263744 /plots



M87 je aktivna galakticka jezgra koja generira mlazove.
Lijeva slika je prikaz u vidljivom dijelu spektra, a desna je
kompozicija vidljivog, radio i X zracenja.

!Preuzeto sa http://space-facts.com/m87-galaxy/
?Preuzeto sa http://chandra.harvard.edu/photo/2008/m87/



ZAKLJUCAK

e Jednostavnost opisa crnih rupa, to¢nije, mali broj parametara
kojima su potpuno opisane postalo je poznato kao ,crne rupe
nemaju kosu”.

e U ovom radu smo se bavili tom pretpostavkom, od njenih
zaCetaka do danasnje situacije problema.

e Vidjeli smo da u najSirem smislu ta pretpostavka ne vrijedi i da
su nadena rjeSenja sa razlicitim kosama, ali da je za razli¢ita polja i
simetrije metrike moguée dokazati njeno nepostojanje.

e Primjeri iskljuenih polja oko sferno simetricne crne rupe sa
asimptotski ravnom metrikom:

masivno i bezmaseno skalarno i masivno vektorsko polje, nabijeno i
neutralno, minimalno vezano za gravitaciju i s Abelovom
interakcijom.

e Primjeri mogucéih polja oko sferno simetricne crne rupe sa
asimptotski ravnom metrikom:

konformno, anizotropni fluid, SU(N) bazdarna polja, Skyrme.




e Primjeri mogucih polja oko sferno simetricne crne rupe sa
asimptotski ravnom metrikom:

minimalno vezano kompleksno skalarno polje, skalarno polje sa
spontanim lomom simetrije.

Vrlo je vazno koje su pretpostavke uzete u analizi, a odnose se na:
- simetrije prostorvremena
- simetrije polja
- vezanje polja za gravitaciju i druga polja
- regularnost polja
- Abelova/ne-Abelova interakcija
- stabilnost
- masa i nacin generiranja mase polja
- asimptotski oblik rjesenja
potencijal samointerakcije



NajviSe je dokaza vezano za skalarno polje i nekad se govori o
teoremu o nepostojanju skalarne kose, ali, kako smo vidjeli to vrijedi
samo za sferno simetri€ne crne rupe i ako se pretpostavi da polja
nasljeduju simetrije metrike.

Proucili smo predlozeni teorem ,,crne rupe nemaju kratku kosu" i
opet zakljucili da ne vrijedi kada se izade iz reZima staticnosti ili
nasljedivanja simetrije.

Ne kraju smo se pitali o eksperimentalnoj provjeri teorijskih
predvidanja i upoznali se sa EHT projektom koji bi, proucavajuéi
horizonte supermasivnih crnih rupa Sgr A* i centra galaksije M87,
uskoro mogao dati odgovore na neka pitanja o kosi.
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