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Konformalna grupa

Konformalna transformacija

m Invertibilno preslikavanje x — x’
m Metrika se transformira samo do na lokalni faktor skale
8w (x') = N(x)guv(x)
m Poincaréova grupa je podgrupa (A(x) = 1)
Opéa infinitezimalna transformacija koordinata je x'* — x* + ¢*. Metrika se
pritom transformira

Ix* x” o o
Bl = o 5 Bar = (05— 0,67)(6] = 06 )

= Buv — (8p,fu + ayﬁ#)

Zelimo i da transformacija bude konformalna €(x) nije proizvoljan ve¢ mora
vrijediti
2
Ouev + Ovey = Ea,,eﬂgw
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Konformalna grupa

Moze se pokazati da grupa konformalnih transformacija sadrzi slijedece
transformacije:

®m TRANSLACLJA X' = x* 4 a*

® DILATACIJA x'* = ax"

v

® ROTACIJIA x'* = M*, x

B b2

o
B SCT X" = 1 5hgb2?

Takoder, se moze pokazati da, ako gledamo podgrupu transformacija koje
ostavljaju ishodiste nepomicnim, generatori SCT transformacija iscezavaju.
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Noetherin teorem

Akcija
Sz/ddx/:(dmautb) ,

se transformira na opcu infinitezimalnu transformaciju kao
s = /ddxc(cp’(x),am'(x))
= [d' £(F @00, 0.7 (0(x)
= [anx 5| £ (7. (35) 0.7(00)

gdje je ®'(x') = F(P(x)). Razvoj transformacije do prvog reda je

X’

o
x* = x* + w, ox
Owa
&' (x') = D(x) + ws (‘;f
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Noetherin teorem

Uvrstavanjem dobijemo za varijaciju akcije:

- / d?x j1 0w,

§S = /ddx Ot wa

nakon parcijalne integracije

Ako su jednadzbe gibanja zadovoljene onda 4S5 iscezava pa je struja saCuvana.
Izraz za saCuvanu struju glasi

oL 5x* 9L OF
- 1 = Y
Ja = < 30,0 % ﬁ) Sws  9(0,®) 6w,
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Tenzor energije i impulsa

Koristimo sad Noetherin teorem na infinitezimalnu translaciju x* — x* + €*.

S 00
ev Y e
Struja je dakle
oL
T,uui l/¢ "%
¢ T et L

Ovo je kanonski tenzor energije i impulsa, kako bi ga se simetriziralo uvodi se
Belinfante tenzor B*”? koji ne utjece na saCuvanje.

Th = Tyt = T +0,B™

Pogledajmo sada definiciju tenzora energije i impulsa u opéem prostoru,
pretpostavimo da je tenzor simetrican, a transformacija op¢a

65 = — / d/x T" d,e,

= 7% /ddx T (Opew + Oven)

1 d g uui 6S[g]
_2/dXT 0gn = TH' = 5g,w
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Tenzor energije i impulsa

U kvantnom slu¢aju moramo promotriti vakuumski funkcional

Zlg] = / [d®], exp—S[®, g] = exp —~ W[e] |

¢ija je transformacija na infinitezimalnu transformaciju metrike:

Zlg +dg] = /[dcb]ﬁ(;g exp —S[®, g + dg]

= fwor, (11 [a'xvgog.T)
~exp—S[®, g]
— 2lg] - Zlg); [ d'xv/=gog (T |

dakle
5Z[g]

sWig] = / X/ "o (T},

(T () = 2 2L
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Difeomorfizam

DEF. Neka su M i N mnogostrukosti, a f preslikavanje f : M — N/, ako je f
bijekcija i beskonaéno derivabilna (€ C*) te posjeduje C* inverz, onda se f
naziva difeomorfizam.

Difeomorfizmi su vazni u okvirima opce teorije relativnosti zbog toga 5to je to
jedina teorija polja invarijantna na (aktivne) difeo-transformacije, zato se Eesto
izrazi opca kovarijantnost i invarijantnost difeomorfizma koriste u istom
znacenju.
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Trag tenzora u klasi¢noj teoriji polja
[ 1o}

Pogledajmo sad tenzor energije i impulsa u okvirima konformalnih
transformacija.

0S

—% /ddx T (Ouen + Ovey)

f%/ddx T‘“’%apepg,w
S
=-3 x TH,Bye

Slijedi da iSCezavanje traga tenzora energije i impulsa implicira invarijantnost
akcije na konformalne transformacije. Obrat ne vrijedi jer €(x) nije proizvoljna
funkcija. Ako teorija posjeduje invarijantnost skale, tenzor se moze konstruirati
tako da mu trag isezava, kao 5to ga se moglo simetrizirati u teoriji s
rotacijskom simetrijom.
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Trag tenzora u klasi¢noj teoriji polja
oe

Neka je dimenzija prostora neke opce teorije polja sa simetrijom skale d > 2,
slijedi za infinitezimalnu dilataciju,

X" = (14 a)x"
F@)=01-ad)d |,

slijedi da je pripadna sacuvana struja

oL
o TRV
Jjp =T x" + 8(8M¢)A¢
oL
W TR _
a5 = 2+ 001 (55 35) =0

Sada slicnim postupkom kao i konstrukcije Belinfante tenzora mozemo
konstruirati novi tenzor X*"?? koji daje novi tenzor energije i impulsa,

v v v 1 v
T = TM 4+ 9,B"" +§axapx*f’“

takav da
T#u = ujg
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Tenzor u kvantnoj teoriji polja u 2D
[ ]}

Trag Schwingerove funkcije

Poénimo od korelacijske funkcije dvije tocke, tzv. Schwingerove funkcije
Spvpo = (T (x) Tpo (0))
ona, zbog Lorentzove simetrije, nasljeduje simetricnost T"" u indeksima:
Suvpo = Svupo = Suvop = Suuop
Translacijska simetrija sugerira,
Spvpa(X) = (T (0) Tpo (—x))
= (Tpo (=X) T (0))
= Spopv(—x)

a invarijantnost na transformacije skale (iz akcije se vidi da dimenzija skaliranja
mora biti 2)
—4
Suvpo (AX) = A7 Spupe(X)

Kombinirajuéi te simetrije i Wardov identitet
(T () Tpo(0)) = 0" Spupe =0

Clay James Grewcoe

Korelacijska funkcija tenzora energije i impulsa i anomalija traga



Tenzor u kvantnoj teoriji polja u 2D
(o] J

Trag Schwingerove funkcije

dobijemo najopéenitiji oblik Schwingerove funkcije

(T (x) Tpe(0)) = CX/42( Lo (X oo (x) + lop(X) o (X) — Mpuvnpo) (1)

gdje je
v (X) = My — X‘:;V
Trivijalno se vidi
§".00 = (T T7.(0)
= o (e 4 B o 2 2

_2 Vx’xl,>

C
—ﬁ(d+8+d—d2—2—2—2—2)2:')
= (T",)=0
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Tenzor u kvantnoj teoriji polja u 2D

[ Jelelele}

Trag nakon regularizacije

Diferencijalna regularizacija

U ovom razmatranju nije uzeta u obzir UV divergencija kad x — 0. Stoga, prvo
treba regularizirati Schwingerovu funkciju koristeéi diferencijalnu regularizaciju.

Diferencijalna regularizacija radi se tako da, ako imamo funkciju F(x) koju
zelimo regularizirati, moramo nac¢i najopcenitiju funkciju f(x) takvu da je
Df(x) = F(x) i Df ima dobro definiran Fourierov transformat, gdje je D opéi
diferencijalni operator koji odgovara simetrijama teorije.
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Tenzor u kvantnoj teoriji polja u 2D

0O@000

Trag nakon regularizacije

U nasem slucaju,
(Tuv (¥) Tpo(0)) = Duvpof(x)
simetrije nam nalazu Wardov identitet

"Dvpo = 0"Duvpe = ”Dyvpe = 0° Dyvpe =0

i simetrija, i prva dva, i zadnja dva indeksa, drugim rije€ima diferencijalni
operator mora biti transverzalan i simetri€an u u <> v i p <> 0. Najopéenitiji
diferencijalni operator s tim simetrijama i Cetiri derivacije je

DHVPU - aD/,LVpG‘ + ﬁpuupa
gdje su,
D;wpa = 010y0p05 — (Muv0p0s + Npo 00y ) + Npwnpe 0
DRy = 0,000,805 — L(1up00 0o + MopDuBs + Mo 00y + Mo 0ud,p)0
+ E(nupnva + NwpTue )OO

Trag operatora je

nypo

“”D,}zpa = 8,0,0 — (20,05 + 1pe0)0 + 21,,00 = (1,00 — 8,0,)0
"D (2)
nvpo
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Tenzor u kvantnoj teoriji polja u 2D

[e]e] le]e}

Trag nakon regularizacije

Iz dimenzionalne analize
dimDyvpe = —4, dim S, 0 = —4

slijedi da f(x) mora biti bezdimenzionalan, dakle f(x) je funkcija In u®x? gdje
je uveden p regulator masene skale kako bi argument logaritma bio
bezdimenzionalan. Dakle, ukupni ansatz za korelacijsku funkciju iznosi

Suupa - DE}V)pg (051 In u2X2 —+ ao |n2,u2x2 + - )
+ Dﬁpo (,31 In w?x* 4 BoIn®p®x + - - ) ) 2)
Sada trazimo koeficijente «; i B takve da izraz nakon regularizacije (2)

odgovara (1) za x # 0. Lako se vidi da {«;, 8i} =0 za i > 2, stoga nam
preostaje da odredimo a1, 51, a2 i SBa.
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Tenzor u kvantnoj teoriji polja u 2D

[e]e]e] lo}

Trag nakon regularizacije

Nakon dosta manipulacija dobije se, konacno, regularizirana Schwingerova
funkcija:

Spvpe = (T (x) Tpe(0))
—— SpM p2X2

24 7 HvP
~ g6 (Didoe = Do) In*p* (3)

S obzirom na jednakost tragova DE}V)M i foy)pg drugi €lan ne doprinosi tragu:
(THu() T (0)) = — " Do In 22
= é (8,05 — npo0) Oln p°x>
Vrijedi,
Oln X = 476°(x)

pa je onda konaéni izraz za anomalni trag tenzora energije i impulsa (ili
anomalni drugi Wardov identitet)

(T Too () = €75 (805 — 100 ) 8*(x —y)
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Tenzor u kvantnoj teoriji polja u 2D

[e]e]e]e] }

Trag nakon regularizacije

Ako smo u prostoru s malom perturbacijom metrike (h,.),

8uv(X) = N + hpw(x)
g (x) =" — h"(x)

onda dobijemo
(THu(x)) = 15 (3607 — 1m0 D) H" ()

U ovom izrazu lako prepoznajemo razvoj Riccijevog skalara do prvog reda
perturbacije metrike
R = (8,0, — nu,O)
stoga,
o
(T,(0) = 72 R(x)
Callan-Symanzikov operator komutira s onim Wardovog identiteta, pa mozemo
provjeriti da je (3) zaista sacuvano i u x = 0. CS diferencijalni operator se u
nasem slucaju svodi na logaritamsku derivaciju po skali,
9
"o

Dakle, zahtjev sacuvanja u x = 0 vodi na anomaliju traga.

SHV;)U(X) X (Dhllzpa - D,Ezzzzpa) In ,U/QXQ =0
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Tenzor u kvantnoj teoriji polja u 2D

Nejedinstvenost regularizacije

Treba se jos pozabaviti ¢injenicom da regularizacija nije jedinstvena, tj. da
rezultati u procesima regularizacije jako Cesto ovise o koristenoj metodi
regularizacije. Kako bismo pokazali da anomalija traga nije rezultat same
diferencijalne regularizacije, provjerit éemo bi li dodatni dopusteni ¢lanovi u
izrazu (3) uklonili anomaliju. Svi dopusteni €lanovi A, - (dodatni €lanovi
moraju iskljuéivo doprinostiti u x = 0) su:

Apvpe = ANuw9p0c + 1po 0,0, )0 In N2X2
+ B(nupauaa + nupau(% + nugayap + nygﬁuap)l:l In ,LL2X2
+ Cluptve + Thoptue) 0N 12X + D 11,00 In px*

Kombiniraju¢i koeficijente A, B, C i D ne moze se ostvariti da i5¢ezavaju oba
Wardova identiteta, stoga ova anomalija nije posljedica vrste regularizacije, ve¢
stvarna anomalija koja moze biti prikazana u formi anomalije traga ili u formi
anomalije difeomorfizma.
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Metoda Feynmanovih dijagrama

@00

Pogledajmo sada isti racun preko Feynmanovog dijagrama kiralnog fermiona,

Slika: Feynmanov dijagram procesa
vrh vezanja gravitona i fermionske linije iznosi

P
i 1+
1 =z [(p+p’)uvu+(p+p’),,vﬂ} 2%

u impulsnom prostoru.

Clay James Grewcoe

Korelacijska fun! tenzora ener,



Metoda Feynmanovih dijagrama
oeo

Koordinatna reprezentacija korelacijske funkcije je onda
d?*k
(2m)?

(Tuw (X) Too(y)) = 4 eiik(xﬂl)s;wpo(k) .

Iz dijagrama slijedi,

Suvpo (k) = /dz) [%((217 K)uyw + (2P — k)uyu)

7
2

Nakon dimenzionalne regularizacije slijedi rezultat za trag tenzora

1 2
i
S s (k) = 1g5= (Moo k® ko)

Sto odgovara u koordinatnom prostoru

27(2p = K)o + (2P — K)op) *

\

<T“u> = T a8n (8080 + 77/76[') h*e

Ovaj izraz nije kovarijantan, sto znaci da proces regularizacije nije ¢uvao
kovarijantnost (invarijantnost difeomorfizma).
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Metoda Feynmanovih dijagrama
ooe

NaruSenje sada treba provjeriti racunajuéi divergenciju.

B
967 1°°

sto u koordinatnoj reprezentaciji odgovara anomaliji difeomorfizma

Dypo(K) = — k, K

1 o
VA Tuw) = Enpa&,ﬂhp

Sada preostaje vratiti kovarijantnost dodavanjem ¢lanova akciji koji ne utjecu
na simetrije. Moze se pokazati da dodavanjem varijacije kontraclana C akciji
vratimo kovarijantnost.

__ 1 [p
C= % /d x hOh
Slijedi ve¢ videni kovarijantni oblik,
i/d2xw (8,0, b — Oh)
487 re

i saCuvanje struje. Treba primijetiti da dimenzionalna regularizacija nije ¢uvala
kovarijantnost.
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Analiza slu¢aja u 4D
e0

Poopéenje (1) na d dimenzija glasi,
c/2 2
(T (x) Toe(0)) = éd (Lo ) oo (%) + o p(X) o (x) — Enan/w)

I je zadrzao istu definiciju kao i u (1). Istim postupkom diferencijalne
regularizacije dobije se regularizirani izraz

<TW(X)TPJ(O)> = _2(d — 2)C2<d2(d2 )DS’EPU <%>
C/2 2 1
2(d 2)2d(d + 1)D£‘”)p" (W) ' (4)

gdje su DLI,Z,,,, i fo,zp,, kao i u 2D slucaju. Trivijalno slijede relacije,

1 (2
#DY),. =0"DE),, =0

“"Dﬁm = —(d —1)(8,05 — n,.0)0
MV’DEBPG = —(0p05 — M)

ako se ograni¢imo na d = 4 onda je lako pokazati
(d= 4)
(TH.(x) Ty (0))
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Analiza slu¢aja u 4D

oe

Opet trebamo provesti diskusiju o jedinstvenosti regularizacije stoga éemo
promotriti op¢i €lan koji mozemo dodat izrazu (4), a da ne utjece na vrijednosti
ux#0,

Aupo = [A8u0,0,060+ B (11000 + 10D + 110 0D + 100 0,) T
+ C (M 00 + Mps 0,0,) 0 + D (nupmro + o)
+ E oo ] %
zahtjevamo da vrijedi saCuvanje iz ega slijede uvjeti na koeficijente:
C=-A+2D, D=-B, E=A+2B
Trag onda postaje
Ay = —41* (3BA+ 4B)(npe0 — 0,0,)05(x) .

sto odgovara trivijalnoj anomaliji o JR koja se moze ukloniti prikladnim
kontraclanom u akciji. Slijedi da ova anomalija nije "prava" ve¢ da samo moze
proizaci kao rezultat vrste regularizacije.
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Zakljucak

Pokazano je da:
m klasicno T*, mora icezavati

m anomalija u 2D kvantnom sluéaju je posljedica regularizacije za x =0 i
zakrivljenosti prostora za x # 0

m anomalija prisutna u 2D kvantnom slucaju nije posljedica vrste
regularizacije i da se moze prikazati u formi anomalije traga ili
invarijantnosti difeomorfizma ili oboje

m dimenzionalna regularizacija ne ¢uva nuzno kovarijantnost

m u 4D kvantnom sluaju nema anomalije tj. da i ako se pojavi je samo
posljedica vrste regularizacije i moze ju se eliminirati prikladnima
kontraélanom
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