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Sadrzaj

@ Uvod - prostor-vrijeme, kauzalnost i kauzalna struktura
© Kongruencija geodezika i njeno ponasanje
© Teoremi o singularitetima

e Singularnost u globalno hiperbolnom prostoru
e Singularnost na rubu skupa narusene kronalnosti
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Kauzalnost

= Kauzalna struktura prostor-vremena
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Definicije

Definicija prostor-vremena

Prostor-vrijeme je vremenski orijentabilna povezana
Hausdorfova C*° mnogostrukost sa prebrojivom bazom (M, g),
dimenzije m > 2, sa Lorentzovom metrikom (metri¢kim
tenzorom) g predznaka (—, +, ..., +)

TM oznacava prostor svih tangentnih vektora na
mnogostrukosti M. Vektorsko polje X € TM moze biti:

e Prostornog tipa ("space-like"), ako je
g(X(p),X(p)) > 0,Ype M

e Vremenskog tipa ("time-like"), ako je
g(X(p),X(p)) <0,Ype M

e Svjetlosnog tipa ("lightlike"), ako je
g(X(p),X(p)) =0,Ype M
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@ Kronoloska buduénost:
If(p)=qgeM:p<q

@ Kronoloska proslost:
I"(p)=qeM: g<p

@ Kauzalna buducnost:
Jf=qeM:p<gq

@ Kauzalna proslost:
J(p)=qgeM:q<p
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Definicije

Uvjeti kauzalnosti

Kronolosko prostor-vrijeme

Ne sadrzi nijednu zatvorenu krivulju vremenskog tipa
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Definicije

Uvjeti kauzalnosti

Kronolosko prostor-vrijeme
Ne sadrzi nijednu zatvorenu krivulju vremenskog tipa

identify pX

t=0

Figure: Prostor-vrijeme sa povredom kronoloskog uvjeta
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Definicije

Uvjeti kauzalnosti

Kronolosko prostor-vrijeme
Ne sadrzi nijednu zatvorenu krivulju vremenskog tipa

identify p§§

Figure: Prostor-vrijeme sa povredom kronoloskog uvjeta

Kauzalno prostor-vrijeme

Ne sadrzi nijednu zatvorenu krivulju kauzalnog tipa
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Definicije

Uvjeti kauzalnosti

Jako kauzalno prostor-vrijeme

Svaka tocCka prostor-vremena ima proizvoljno male kauzalno
konveksne okoline

Figure: Primjer gdje U nije kauzalno konveksan skup
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Definicije

Uvjeti kauzalnosti

Figure: Buduéa domena ovisnosti od S

Ukupna domena ovisnosti je D(S) = D*(S) U D~ (S)

Cauchyjeva ploha

Y je Cauchyjeva ploha ako vrijedi D(X) = M
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Definicije

Uvjeti kauzalnosti

Globalna hiperbolnost

Prostorvrijeme je globalno hiperbolno ako posjeduje
Cauchyjevu plohu

/\

Y (t)

Figure: Svaku Cauchyjevu plohu svaka ne-prostorna krivulja
presjeca samo jednom
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Definicije

Einsteinova jednadzba

1
Rab - ERgab = 8 Tab

Uzimajudi trag, i prebacivanjem ¢lanova

1
Rab - 877( Tab - Egab T)

Mateo Paulisi¢ Kauzalna struktura prostor-vremena i narusenja kronalnosti



Energijski uvjeti

Slabi, svjetlosni i jaki energijski uvjet i narusenja

Slabi energijski uvjet

T.pv@vP >0, za v? vremenski vektor
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Energijski uvjeti

Slabi, svjetlosni i jaki energijski uvjet i narusenja

Slabi energijski uvjet

T.pv@vP >0, za v? vremenski vektor

Pr. Savrseni fluid
T* = (p+pejeg +pg®™ = p=0,p+p>0
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Energijski uvjeti

Slabi, svjetlosni i jaki energijski uvjet i narusenja

Slabi energijski uvjet

T.pv@vP >0, za v? vremenski vektor

Pr. Savrseni fluid
T* = (p+pejeg +pg®™ = p=0,p+p>0

Svjetlosni energijski uvjet

T.,k?k? > 0, za k? vremenski vektor
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Energijski uvjeti

Slabi, svjetlosni i jaki energijski uvjet i narusenja

Slabi energijski uvjet

T.pv@vP >0, za v? vremenski vektor

Pr. Savrseni fluid
T* = (p+pejeg +pg®™ = p=0,p+p>0

Svjetlosni energijski uvjet

T.,k?k? > 0, za k? vremenski vektor

Jaki energijski uvjet

(Tab - %gab T)VaVb 2 0
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Kongruencije geodezika

@ Tangentni vektor u?
@ Vektor devijacije &2

= Naéi ponasanje vektora
devijacije uzduz geodezika

Figure: Kongruencija geodezika
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Kongruencije geodezika

d
6 = PV = £V

dr
— Babfb
Bab = %ehab + Tap + Wap
0 - skalar ekspanzije

0ap - tenzor smicanja
wap - tenzor rotacije

Figure: Kongruencija geodezika
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Skalar ekspanzije

0¥,

Figure: Kongruencija geodezika
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Skalar ekspanzije

0¥,

Figure: Kongruencija geodezika
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Skalar ekspanzije

0%,

0¥,

Figure: Kongruencija geodezika
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Skalar ekspanzije

0%,

0¥,

Figure: Kongruencija geodezika

1
5V

5V = /det[h;]

1 d _
svaroV =

0 = —oV

Q.‘Q_

2h dr

hi & = 2B,,g% = 20
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Raychaudhurijeva jednadzba

Evolucija skalara ekspanzije

d _ _ d
EBab = ... = —BaCBCb — Radbcu uc
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Raychaudhurijeva jednadzba

Evolucija skalara ekspanzije

d _ _ d
EBab = ... = —Bachb — Radbcu uc

Raychaudhurijeva jednadzba

a0 _ 1
dr — 3

92 + o.abo.ab _ wabwab

Vazno je primijetiti da su 0,,0%° > 0 i w,,w? > 0.
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Raychaudhurijeva jednadzba

Evolucija skalara ekspanzije

%Bab = ... = —Bachb — Radbcuduc
Raychaudhurijeva jednadzba

do 1

dr — 562 als O'abo'ab - wabwab

Vazno je primijetiti da su 0,,0%° > 0 i w,,w? > 0.

Raychaudhurijeva jednadzba za svjetlosne geodezike

do _ 1p2 b b
o 56 +0’ab0'a —wabwa
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Teorem o fokusiranju

Neka je kongruencija vremenskih geodezika okomita na familiju
prostornih povrsina (w.p, = 0) i neka vrijedi jaki energijski uvjet

R.puu® >0

. Tada Raychaudhurijeva jednadzba povlaci:

1
% = —362 — O'abO'ab — Rabuaub S 0

"Gravitacija je privlacna sila"
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Teorem o fokusiranju

e Jaki energijski uvjet, w,, = 0
=

Figure: Kaustik u kongruenciji
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Teorem o fokusiranju

Figure: Kaustik u kongruenciji

e Jaki energijski uvjet, w,, = 0

Mateo Paulisi¢

Kauzalna struktura prostor-vremena i narusenja kronalnosti



Teorem o fokusiranju

Figure: Kaustik u kongruenciji

e Jaki energijski uvjet, w,, = 0

(Ao < 0) u konatnom vremenu
(7 < 3/|6p) razviti kaustik
(0(1) = —o0)
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Teoremi o singularitetima

Potpunost geodezika

Neka postoji barem jedan geodezik koji je beskrajan barem u
jednom smjeru. Ako je njegova afina duljina konacna,
prostor-vrijeme je singularno
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Teoremi o singularitetima

Konjugirane tocke

%{C = uava(ubvbfc)

é‘C

p

Figure: Par konjugiranih
tocaka
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Teoremi o singularitetima

Konjugirane tocke

%{C = uaVa(ubegc)

ge €° nuzno isCezava u p i
q = p i g su konjugirane

p

Figure: Par konjugiranih
tocaka
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Teoremi o singularitetima

Konjugirane tocke

%{C = uaVa(ubegc)

¢ &° nuzno isCezava u p i
q = p i g su konjugirane
@ Geodezik nije
maksimalne duljine

p

Figure: Par konjugiranih
tocaka
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Teoremi o singularitetima

Konjugirane tocke

%{C = uaVa(ubegc)

¢ &° nuzno isCezava u p i
q = p i g su konjugirane
@ Geodezik nije
maksimalne duljine

e Kongruencija razvija
P kaustik (vrijedi i obrat)

Figure: Par konjugiranih
tocaka
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Teoremi o singularitetima

Kauzalne krivulje

Globalna hiperbolnost = 3v koja je maksimalne duljine
izmedu p i g.

J*(p) NI (q)
q
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Teoremi o singularitetima

Dokaz:

e C(p, q) (skup kauzalnih krivulja izmedu p i q je
kompaktan)

%

An

p

f : C(kompaktan) — IR je omedeno, postize min. i maks.
vrijednosti
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Teoremi o singularitetima

Teorem o singularnosti globalno hiperbolnog prostor-vremena

Teorem o singularnosti globalno hiperbolnog prostor-vremena

e (M, g.p) globalno hiperbolno (1)

o vrijedi jaki energijski uvjet (R.,u?u® > 0 Vu? vremenskog
tipa). (2)

e T glatka (ili barem C?) prostorna Cauchyjeva ploha ¥ td.

za ortogonalnu proslosno orjentiranu kongruenciju od X
vrijedi K < C < 0 svugdje na . (K = 6) (3)

= Tada niti jedan proslosno orjentirani geodezik od ¥ nema
duljinu ve¢u od 3/|C|
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Teoremi o singularitetima

Teorem o singularnosti globalno hiperbolnog prostor-vremena

Dokaz:
pp. 3\ duljine > 3/|C| od ¥ do p.
Neka je p € \.
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Teoremi o singularitetima

Teorem o singularnosti globalno hiperbolnog prostor-vremena

Dokaz:

pp. 3\ duljine > 3/|C| od ¥ do p.

Neka je p € \.

= (po (1)) 3 krivulja maksimalne duljine (> 3/|C])

Mateo Paulisi¢ Kauzalna struktura prostor-vremena i narusenja kronalnosti



Teoremi o singularitetima

Teorem o singularnosti globalno hiperbolnog prostor-vremena

Dokaz:

pp. 3\ duljine > 3/|C| od ¥ do p.

Neka je p € \.

= (po (1)) 3 krivulja maksimalne duljine (> 3/|C])
Nuzan uvjet - nema konjugiranih tocaka izmedu p i X.
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Teoremi o singularitetima

Teorem o singularnosti globalno hiperbolnog prostor-vremena

Dokaz:

pp. 3\ duljine > 3/|C| od ¥ do p.

Neka je p € \.

= (po (1)) 3 krivulja maksimalne duljine (> 3/|C])

Nuzan uvjet - nema konjugiranih tocaka izmedu p i X.
Teorem o fokusiranju -> Za 6y < 0  — —oo unutar 3/|C|.
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Teoremi o singularitetima

Teorem o singularnosti globalno hiperbolnog prostor-vremena

Dokaz:

pp. 3\ duljine > 3/|C| od ¥ do p.

Neka je p € \.

= (po (1)) 3 krivulja maksimalne duljine (> 3/|C])

Nuzan uvjet - nema konjugiranih tocaka izmedu p i X.
Teorem o fokusiranju -> Za 6y < 0 § — —oc unutar 3/|C|. =
Razvit ¢e konjugiranu to¢ku = duljina mora biti < 3/|C|. [
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Teoremi o singularitetima

Teorem o singularnosti na rubu kompaktnog skupa narusene kronalnosti

\ Identificirano

Figure: Skup narusene kronalnosti v/
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Teoremi o singularitetima

Teorem o singularnosti na rubu kompaktnog skupa narusene kronalnosti

Teorem o generi¢nosti

e (M, g) - potpuno po svjetlosnim geodezicima
e vrijedi svjetlosni energijski uvjet R,,k?k> >0
o vrijedi uvjet svjetlosne generi¢nosti k“k ki, Rpjcdjeks]

= Tada svaki geodezik posjeduje konjugirane tocke
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Teoremi o singularitetima

Teorem o singularnosti na rubu kompaktnog skupa narusene kronalnosti

Teorem o singularnosti na rubu kompaktnog skupa narusene
kronalnosti

e (M, g) posjeduje kompaktni skup narusene kronalnosti
e vrijedi svjetlosni energijski uvjet R,,k?k> >0
o vrijedi uvjet svjetlosne generi¢nosti k“k? ki, Rpjcdjeks]

= Tada je (M, g.p) singularno
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Teoremi o singularitetima

Teorem o singularnosti na rubu kompaktnog skupa narusene kronalnosti

Dokaz:

ol
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