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Lense-Thirringov efekt
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Ergopodrucje
m Definicija:
— (M, g, ) — stacionarno, asimptotski ravno

prostorvrijeme

— k& — Killingovo vektorsko polje, vremenskog
tipau O c M

— & < M naziva se ergopodruc¢jem ako je:
a) k& prostornog tipa u &
b)ox (100 #0
C) 1" ()Nl (/" )Neg =0




Ergopodrucje

m Fizikalna interpretacija:

a) U ergopodruc¢ju nema stacionarnih promatraca
- uvjet stacionarnosti: g,(ut)?=-1
- unutar ergopodrucja: k&k,=g,,~>0

b) Postoji staticka granica, ergoploha, na kojoj
Je =0

c) Cestice iz asimptotskog podru¢ja mogu uéi u
ergopodrucje I obrnuto



Ergopodrucje

m Teorem (Carter-Vishveshwara)
— K2 Killingovo vektorsko polje
— S[K] hiperploha t.d. vrijedi:
N=KaK_ =0 1 dN£0 na S[K]
— S[K] — svjetlosnog tipa akko je Killingovo vektorsko
polje ortogonalno na S[K]

m Posljedica: u staticnom prostorvremenu
ergoploha se podudara s Killingovim horizontom



Vakuumska rjesenja
Kerrovo rjesenje

m Osnosimetricna, rotirajuca, nenabijena crna rupa

)
4<? =—dt2[1— 2Mrj_4Mrasm 9dtd¢

2 2

P P

+(r2+a2_2Mra sin de¢ +Xdr + p°dH?
0

a=J/M, p’=r?+a?cos’d, A=r?—-2Mr+a’
m p=0 prstenasti singularitet: r=0, 6=xn/2
m 4=0 Killingovi horizonti r, =M +JM? —a?
Killingovih vektorskih polja &. = {rf jazjm




Vakuumska rjesenja

Kerrovo rjesenje
/Symmew AXiN

m Ergoploha: o

r-(0) =M +VM?2 —a%cos? 6

m Granice ergopodrucja:
r.<r<r-(0)

Ring

B 20 Schwarzschildovo gty

fjesenje Struktura Kerrovog
prostorvremena



Vakuumska rjesenja

Kerr-Newmanovo rjesenje
m Osnosimetri¢na, rotirajuc¢a I nabijena crna rupa

2 A~ 2 2 2
ds? = —dt2 2730 oasin2 0"t A gigy
p p
2 2 2 AalA 2 2
SR mAASINT O G2pas2 L P gre 4 207
P’ A

A=r?—-2Mr+a®+Q°

m 4=0 Killingovi horizonti: r, =M £ /M? —a% —-Q’
m Ergoploha: r” () =M +M? —a?cos?6-Q°




Vakuumska rjesenja

Kerr-Newman-NUT 1 Kerr-NUT rjeSenje

m Osnosimetricna, rotirajuca, nabijena crna rupas
dodatnim NUT nabojem |

2S|n6’(2 25|n6’

ds® = ‘d6°

A=r?’—2Mr+a’+Q’-1?>, P=asin*9-2lcos@, p*=r*+(l+acosb)?’

m p=0 prstenasti singularitet: r=0, cosf=-I/a

m /=0 Killingovi horizonti:r. =M +,/M? +1? —-Q? - &’
m Ergoploha: r7(0) =M +M?+12 —Q% —a’cos? @
m /Za Q=0 - Kerr-NU




Vakuumska rjesenja

Kerr-Newman-NUT 1 Ker

Specijalni slu¢aj: Q%=l*-a2

® Horizont dogadaja: r=2M
m Za |>a nema singulariteta
m Ergoploha:

r5(@) =M +JYM? +a’sin? g

r-NUT rjeSenje
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Veli¢ina ergopodrucja (crveno)
povecava se porastom parametra a,
horizont (crno) je Schwarzschildov,

=2M

\L/



Vakuumska rjesenja
Tomimatsu-Sato rjeSenje
ds® =Bp~*(x* - y*)*(dz° +dp?)
_ AB “(dt—2mgA C(1-y?)dg)? + p?BAd

m B(x,y=0)=0 prstenasti :
singularitet

A

® Nema horizonta dogadaja i ek
honzons () | - p

_ g¢¢<0 ZatVOrene :}g singulanty
vremenske krivulje

L2 21 \y2
- Ergoploha. X*=1+A7(1-y°) Struktura Tomimatsu-
(p2/14 +0° —4pgA(A® +1) = O) Sato prostorvremena




Nevakuumska rjesenja
Rotirajuce zvijezde
m U aproksimaciji spore rotacije:
g, =€ @+h(r,0)+w’r’sin®o
m Za kompaktne zvijezde:
e2¢(N«1, h(r,0) je reda velic¢ine w?r?
— zanemarujemo h(r,0)
m Ergoploha: —e*® 4+ »?r?sin?6=0
m Ergopodrucje je torus

m Ovakva su rjeSenja nestabilna — realisti¢ne
ZVijezde nemaju ergopodrucje



Nevakuumska rjesenja
Rotirajuée crvotoéine

m Osnosimetricno I stacionarno prostorvrijeme:
ds® = —N*dt® + e“dr® + r’K?(d@* +sin * 8(d¢ — wdt)*)
b(r,@)j

r

R(r,0) = rK(r,0) - radijalna udaljenost, # =—In(1—

m “grlo” crvotocine: r=>b
ob/66|,_, =0 — bez singulariteta

ob/or|,_, <1 — odreduje oblik crvotogine

® a Je angularni moment ako: m_@+0( L j
I r'

m Energijski uvjet R,v?v* >0 naruSen u podrucju grla



Nevakuumska rjesenja
Rotirajuée crvotoéine

m Prostorvrijeme mora biti
1 1 throat
asimptotski ravno, za r — oo; \/»./\

N—>1 b/r—>0 K—1 o—0 _,: '\_

|
®m Biramo: ‘i}[.\ .
? 2 erworesion —T7 N
: : .
m Ergopodrucje: |

r*=[2asin 6 >1 — |a|>1/2 Popreéni presjek grla

crvotocéine



Ekstrakcija energije
Penroseov proces

m Stacionarno prostorvrijeme — sacuvana je
energlja: E=-p“k,

m Unutar ergopodrucja — moguce E<O

m p,— Impuls cestice koja se raspada u dvije cestice
Impulsa p, 1 p,

m Zakon oduvanja: Py = Pi + Ps

m Ako E, =—pk, <0, E, =E;, —E, > E,

m Dobivena je energija na racun rotacijske energije
crne rupe




Ekstrakcija energije
Efikasnost Penroseovog procesa

m Cestice s E<0 imaju i J<0 — angularni moment
Crne rupe se smanjuje

m Masa crne rupe ne moze postati manja od

Ireducibilne mase: 2
M2 =iM2 4 M* 47 CM2=MZ 4 _>M?
2 4M .

Irr

m Dobivena energija: AE=AM =M,-M_.(M,,J,)
— Maksimalna za My? = J,:

AM :(1—\1EJMO ~0.29M,




Ekstrakcija energije
Penroseov proces I 2. zakon
termodinamike crnih rupa

m 2. zakon termodinamike: 6A, >0
m Kerrova crnarupa: A=16zM?

Irr

m C, - svjetlosnog tipa 1 buduce usmjeren na
horizontu: 0> &2p, =-E+ QL

m Nakon apsorpcije Cestice: M =Ei &) =L
m Slijedi: oM > Q,,6J, tj. OM..>0



Ekstrakcija energije
Superradiance
" Amplituda vala reflektiranog od horizonta moze

biti ve¢a od amplitude upadnog vala
® Teukolskyjeva jednadzba — opisuje interakciju
polja s crnom rupom q?
_U K . lem V — O
errovom prostorvremenu:. ar.2 +<Vims Xim
d A d 2 2\1/2 As/2
- oy = A'?R
ar. r’+a’dr’ % (r+a’)
-V, — Kompleksni efektivni potencijal
—Asimptotska rjeSenja:
ZOC riseila)r*’ r — o0

ZOCAislzeiiar*, r._)r+ (E:a)—mQH)

*




Ekstrakcija energije
Superradiance

m Skalarno polje (s=0):
— Asimptotska rjesSenja:
yoce ™ ror,

1 A (@)™ + A (@)e™, T — oo

— Koeficijent refleksije: R=A,, /A,
— Koeficijent transmisije: T=1/A,,

" <1 R
0

— |z Wronskijana: (1_

—— R>1 ako O<w<m@,



Ekstrakcija energije
Superradiance 1 2. zakon termodinamike
crnih rupa

m 1. zakon termodinamike: oM ZSL(SA“ +Q, &
T

m Omjer toka angularnog momenta i energije za
skalarno polje: z-&=m/w

m Promjena parametara crne rupe: 6J/oM=m/w
_ ko  OA,
87 (0—Q,m)
m 0A, >0, energija se dobiva za 0M<0: w<Q,m

>
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