MATEMATICKI TEMELJI
KVANTNE MEHANIKE
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Prvi paradoks — kanonska komutacijska relacija

<%a X, P wp> =1 <1/’p» wp> 70

(Up, [X, Plop) = (¥p, X Pip)—(tp, PXtp)
- <%=XP%> - <P%>X¢p>
:p<wp»X¢p> _p@’pv pr> =0

Gdje smo pogrijesili ili hoce li kanonska komutacijska relacija biti “u opasnosti”?
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Drugi paradoks — operator impulsa

Provjerimo sada hermiti¢nost koju koristimo u prethodnom primjeru za 2 C R:

(6, PY) = /Q o* (—it) do= —i (6°0)| + (Pd, )
l 08},
povréin'ski Clan

Sto akoje 2 =R? Sto ako je Eestica “u kutiji”’?
Povr. ¢lan ne iS¢ezava uvijek, protuprimjer: () = [a, b] , Y(a) =) =0
S Uz ovakav r.u. imamo hermiti¢nost, no
Imamo i problem - nerjesivost eigenjedn:
0.5
Py = pp
Kako mozemo imati opservablu koja ne

0.0 . . . 0 ac 5
o 1 2 3 4 5 6 posjeduje svojstvene vektore i vrijednosti?
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Domena operatora

Svi seprabilni beskona¢no-dimenzionalni Hilbertovi prostori izomorfni su prostoru L.

Operator je linearno preslikavanje A: D(A)CH — H

Osnovni primjer su maksimalne domene koje se prirodno javljaju kao:

Drnaz(4) = {Yet | AYpetr}
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Povratak na paradokse

Sto je domena? Postoji li rjeSenje?

Ly = pip. PR (0, X, Plyp) |- & (w0, )

Ako postoji lezi li ono u domeni?

U drugom paradoksu za ) = R:

+00
(@, PYp) = =i (¢"P)|  + (P, ) = (P, 1))

— 00

IS¢ezava povrSinski Clan za impuls

2 / 2
definiran na svojoj max domeni: Dinax(P) = {@bEL (R) | /]RW ()" dz < 00}

Ipak, jo§ moramo razrijesiti pitanje o svojstvenim vektorima 1 vrijednostima...



Operatori | matrice

Postoje li operatori na L? koji se ponasaju “kao matrice”?



Operatori | matrice

Postoje li operatori na L? koji se ponasaju “kao matrice”?

Odgovor je potvrdan — to su ograni¢eni operatori:
VieD(A),IceRT t.d. ||Av| < cll¥]]



Operatori | matrice

Postoje li operatori na L? koji se ponasaju “kao matrice”?

Odgovor je potvrdan — to su ograni¢eni operatori:
VieD(A),IceRT t.d. ||Av| < cll¥]]

BLT teorem: domena ograni¢enih operatora se moze prosiriti na cijeli Hilbertov pr.



Operatori | matrice

Postoje li operatori na L? koji se ponasaju “kao matrice”?

Odgovor je potvrdan — to su ograni¢eni operatori:
VieD(A),IceRT t.d. ||Av| < cll¥]]

BLT teorem: domena ograni¢enih operatora se moze prosiriti na cijeli Hilbertov pr.

Svi operatori u kona¢no-dimenzionalnom H Pr. su ograni¢eni



Operatori | matrice

Postoje li operatori na L? koji se ponasaju “kao matrice”?

Odgovor je potvrdan — to su ograni¢eni operatori:
VieD(A),IceRT t.d. ||Av| < cll¥]]

BLT teorem: domena ograni¢enih operatora se moze prosiriti na cijeli Hilbertov pr.

Svi operatori u kona¢no-dimenzionalnom H Pr. su ograni¢eni

Ako vrijedi: [ X, P] = i tada je barem jedan od njih neogr.



Operatori | matrice

Postoje li operatori na L? koji se ponasaju “kao matrice”?

Odgovor je potvrdan — to su ograni¢eni operatori:
VieD(A),IceRT t.d. ||Av| < cll¥]]

BLT teorem: domena ograni¢enih operatora se moze prosiriti na cijeli Hilbertov pr.

Svi operatori u kona¢no-dimenzionalnom H Pr. su ograni¢eni| , QM moramo raditi
na beskonacno-dim
Ako vrijedi: | X, P| = il tada je barem jedan od njih neogr.| Hilbertovom prostoru!
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Hermiticnost i opservable

Prvo nam treba generalizacija hermitskog adjunkta:

7

S

ATy = {yeH | FpeH YaeD(A): (¢, Aa) )} ATy =¢
Hermiti¢nost nije nikako jednostavna:
\ A A
samo-adjungirani simetricni hermitski
AT = D(A) gustau H| Vi,0€D(A):
y (¢, Ag) = (A, )

_/
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Hermiticnost i opservable

Prvo nam treba generalizacija hermitskog adjunkta:

/f/(

\S

D(AT) = {¢eH | IpeH YaecD(A): (¥, Aa) )} ATy =¢
Hermiti¢nost nije nikako jednostavna:
N A A
samo-adjungirani eSA simetricni hermitski
AT = D(A) gustau H| Vi,0€D(A):
(¢, Ag) = (A, )
J

_/

J
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Spektar operatora

Spektar je skup svih A€C t.d. ne postoji ogranic¢eni inverz operatora 4 — \[

Sto ako nema inverza jer taj operator nije injektivan?

Ker(A = M) # @ = ) \eD(A) t.d. (A= Ay =0 tj. Ay =y
Eigenproblem!

Ovaj dio spektra nazivamo tockasti spektar,
a ako nam fali samo surijektivnost? — To nas vodi na kontinuirani spektar.

Kokretni racuni su teski, ali tu nas spasava NS Tm: svi SA operatori Su unitarno
ekivalentni s multiplikativnima.

Primjer - operator polozaja na D, (X—)\I)_l — - 1 5 = 0(X)=0.(X)=R
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Distribucije

Schwartzov prostor “rapidno trnu¢ih funkcija”:

S(©) = {veCc™(©) I ST I, )
T xeQ da™
Kaljene distribucije S’ su svi neprekidni linearni funkcionali g: S — C
Primjer konstrukcije Gelfandovog tripleta: C)
REKEF wwnwi= [ vods
[/ (/

Dualnolpros1renje operatora: Generalizirani eigenproblem:
(A'g)(9) = g(A¢) |

(A'9a)(¢) = agd(o)

mf‘c\n



Opremljeni Hilbertov prostor i Diracova notacija
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Opremljeni Hilbertov prostor i Diracova notacija

Q)
Y o2
SCKES (W)= / W da

[/ [/

Uvedimo li i prostor neprekidnih antilinearnih funkcionala S;* tada imamo
jos jedan triplet:

SCL?CS8~

Tada Ce, strogo govoreéi, Diracovi braovi biti elementi S " aketovi S



Zakljucak

“+ Domena operatora je nezaobilazna u QM
¢ Hermiti¢nost je zapravo jako suptilna

¢+ Oprezno s Diracovom notacijom



HVALA NA PAZNJI



