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Procesi raspršenja

• E. Rutherford 1909. godina – struktura atoma 

• SLAC 1960.-ih godina – struktura protona



Duboko neelastično raspršenje

• Kinematičke varijable 𝑥, 𝑄2, 𝑦, 𝜐

• Partonske distribucijske funkcije 𝑞𝑝(𝑥) – raspodjela impulsa
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Strojno učenje

MODEL + PARAMETRI

Učenje pod nadzorom

•Skup za učenje 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 , 𝑖 = 1,… , 𝑛

•Regresija, klasifikacija

Učenje bez nadzora

•Skup za učenje neoznačen



Optimizacija modela
• Minimizacija funkcije gubitka/pogreške



Gradijentni spust (1)
Ulaz: skup za učenje 𝑋, 𝑌 , diferencijabilna funkcija ℒ 𝑋, 𝑌,𝒘 , 

stopa učenja 𝜂(𝑖), početna parametarska točka 𝒘 0 = 𝑤1
0
, … , 𝑤𝑛

0

1. 𝑖 = 0

2. while uvjet zaustavljanja nije ispunjen do:

3. Računanje 𝛻𝒘ℒ(𝑋, 𝑌, 𝒘
𝑖 )

4. Nadogradnja 𝒘(𝑖+1) = 𝒘(𝑖) − 𝜂 𝑖 𝛻𝒘ℒ(𝑋, 𝑌,𝒘
(𝑖))

5. 𝑖 ← 𝑖 + 1

6. end while



Gradijentni spust (2)

Mogući uvjeti zaustavljanja while petlje:

• 𝛻𝒘ℒ(𝑋, 𝑌, 𝒘
(𝑖))

2
≈ 0

• 𝒘 𝑖+1 −𝒘 𝑖
2
≈ 0

• ℒ 𝑋, 𝑌,𝒘 𝑖+1 − ℒ(𝑋, 𝑌,𝒘(𝑖)) ≈ 0



Gausijanski proces

• Skup nasumičnih varijabli 𝒇𝐷 = 𝑓1, … , 𝑓𝐷 = 𝑓 𝒙1 , … , 𝑓 𝒙𝐷 ,                        
svaki njihov konačan broj čini multivarijantnu Gaussovu raspodjelu

• Multivarijantna Gaussova raspodjela za D-dim nasumični vektor:

𝒇𝐷 ∼ 𝒩𝐷(𝝁, Σ)

𝝁 = 𝐸 𝒇 = 𝐸 𝑓1 , … , 𝐸 𝑓𝐷
𝑇
= 𝐸 𝑓 𝒙1 , … , 𝐸 𝑓 𝒙𝐷

𝑇 ≡ 𝜇 𝒙1 , … , 𝜇 𝒙𝐷
𝑇

Σ𝑖,𝑗 = 𝐸 (𝑓 𝒙𝑖 − 𝜇𝑖)(𝑓 𝒙𝑗 − 𝜇𝑗) = 𝐶𝑜𝑣 𝑓 𝒙𝑖 , 𝑓 𝒙𝑗 = 𝑘 𝒙𝑖 , 𝒙𝑗

• Gausijanski proces: 𝑓 𝒙 ∼ 𝒢𝒫(𝜇 𝒙 , 𝑘(𝒙, 𝒙′))

𝑒𝑥𝑝. 𝑞𝑢𝑎𝑑 𝒙, 𝒙′; 𝑙 = exp −
1

2𝑙2
𝒙 − 𝒙′ 2



Regresija gausijanskih procesa (1)

𝒙𝑖 , 𝑦𝑖 |𝑖 = 1,… , 𝑛 ,    𝑦𝑖 = 𝑓 𝒙𝑖 + 𝜀

𝑐𝑜𝑣 𝑦𝑖 , 𝑦𝑗 = 𝑘 𝒙𝑖 , 𝒙𝑗 + 𝜎𝑛
2𝛿𝑖,𝑗 → 𝑐𝑜𝑣 𝒚 = 𝐾 𝑋, 𝑋 + 𝜎𝑛

2𝐼

𝒚

𝒇∗
∼ 𝒩 𝟎,

𝐾 𝑋, 𝑋 + 𝜎𝑛
2𝐼 𝐾(𝑋, 𝑋∗)

𝐾(𝑋∗, 𝑋) 𝐾(𝑋∗, 𝑋∗)

𝒇∗|𝑋, 𝒚, 𝑋∗ ∼ 𝒩 𝒇∗, 𝑐𝑜𝑣 𝒇∗

𝒇∗ = 𝐾 𝑋∗, 𝑋 𝐾 𝑋, 𝑋 + 𝜎𝑛
2𝐼 −1𝒚

𝑐𝑜𝑣 𝒇∗ = 𝐾 𝑋∗, 𝑋∗ − 𝐾 𝑋∗, 𝑋 𝐾 𝑋, 𝑋 + 𝜎𝑛
2𝐼 −1𝐾 𝑋, 𝑋∗



Regresija gausijanskih procesa (2)

𝒇∗ ∼ 𝒩(𝟎, 𝑒𝑥𝑝. 𝑞𝑢𝑎𝑑(𝑥, 𝑥′; 𝑙 = 1)) 𝒇∗ ∼ 𝒩(𝟎, 𝑒𝑥𝑝. 𝑞𝑢𝑎𝑑(𝑥, 𝑥′; 𝑙 = 1))

+ mjerenja bez greški



Granična vjerojatnost

Pretpostavljeni model: 𝒇|𝑋 ∼ 𝒩𝑛 𝟎,𝐾𝒘

𝑦𝑖 = 𝑓 𝑥𝑖 + 𝜀 → 𝒚|𝒇, 𝑋 ∼ 𝒩𝑛 𝒇, 𝜎𝑛
2𝐼

𝑝 𝒚|𝑋 = න𝑝 𝒚|𝒇, 𝑋 𝑝 𝒇|𝑋 𝑑𝒇

𝑙𝑛 𝑝 𝒚|𝑋 𝒘 = −
1

2
𝒚𝑇 𝐾𝒘 + 𝜎𝑛

2𝐼 −1𝒚 −
1

2
𝑙𝑛 𝐾𝒘 + 𝜎𝑛

2𝐼 −
𝑛

2
𝑙𝑛 2𝜋

ℒ 𝒘 = −1 ∙ 𝑙𝑛 𝑝 𝒚|𝑋 𝒘 → funkcija gubitka



Pojednostavljenje problema 

ekstrakcije

𝑑𝜎1
𝑑𝑥

= ℎ1 𝑥 0 ∙ 𝑑𝑞𝑢𝑎𝑟𝑘𝑡𝑟𝑢𝑡ℎ 𝑥 + ℎ1 𝑥 1 ∙ 𝑔𝑙𝑢𝑜𝑛𝑡𝑟𝑢𝑡ℎ 𝑥

𝑑𝜎2
𝑑𝑥

= 1 + ℎ2 𝑥 0 ∙ 𝑑𝑞𝑢𝑎𝑟𝑘𝑡𝑟𝑢𝑡ℎ 𝑥 + ℎ2 𝑥 1 ∙ 𝑔𝑙𝑢𝑜𝑛𝑡𝑟𝑢𝑡ℎ 𝑥

ℎ1 𝑥 =
1

1+𝑥
,

𝑥

1+𝑥
,    ℎ2 𝑥 =

𝑥

1+𝑥2
,

1

1+𝑥2



Simulacija eksperimentalnih 

podataka

𝑑𝑞𝑢𝑎𝑟𝑘𝑡𝑟𝑢𝑡ℎ 𝑥 = 3 𝑥 ∙ 1 − 𝑥

𝑔𝑙𝑢𝑜𝑛𝑡𝑟𝑢𝑡ℎ 𝑥 = 6𝑥 ∙ 1 − 𝑥 ∙ 1 + 0.3 ∙ 𝐶2
1.5

2𝑥 − 1



PDF - nezavisni gausijanski procesi (1)
dquark → 𝑒𝑥𝑝. 𝑞𝑢𝑎𝑑 𝑥, 𝑥′; 𝑙1 gluon → 𝑒𝑥𝑝. 𝑞𝑢𝑎𝑑(𝑥, 𝑥′; 𝑙2)

𝑑𝜎1
𝑑𝑥

= ℎ1 𝑥 0 ∙ 𝑑𝑞𝑢𝑎𝑟𝑘𝑡𝑟𝑢𝑡ℎ 𝑥 + ℎ1 𝑥 1 ∙ 𝑔𝑙𝑢𝑜𝑛𝑡𝑟𝑢𝑡ℎ 𝑥

𝑐𝑜𝑣1 𝑥, 𝑥′ = ℎ1 𝑥 0 ℎ1 𝑥′ 0 ∙ 𝑒𝑥𝑝. 𝑞𝑢𝑎𝑑 𝑥, 𝑥′; 𝑙1
+ℎ1 𝑥 1 ℎ1 𝑥′ 1 ∙ 𝑒𝑥𝑝. 𝑞𝑢𝑎𝑑 𝑥, 𝑥′; 𝑙2

𝑑𝜎2
𝑑𝑥

− 1 = ℎ2 𝑥 0 ∙ 𝑑𝑞𝑢𝑎𝑟𝑘𝑡𝑟𝑢𝑡ℎ 𝑥 + ℎ2 𝑥 1 ∙ 𝑔𝑙𝑢𝑜𝑛𝑡𝑟𝑢𝑡ℎ 𝑥

𝑐𝑜𝑣2 𝑥, 𝑥′ = ℎ2 𝑥 0 ℎ2 𝑥′ 0 ∙ 𝑒𝑥𝑝. 𝑞𝑢𝑎𝑑 𝑥, 𝑥′; 𝑙1
+ℎ2 𝑥 1 ℎ2 𝑥′ 1 ∙ 𝑒𝑥𝑝. 𝑞𝑢𝑎𝑑 𝑥, 𝑥′; 𝑙2



PDF - nezavisni gausijanski procesi (2)

𝑑𝜎1
𝑑𝑥

= ℎ1 𝑥 0 ∙ 𝑑𝑞𝑢𝑎𝑟𝑘𝑡𝑟𝑢𝑡ℎ 𝑥 + ℎ1 𝑥 1 ∙ 𝑔𝑙𝑢𝑜𝑛𝑡𝑟𝑢𝑡ℎ 𝑥

𝑑𝜎2
𝑑𝑥

− 1 = ℎ2 𝑥 0 ∙ 𝑑𝑞𝑢𝑎𝑟𝑘𝑡𝑟𝑢𝑡ℎ 𝑥 + ℎ2 𝑥 1 ∙ 𝑔𝑙𝑢𝑜𝑛𝑡𝑟𝑢𝑡ℎ 𝑥

𝑐𝑜𝑣12 𝑥, 𝑥′ = ℎ1 𝑥 0 ℎ2 𝑥′ 0 ∙ 𝑒𝑥𝑝. 𝑞𝑢𝑎𝑑 𝑥, 𝑥′; 𝑙1
+ℎ1 𝑥 1 ℎ2 𝑥′ 1 ∙ 𝑒𝑥𝑝. 𝑞𝑢𝑎𝑑 𝑥, 𝑥′; 𝑙2

𝑐𝑜𝑣21 𝑥, 𝑥′ = ℎ2 𝑥 0 ℎ1 𝑥′ 0 ∙ 𝑒𝑥𝑝. 𝑞𝑢𝑎𝑑 𝑥, 𝑥′; 𝑙1
+ℎ2 𝑥 1 ℎ1 𝑥′ 1 ∙ 𝑒𝑥𝑝. 𝑞𝑢𝑎𝑑 𝑥, 𝑥′; 𝑙2



Matrica kovarijance

𝒚 = 𝑦1
1, … , 𝑦𝑛

1, 𝑦1
2 − 1,… , 𝑦𝑛

2 − 1 𝑇,  

𝑦𝑖
𝑝

- srednja vrijednost mjerenja za ቚ
𝑑𝜎𝑝

𝑑𝑥 𝑥𝑖
;

𝐾 =

𝑐𝑜𝑣1 𝑥1, 𝑥1 ⋯ 𝑐𝑜𝑣1 𝑥1, 𝑥𝑛
⋮ ⋱ ⋮

𝑐𝑜𝑣1 𝑥𝑛, 𝑥1 ⋯ 𝑐𝑜𝑣1 𝑥𝑛, 𝑥𝑛

𝑐𝑜𝑣12 𝑥1, 𝑥1 ⋯ 𝑐𝑜𝑣12 𝑥1, 𝑥𝑛
⋮ ⋱ ⋮

𝑐𝑜𝑣12 𝑥𝑛, 𝑥1 … 𝑐𝑜𝑣12 𝑥𝑛, 𝑥𝑛
𝑐𝑜𝑣21 𝑥1, 𝑥1 ⋯ 𝑐𝑜𝑣21 𝑥1, 𝑥𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝑐𝑜𝑣21 𝑥𝑛, 𝑥1 ⋯ 𝑐𝑜𝑣21 𝑥𝑛, 𝑥𝑛

𝑐𝑜𝑣2 𝑥1, 𝑥1 ⋯ 𝑐𝑜𝑣2 𝑥1, 𝑥𝑛
⋮ ⋱ ⋮

𝑐𝑜𝑣2 𝑥𝑛, 𝑥1 ⋯ 𝑐𝑜𝑣2 𝑥𝑛, 𝑥𝑛

𝒚; 𝐾 = 𝐾
𝑙1
𝑙2

= 𝐾 𝒘 → podatci za funkciju gubitka → optimizacija 𝒘



Rezultati

Prilagodba nakon optimizacije Ekstrakcija rješavanjem sustava



Zaključak

• Metoda ekstrakcije pdf-a iz podataka dif. udarnog presjeka:

1. Pojednostavljenje problema

2. Simulacija podataka dif. udarnog presjeka zadavanjem pdf-a

(Python) → cilj replikacija zadanih pdf-a

3. Modeliranje pdf-a kao gausijanskih procesa (lsqfitgp paket)

4. Optimizacija parametara matrice kovarijance na simulirane 

podatke (lsqfitgp paket)

5. Prilagodba na simulirane podatke (lsqfitgp paket) 

6. Ekstrakcija pdf-a (lsqfitgp paket) → obećavajući rezultati

• Preinake i nadogradnje → primjena u istraživanju
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