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UvoD

Buchdahlov teorem postavlja granicu na maksimalnu odrzivu kompaktnost obi¢ne gravitirajuce
materije. Za stati¢ne sferno-simetri¢ne konfiguracije s masom M i radijusom R mora biti
zadovoljeno 2M/R < 8/9, tj. M < 4R/9, gdje se koriste prirodne jedinice (c =G =1)i (—,+,+,+)
signatura metrike.
Izvodimo:

» Schwarzschildovo vanjsko i unutarnje rjeSenje za idealni fluid

» Tolman-Oppenheimer-Volkoff hidrostatsku jednadzbu

» Buchdahlovu granicu na masu zvijezde sa zadanim radijusom i nenegativnom monotono
padaju¢om gustoc¢om



UvoD

EINSTEINOVA JEDNADZBA

Einsteinova jednadZba polja — sustav parcijalnih diferencijalnih jednadzbi drugog reda.

1 87G
G/“/ = Rl“’ — ERg#y = CTT'“‘V (1)

Einsteinova jednadZba povezuje geometriju prostorvremena s raspodjelom mase, energije i impulsa
te su rjeSenja komponente metrike. Trag jednadZbe (1) omogucuje zapis:

871G 1
Ruy = CT (Tuu - zTguu> (2)

Vakuumsko rjeSenje:
R,uzz =0 (3)

Prvo netrivijalno vakuumsko rjeSenje dao je Schwarzschild 1916.
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UvoD

BUCHDAHLOV TEOREM

Promatramo stati¢no, sferno-simetri¢no rjeSenje Einsteinove jednadZbe s materijom zatvorenom
radijusom R koja se ponasa kao idealni fluid s gusto¢om koja se ne povecava s radijalnom
koordinatom.

Idealni fluid moze se u potpunosti opisati gustocom u miruju¢em sustavu p i izotropnim tlakom P;
nema viskoznost, ne podlijeZe smicanju i toplinskoj vodljivosti.

Pretpostavljamo p > 0i P > 0. Masa mora zadovoljavati:

ARE 4
Ms5e =79 @

Za dokaz teorema Buchdahl koristi Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV) jednadZbu.




SCHWARZSCHILDOVO R]EéEN]E
1zZvOD SCHWARZSCHILDOVOG RJESENJA

RjeSenje opisuje vanjsko gravitacijsko polje staticnog sferno-simetri¢nog tijela s 4D Lorentzovom
metrikom ¢iji Riccijev tenzor iS¢ezava, koja je stati¢na i sferno-simetri¢na.
Prostorvrijeme je:
» stacionarno — ako postoji vremensko Killingovo vektorsko polje £
> stati¢no — ako je stacionarno i postoji prostorna hiperploha ¥ na koju je £# ortogonalno, t.
invarijantno je na transformacije t — t+konst. i t - —t, komponente metrike ne ovise o
vremenu i ne postoji mijeSani ¢lan dtdx’

» sferno-simetri¢no — invarijantno na rotacije
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SCHWARZSCHILDOVO R]EéEN]E
[zvOD SCHWARZSCHILDOVOG RJESENJA

Metrika proizvoljnog stati¢nog sferno-simetri¢nog prostorvremena:

ds® = —f(r)dt* + h(r)dr* + r*(d6* + sin? 0d¢?) ()
~f(ry 0 0 0
0 k() O 0
go=| 0 E) ) A (6)
0 0 0 r%sin?0

Christoffelovi simboli ra¢unaju se:
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SCHWARZSCHILDOVO RJESEN]JE

1ZvOD SCHWARZSCHILDOVOG RJESENJA

Neis¢ezavajuéi simboli su:

gdje je (") oznaka derivacije po r.

Vil
T2 f(r)
1f'(r)
r —
Dy = 2 h(r)
1H (r)
T
D 2 h(r)
r
I‘\?’
600 ]’1(1’)
rsin2 0
", =———
=" h(n)
F6¢¢ = —sinfcosd
1
Mg =T, =
F¢9¢ = cotf



SCHWARZSCHILDOVO R]EéEN]E
[zvOD SCHWARZSCHILDOVOG RJESENJA

Riemannov tenzor ratunamo formulom:

or+ or+
2 - ob + Fauﬂruaa - Faaﬁl—wua (8)

wooo_
R vy = Oxe oxv

Neisc¢ezavajuée komponente su:

g - L0 L) 1 (f'(r)?
MEDHr) 4 12 4f(r)h(r)

w0 L0 e

tor — Zh(r) — it
1 H(r)
6 _ L _ po
rfr — 2 h(i’) R ror
1
¢ _q_
Koo =1 =iy

Riccijev tenzor iz Riemannovog dobije se formulom:

R/W = Rauav (9)



SCHWARZSCHILDOVO R]EéEN]E
[zvOD SCHWARZSCHILDOVOG RJESENJA

Komponente Riccijevog tenzora su konac¢no:

Re= O LFORD _1EOR 170
W) d R0) AR 7 RO)
LEW? 10

1P 1PN 1)
B ==3%0 T Thp) T4 e T
e i) |
R0 = =35 onem T are T

R¢¢ = SiIl2 0 - Rgg

Rjesavamo vakuumsku Einsteinovu jednadZzbu R, = 0.

(10)
(11)

(12)

(13)



SCHWARZSCHILDOVO R]EéEN]E
[zvOD SCHWARZSCHILDOVOG RJESENJA

Ry =0 (14)

— 310 = 1 Er0 L TR Le (15
Ry =0 (16)
I LR R

Izjedna¢avamo komponente pa time i izraze f”(r). Oduzimanjem odgovarajucih ¢lanova dobivamo:

Loon _1F0) ) fr) K _
C

Bez smanjenja opcenitosti, C = 1.



SCHWARZSCHILDOVO R]EéEN]E
[zvOD SCHWARZSCHILDOVOG RJESENJA

Rjesavamo Ry te h(r) piSemo preko f(r).

_r fi(r) rH(r) 1
R0 =30 ) Faie T W -0 20
r —f'(r)
_Ef (7") + E 2(1,) ’ fZ(r) +1 f(r) (21)

€

L) =1 = fr) =1+ @)

Konac¢no pisemo metriku:

C 1
L CNop o b s o 20
ds? = <1+ r>dt +1+er + r(d6” + sin” 0d¢”) (23)

r



SCHWARZSCHILDOVO R]EéEN]E
1zZvOD SCHWARZSCHILDOVOG RJESENJA

Schwarzschildovo rjeSenje je asimptotski ravno: kako r — oo metrika se priblizava
sferno-simetri¢noj metrici Minkowskog. To omogucuje interpretaciju Schwarzschildovog rjeSenja
kao vanjsko gravitacijsko polje izoliranog tijela. U reZimu slabog polja (r — co) ponaSanje testnog
tijela u skladu je s ponasanjem u Newtonovom polju mase M = —C/2 te to interpretiramo kao
ukupnu masu Schwarzschildovog prostorvremena.

Metriku dalje piSemo kao:

it — <1 _ 21”) P+ 112Mdr2 + (62 + sin? 0d?) (24)

r
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SCHWARZSCHILDOVO R]EéEN]E
UNUTARNIJA RJESENJA

Tenzor energije i impulsa koji opisuje idealni fluid:
T, = puutty + P(gu + uuity) (25)

gdje je ut = —/f(r)(dt)" 4-brzina fluida.
Razmatramo izotropni slu¢aj (P, = Py = P) u kojem tlak iS¢ezava na rubu tijela.
RjeS8avamo Einsteinovu jednadzbu. Prvo nam je potreban Riccijev skalar.

R = g"Ryt + ¢"Ryr + §"Rop + §%°Ryy (26)
) FORG 1O 2 £ 2KE) 2 (1
R="omn * 2700) T 2P0 iRy T i) T2 (1 h(r)) @)
Tenzor T),, mozemo zapisati:
f(ry)-p 0 0 0
0 h(r)-P 0

To=| (rg) 2 p 8 (28)

0 0 0 2sin26 - P



SCHWARZSCHILDOVO R]EéEN]E
UNUTARNIJA RJESENJA

RjeSavamo jednadZbu za neovisne komponente.

1
8Ty = Ryup — ERSW

Za Ttti . ( )
1H (r 1 1
0= T (“h(r))
Ty
1F0) 1(, 1
TP = S hnf) T (1 h(r))
ng:

gp_ L 10 _Af@HE) 1 FE@? 1)

1 KW (r)

T 2F(0h(r)  AF0VIR() AP | 2rf(rh(r)

- 2rk2(r)

(29)

(30)

(31)

(32)



SCHWARZSCHILDOVO R]EéEN]E
UNUTARNIJA RJESENJA

JednadZba t komponente ovisi samo o h(r) te moZzemo dalje raspisati:

1d 1
8mp = 23 (r <1 — h(1’)>> (33)

iz ¢ega mozemo odrediti /1(r) kao generalizaciju vakuumskog Schwarzschildovog rjeSenja u obliku:

1
gdje je:
m(r) = 47r/ p(r’)r’zdr’ + a gdje je a = konst. (35)
0

Glatkoc¢a metrike zahtijeva h(r) — 1 kako r — 0, stoga postavljamo a = 0 da bismo izbjegli
singularitet u r = 0.

Nuzan uvijet stati¢nosti: i(r) > 0, tj. 2m(r) < r. Unutarnje rjeSenje spajamo s vanjskim
Schwarzschildovim na nacin:

M = m(R) = 4x / ! p(r)Pdr (36)
0
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SCHWARZSCHILDOVO R]EéEN]E
UNUTARNIJA RJESENJA

f(r) pisemo kao funkciju parametra ¢(r):
f= % iz Cega slijedi f'(r) = Zfiij

pa r komponentu Einsteinove jednadZbe piSemo:
2 dp 1 1
7P i~ i)

Nalazimo i ¢/(r) koristeéi ranije dobiven izraz za h(r):
dp  4nrP+ m(r)

dr — r(r—2m(r))

Za daljnju analizu treba nam i f”(r):

dp\? _ d%¢
1 _ e v
f(r)_4f<d7’) +2fd7’2

i¢"(r):
d2¢  127r°P + 4mr? i 4 0

() (4nr +m(r)) (2r —r

arr r(r—m(r))

- 72 (r — m(r)?

(37)

(38)

(39)

(40)

(41)



SCHWARZSCHILDOVO R]EéEN]E
UNUTARNIJA RJESENJA

Sad f”(r) pisemo:

1 2f 3 2 2 de dm(r)
=9 (4 - = Y
f(r) 2 2m(r)? ( r P—{—m(r)) +r(r—2m(r)) | 127r°P + 4xr I + P
. (42)
dm(r
_ 3 sl AN
(47rr P+m(r)) <2r T m(r)> }
te uz ih ,
dh _ ., rm (r) — m(;;) 43)
dr (r = 2m(r))
pisemo 6 komponentu Einsteinove jednadzbe gdje umjesto m’'(r) pisemo 4 pr?:
_ 1 1 3 2 _ 2 3 dP 2
3P = {2 (zw P+ m(r)) Fr(r —2m(r)) (mr P+4rr +dmrp
- <47rr3P + m(r)) (27 —2m(r) — 87rr3p> - (47rr3P + m(r)) (47rr3p - m(r)) (44)

- <47rr3P + m(r))2 } + %3 (47rr3P —47nrp + m(r))



SCHWARZSCHILDOVO R]EéEN]E
UNUTARNIJA RJESENJA

Daljnjim pojednostavljenjima izraza i mnoZenjem s r3(r — 2m(r)) dobivamo:

8rr® (r — 2m(r)) P = (47rr3P + m(r)) Anr (P +p) —2- (47rr3P + m(r)) (r — 2m(r))

(45)
+dar* (r — 2m(r)) ‘21: +47r® (r — 2m(r)) (3P + p) 4 471> (r — 2m(r)) (P — p) + 2m(r) (r — 2m(r))
Izoliranjem P’(r) i skra¢ivanjem odgovaraju¢ih komponenti dobivamo:
4ot (r — 2m(r)) Z—I: = —47r° (P + p) (47rr3P + m(r))
dP_ P+p 47r3P + m(r) (46)
dr r r—2m(r)
gdje je krajnji izraz Tolman-Oppenheimer-Volkoff hidrostatska jednadzba.
Za stati¢nu i sferno-simetri¢nu zvijezdu:
ds® = —20df? + — o A + 72 (d.92 + sin? ed¢2) (47)

r

nuZan i dovoljan uvjet stabilnosti je zadovoljena TOV jednadzba.



SCHWARZSCHILDOVO R]EéEN]E
UNUTARNIJA RJESENJA

Razmatramo konfiguraciju konstantne gustoce pg nestla¢ivog fluida.
r<R
o(r) = 470 (r <R)
0 (r>R)
Za takvu raspodjelu gustoée masu odredujemo:
4 .3 <
m(r) — 3p0r (r — R)
M (r > R)

U limesima P < pim(r) < r,jednadZba se reducira na Newtonovu jednadzbu hidrostaticke

ravnotezZe:
dP _ pm(r)

dr 12

koja integracijom daje:

gdje imamo na umu i$¢ezavanje tlaka na povrsini zvijezde P(R) = 0. Sredisnji tlak je onda:

2 ) s % 4 2
PC:?IOOR = (g) poM>

(48)

(49)

(50)

(51)

(52)



SCHWARZSCHILDOVO R]EéEN]E
UNUTARNIJA RJESENJA

Integriramo TOV jednadZbu:

dj P + po 4713P —|— 4—”7’3p0

dr r
dP

r—= 73 Po

P2 4 %pOP + %p(z)

3 po+3P(r)\
2poln<po+P(r) ) -

4
: Wr3po//

7T167Tp0
1
po+3P(r) (3 —8mr?py)?
po+P(r) (3 8rR2py)?

Sredivanjem izraza nalazimo jednadZbu stanja:

1
3 - 871r2py)? —
P(r) = po o= 5T 00)

(3 — 87TR2,00)%

3 n 3 — 877 py
3 - 87TR2,00

3(3 — 87R2pg)? — (3 — 8172pg)?

(53)



SCHWARZSCHILDOVO R]EéEN]E
UNUTARNIJA RJESENJA

Koristedi:

3 —81R%py =3 (1 — 2;?)

2Mr?
3—87T1’2p0:3<1— = >
sredisnji tlak moZemo pisati:
1
1-(1-2%)?
P, = £0 ( If )
31-3F -1

koji se u limesu R > M reducira na Newtonovu vrijednost.
Sredi$nji tlak postaje beskonacan za:

1
2M\ 2 . 9
3(1—R> _1kad]eR_1M

Koristene pretpostavke su p(r) = pg =konst., pp > 0 te za tlak P(r) > 0i P'(r) < 0.

(55)

(56)

(57)
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BUCHDAHLOVA GRANICA

Buchdahlova granica:
2M

R
Ako je gusto¢a nenegativna i monotono padajuca:

IA
O

p(r) =0
p(r) <0

za stati¢ne sferno-simetri¢ne zvijezde radijusa R u opcoj relativnosti najveéa moguca masa dana je
najve¢om moguéom vrijednosti mase za homogenu zvijezdu M,y = 4R/9.

(58)
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BUCHDAHLOVA GRANICA
ZVIJEZDE RADIJUSA R

Postojanje gornje granice dolazi vec iz uvjeta stati¢nosti h(r) > 0, Sto daje:

1 oM
>0 — - <1 (59)
1- 2 R

Ovaj uvjet moZe se izostriti koriste¢i uvjet f(r) > 0 koji kaze da je Killingovo vektorsko polje £#
svugdje vremenskog tipa. Uzimamo pretpostavke na gustocu p(r) > 01 p/(r) < 0 bez pretpostavki
na tlak i promatramo Einsteinove jednadzbe.
Grr - G00 =0
1 fiin 1 (1 1 ) L) RGP 1 f) 1) (60)

1 2
rfORG) 7 25N AR | ARMR() 2 f(Oh(r) | 2r k()

Ubacujemo h(r) i preoblikujemo:

1 f(r) _1{ £ 1 f) (}Z/f:>)+§<(f>))}=—fa(fdnﬁir)—?’m(f)) 6D

h(r)

2f(rh(r) 2| f(nh(r)  2f(r)h(r)



BUCHDAHLOVA GRANICA
ZVIJEZDE RADIJUSA R

S lijeve strane izlu¢ujemo (f (r)h(r))*l/ 2 isve dijelimo s —r:

_ 1 ftn 11 fr VIR 1 () fH () +h(Of (1) d(ﬂ?(f)) 62)
22f(Nh(r) * 2r JFNR(r) | FOR(r)  2f(n)h(r) F(r)h(r)

S dr
Prepoznajemo derivacije /f (r)h(r) po r paf'(r)/\/f (r)h(r) po r:
1 f’() NN d( f'(r) >:d<m(”> (63)

73

C272f(r) o V@ h(r)dr \ \/f(r)h(r) dr \
Mnozimo s +/f (r)h(r) pa prepoznajemo derivaciju f'(r)/ <r f (r)h(r)) por:

a(_fu 4 (m(r)
<2r f()()) fomong (") ©

d 1 d B d (m(r)
a ( ot f<r>> = oo g (") (65)

i kona¢no:




BUCHDAHLOVA GRANICA
ZVIJEZDE RADIJUSA R

Bududi da se gustoca smanjuje s radijusom p'(r) < 0, prosjetna gustoca koja je proporcionalna s
m(r)/r3, takoder monotono pada s r. Iz toga se piSe:

() =0

i ( 1 \/7 (66)

<
dr 0

r/h(r) dr -
Integracijom prema unutra od R do r dobivamo:
1 d 1 d
\/f(r) > \/f(R)
r/h(r) dr R\/h(R) dr
2 1

LMo 1 M 7
2 3
R R 2 R /1 2 R
Integracijom od R do 0 dobivamo
M R
FR) = f0) = 75 [ rv/h(ndr
oM M (R r ©9
f0)<Hy\/1—— —— ————rdr



BUCHDAHLOVA GRANICA
ZVIJEZDE RADIJUSA R

Koristili smo f(R) = 1 — 2 i eksplicitni oblik za h(r). Iz uvjeta p'(r) < 0 uotavamo da m(r) ne smije
biti manje nego Sto bi b110 u slu¢aju homogene gustoce zvijezde p'(r) = 0.
Mr3
m(r) > 5 (69)

te ¢e izraz za /f(0) biti najmanji kad vrijedi jednakost.

VA < \/72M / \/17211\;?21’617

(70)
[~ _3 [  2M 1
< = _ o _
f0) = 2 1 R 2
Nuzan uvijet stati¢nosti 1/f(0) > 0 daje:
3/, 2M _ 1
“WJ1-=>=
2 R 2 (71)
M8 R
R =9 -9

Sto je traZeni rezultat. U ovom slucaju nije bilo nikakvih pretpostavki na tlak P, koji nije ni usao u
izvod.

N
N
®



Z AKLJUCAK

Ispitali smo omjer mase i radijusa 2M/R fizikalno moguceg stati¢nog sferno-simetri¢nog objekta
obi¢ne gravitiraju¢e materije u opéoj relativnosti. Pokazali smo da teorija uvijek daje gornju granicu
omjera koji strogo leZi ispod vrijednosti koju poprima kad se stvara horizont.

Buchdahlov teorem koristan je u promatranju alternativa crnim rupama. Da bi se konstruirala
dobra alternativa, potrebna je ekstremna kompaktnost objekta i krsenje Buchdahlove nejednakosti,
Sto znaci da bi jedna od pretpostavki teorema bila neto¢na. KoriStene pretpostavke su:

» Opca relativnost je to¢na teorija gravitacije
> Rjesenje je sferno simetri¢no

» Materija je opisana idealnim fluidom

>

Fluid je ili izotropan ili blago anizotropan, u smislu da je tangencijalni tlak manji od radijalnog
P r 2 P 0

Radjijalni tlak i gustoca su pozitivni, P, > 0, p > 0

vy

gustoca energije se smanjuje prema van p'(r) <0
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Z AKLJUCAK

PROSIREN]JE TEORIJE

Glavne osnove prosirenja teorije su prosirenje definicije vrste tvari — udaljavanje od idealnog fluida,
i poopéavanje na sustave niZe simetrije. Naj¢eSce se promatra anizotropni slucaj i rotacije.
Dodatno, osim na globalnu kompaktnost 2M/R, ograni¢enja se mogu postaviti na:

» unutarnju kompaktnost Zm—r(r)

» lokalno mjerenu akceleraciju zbog gravitacije
» komponente metrike prostorvremena

» razne linearne kombinacije tlaka i gustoce
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