Uvod u Perturbacije
Schwarzschildove Metrike

Prezentacija Ce se baviti analizom perturbacija Schwarzschildove metrike,
kljucnog rjesenja Einsteinovih jednadzbi koje opisuje nerotirajuce crne
rupe. Fokusirat ¢emo se na utjecaj ovih perturbacija na stabilnost crnih
rupa te njihovu povezanost s gravitacijskim valovima. Posebnu paznju
posvetit cemo kvazinormalnim modovima, istrazujuci njihovu ulogu u
dosadasnjim istrazivanjima i njihov potencijal za buduce primjene.

Karlo Novak
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Povijest Gravitacijskih Valova

1916. 1

Einstein predvida postojanje gravitacijskih valova u
opcCoj teoriji relativnosti.
p) 1974.
Hulse i Taylor otkrivaju binarni pulsarski sustav Cija
se orbita slaze s predvidanjima o gubitku energije

2015. 3 zbog gravitacijskih valova.

LIGO detektira prvi direktni dokaz gravitacijskih
valova nastalih sudarom dviju crnih rupa.
4 BENER
Nastavlja se istrazivanje i otkrivanje gravitacijskih
valova, otvarajuci novo poglavlje u nasem

razumijevanju svemira.
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Einsteinova jednadzba i Schwarzschildova Metrika

Metrika

Einsteinova jednadzba

Schwarzschildova Metrika

2 2 -1
8o ds? = — (1 _ Gmr) dt? + (1 _ Gmr) dr® + 12 (d6? + sin® 0 d¢p?)

G+ Aguw = C_4Tuv

Ova jednadzba opisuje vezu izmedu geometrije prostor-
vremena (lijeva strana) i raspodjele energije i impulsa (desna

strana).

c2 c2

Ova metrika je rjeSenje Einsteinovih jednadzbi za
nerotirajucu crnu rupu. Horizont dogadaja (r = 2M) je
granica iza koje nista, ukljucujudi svjetlost, ne moze pobjeci.
Singularitet (r = 0) je tocka u srediStu gdje zakrivljenost

prostor-vremena postaje beskonacna.
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Podjela Perturbacija

Aksijalne Perturbacije Polarne Perturbacije

Neparni paritet. Opisane Regge-Wheelerovom jednadzbom. Parni paritet. Opisane Zerillijevom jednadzbom.
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Aksijalni Valovi
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Bazdarne ili koordinatne transformacije, kanonska forma perturbacija i jednadzbe
modova

Razliciti valovi mogu predstavljati iste fizicke pojave gledane u razlicitim sustavima koordinata.
Razmotrimo infinitezimalnu koordinatnu transformaciju:

xloz — CEa ‘|‘£a (é-a << .’Ea)

Infinitezimalni pomaci £ transformiraju se poput vektora. U novom sustavu koordinata imat
¢emo:
giw T h:w = Guv + Eup + v +

Sada je h,, definiran kao razlika izmedu perturbirane metrike i Schwarzschildove metrike, napi-
sane u sfernim koordinatama. Prema ovoj definiciji, razlika u novom sustavu koordinata imat ¢ée
vrijednost:

hﬁ:ezw — hzlf + 5#;1/ + 51/;#
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Bazdarni vektor £€“ koji pojednostavljuje aksijalne valove mora imati formu:

, 0
50 — 07 51 — 07 é‘# — A(Ta T)EM @Yéw(97¢)v (M,L/ — 273)

0 0 0 ho(r)
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Aksijalni valovi

B B _
6FW;B N 5FMB;V =0

2m”™ d 2m’*
i — “Lkho + —(1 — hi =0, iz O0Ry3 =0;
{ . ) 0T dr( . )hi N V/ 23 ;
2m* _q dhy 2hg h1 N : A
(1— ” ) k(ﬁ—kh1—7)+(L—1)(L+2)fr—2—O, 17 6R13—0,
d dh() dhl 9 2m* _1 *dho . .
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Aksijalni valovi

2m™*  hy gdje su A i v definirane izrazom za metriku:

W= (1

)

r (A

za aksijalne valove (V) dobijemo valnu jednadzbu drugog reda:
ds® = —e’dT? + e dr?® + r?(d6? + sin” Odp?)

d> W
dr*2 + [WQ — Veff(r)] V=0

pri cemu vrijedi:
Ovdje koristimo sljedece skracenice:

1 1
dr™ = exp (5)\ — 51/) dr, ol — e N — ] — 2m .
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Polarni valovi
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dK 1 m
dr

dRm
dr

Kiv = f(r)Kiym + 9()Reyve, Ry = h(r) Ky + k(r) Ry,

Polarni valovi

RLM = (1/&)) HLM

= [ao(r) + aa(r)w?]| KL + [Bo(r) + Bo(r)w?| R,

= [vo(r) + Y2(r)w?|K s + [00(r) + da(r)w?]| Rp,
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Polarni valovi

dK v
dr*

= Ry

dR1
dr*

2m

=S D/:aff(r) — wz} KLM-

Ako izaberemo n(r) = 1 — =2, gdje je m masa Schwarzschildovog polja:

r

Ar + 3m)

f(r) = [,\(}\ + 1)7"2 + 3Amr + 67712] : ( 2 ;
T » (Ar+3m) o
h(r) =i |=Ar®+ 3Amr + 3m?*| - (r—2m) k(r) = — (r—2m)’

gdje je r* = r 4+ 2mln (27,,:’1)

g(r) =1,
1
A= (L-1)(L+2),
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Polarni valovi

dKin dRryv x 27 ¢
dr* i RLM’ dr* — [VZ(T ) — W ] KLM:
KUt 4 o) K = 0.

1 — Qm) 2% (A + 1) 73 + 6X°mr? + 18 \m?r + 18m?
T

r3 (Ar + 3m)°

VZ(T):(
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Efektivni Potencijali

Uloga A2
p)
dr*2 + [w = Veff(r)] V=0
Efektivni potencijali opisuju Sirenje gravitacijskih 2 ((0+1)  6m
valova i koriste se za proucavanje stabilnosti i Vew (r) = (1 B ) [ — ﬁ]

rasprsenja gravitacijskog zracenja.

1— Qm) 222 (A + 1) 73 + 6\?mr? 4+ 18 m?r + 18m?
T

V2 = ( r3 (A\r + 3m)?
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RW potencijal (/=2)

le7

| Slika 1: Efektivni potencijal V.¢¢ za neparne gravti-
B acijske valove u najnizem modu [ = 2 za crnu rupu
| mase (M = 10°M,)
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Koeficijent refleksije R

k?

Slika 2: Koeficijent refleksije u ovisnosti o kvadratu

8 frekvencije k2, za najnizi mod [ = 2. Za niske frekven-
B cije (kK — 0) dolazi do potpune refleksije (|R| — 1),
.:""- dok za vise frekvencije vidimo brzi pad u R.
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Kvazinormalni Modovi (QNM)

Oscilacije

Realni dio kompleksne frekvencije QNM-a.

PriguSenje

Imaginarni dio kompleksne frekvencije QNM-a.

—t a


https://gamma.app/?utm_source=made-with-gamma

Gravitacijski Valovi

Kvadrupolni mod L = 2 predstavlja najnizi mod koji generira
gravitacijske valove. Visi modovi L = 3 takoder pridonose, ali s
manjom relativnom snagom. Oni postaju znacajni pri analizi
detaljnije strukture valnih oblika i energije zracenja u specificnim

frekvencijskim opsezima.
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lzvod kvazinormalnih modovi za Zerillijev potencijal

Substitucija:
Y = exp (z/ gbdaz)

Riccatijeva jednadzba:

Kvazinormalni mod odgovara rjesenju ove jednadzbe koja zadovoljava rubne uvjete:

¢ — —0 kad x — 4o

¢ — +o0 kad x — —oc.
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lzvod kvazinormalnih modovi za Zerillijev potencijal

—2i0 + f+00(02 — ) dx = /+oo V(x)dx

— 00 — 00

oc=o01+i02 1 ¢=¢1+igy (o1 2>0)

d
_dqb1 = —20109 + 2¢1¢9
h

—— =010 =i+ Hh -V

o1 — —o01 kad x— 400, o1 —++01 kad = — —x

Q9 — —02 kad x — 400, ¢o - +09 kad = — —¢
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lzvod kvazinormalnih modovi za Zerillijev potencijal

dgo

— =0tV

A

=5 T (6 =Vz)Z =0

2m\ 2n?(n + 1)r° + 6n*mr?  18nm?r + 18m?
r3(nr + 3m)? r3(nr+3m)?

n = %(l N2

Zerilli-jev potencijal ocito ispunjava uvjet kratkog dosega te imamo:

o0 1 1
Zm/ Vzdr*:2n+§:(l—1)(l—l—2)+§.
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lzvod kvazinormalnih modovi za Zerillijev potencijal
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lzvod kvazinormalnih modovi za Zerillijev potencijal

[ Chandrasekar

Leaver

3rd-order WKB

21 0.74734 + 0.17792¢
0.69687 + 0.549381

0.747343 — 0.1779251
0.693422 — 0.547834
0.602107 — 0.956554%
0.50301 — 1.410296%

0.746324 — 0.178348:
0.692034 — 0.549831
0.60587 — 0.942128
0.494924 — 1.3457961

3 | 1.19889 4 0.18541%
1.16402 + 0.562312
0.85257 + 0.745462

1.198887 — 0.185406¢
1.165288 — 0.5625961
1.10337 — 0.958186¢
1.023924 — 1.380674¢

1.19853 — 0.1854561
1.16471 — 0.562814
1.1064 — 0.953368:

1.031494 — 1.354858¢

4 | 1.61835 + 0.18832¢
1.59313 + 0.568771
1.12019 + 0.84658:

1.61836 — 0.18832¢
1.59326 — 0.568861
1.54542 — 0.957981¢
1.47968 — 1.367841

1.618196 — 0.188322¢
1.592999 — 0.568732:
1.547272 — 0.9579482
1.486624 — 1.35661%

Tablica 1: Karakteristi¢ne vrijednosti 2mo za Zerillijev potencijal koriste¢i opisanu metodu, Le-

averovu metodu 1 WKB metodu do 3. reda
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X —

lzospektralnost
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Z <e—|—zar _I_Ae—'wfr (’I"* RN _1_00)’
— -
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Neki od novih teorijskih pristupa

f(R) gravitacija, Einstein-Gauss-Bonnet teorija, nekomutativnost prostora...
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Zakljucak

Perturbacije

Pruzaju alate za proucavanje stabilnosti crnih rupa.

QNM-ovi/izospektralnost

KljuCni su za razumijevanje gravitacijskih valova.

Neki od novih teorijskih pristupa

f(R) gravitacija, nekomutativnost...
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