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Prijelaz klasično → kvantno

Slika: Usporedba klasične i kvantne statistike.

I UV katastrofa
I Gibbsov paradoks



Naivni izvod

Valna funkcija: ψ( ~x1, ~x2)

ψ( ~x2, ~x1) = eiθψ( ~x1, ~x2)

eiθψ( ~x2, ~x1) = e2iθψ( ~x1, ~x2) ≡ ψ( ~x1, ~x2)

Zaključujemo eiθ = ±1.



Homotopija

Slika: Ne možemo otpetljati trostruki čvor.

Homotopija je neprekidna deformacija izmedu
dva objekta.



Putevi

Put u topološkom prostoru X definiramo kao

f : [0, 1]→ X.

Homotopija je familija puteva ft, t ∈ [0, 1].

Grupira puteve f u klase homotopije [f ].



[f0] ∼ [f1], [g0] ∼ [g1]

⇓
[f0 · g0] ∼ [f1 · g1]



Fundamentalna grupa

I Produkt puteva uvijek je definiran za petlje
iz iste točke.

I Grupno množenje definiramo kao
[f ][g] ≡ [f · g].

I Klase dobivaju strukturu grupe π1(X).



Primjeri



Integrali po putevima

Amplituda je

(xbtb | xata) = 〈xb| Û(tb, ta) |xa〉 .

Zapǐsemo ju preko ekvidistantnih vremenskih
intervala, tn − tn−1 = ε :

(xbtb | xata) =
〈
xb

∣∣∣Û (tb, tN) Û (tN , tN−1) · · ·

· · · Û (tn, tn−1) · · · Û (t2, t1) Û (t1, ta)
∣∣∣xa〉 .



Nakon ubacivanja potpunog skupa stanja∫∞
−∞ dxn |xn〉 〈xn| = 1 izmedu svaka dva Û ,
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U limesu N →∞ =⇒ ε→ 0 dobivamo

(xbtb | xata) ≡
∫ x(tb)=xb

x(ta)=xa

DxeiA[x]/~,

gdje je

A[x] =

∫ tb

ta

dt

[
M

2
ẋ2 − V (x, t)

]
=

∫ tb

ta

dtL(x, ẋ)

klasična akcija.



Parcijalne amplitude

K(b, tb; a, ta) =
∑

α∈π1(X)

χ(α)Kα(b, tb; a, ta)

Sigurno vrijedi χ(α) = 1, no postoje li još neki
konzistentni odabiri χ(α)?

Općenito koeficijenti χ(α) moraju tvoriti skalarnu
unitarnu reprezentaciju fundamentalne grupe.



Sustav identičnih čestica

Pravi konfiguracijski prostor je

X = (Y −∆)/Sn,

Y = R3n.

Fundamentalna grupa π1(X) je simetrična grupa
Sn.



Sn ima n! elemenata i dvije skalarne unitarne
reprezentacije:

D1(α) = +1 za sve α,

D2(α) = ±1.

Ovo vodi na dvije vrste amplituda u 3D:

KBose =
∑
α

D1(α)Kα,

KFermi =
∑
α

D2(α)Kα.



Anioni

Konfiguracijski prostor za dvije čestice u dvije
dimenzije je poput ravnine bez točke.

Fundamentalna grupa je Z.

Sve reprezentacije su oblika Dθ(n) = eiθn.

Amplitude su oblika

Kanyon =
∑
α

Dθ(α)Kα.



Zaključak

I Fermion ili bozon nije samo svojstvo čestice
već i prostora unutar kojeg se nalazi.

I U tri dimenzije imamo dva tipa čestica.

I U dvije dimenzije u teoriji ih je beskonačno.

I Anioni su direktno eksperimentalno
opservirani 2020.
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