Matematika 1 za kemicare
rjeSenja pismenog ispita, 9. srpnja 2025.

Marin Varivoda & Franka Miriam Briickler

1. (545+5) Zadana je funkcija

(a) Odredite prirodnu domenu od f.

(b) Izrac¢unajte lim,_,; f(x).

(c¢) Odredite (ako postoje) sve horizontalne i vertikalne asimptote funkcije f.
Rjesenge.

(a) Zbog logaritma, mora vrijediti > 0. Zbog nazivnika, mora vrijediti (x—1)% #
0, tj. « # 1. Stoga je prirodna domena |D; = (0,1) U (1, 00) |

(b) Kada  — 1, i brojnik i nazivnik teze prema 0. Stoga koristimo L’Hépitalovo

pravilo:

] — 1 L'ho 1 1 1=z —(z—1 -1
limn(x)—x_'—Lgplimx—zlimLZIimM:hm—:
z—1 (x — 1)2 z—1 Q(x — 1) z—1 2(1‘ — 1) z—1 Qx(aj — 1) z—1 2

(c) Vertikalne asimptote: Jedini kandidati za vertikalne asimptote su na rubo-
vima domene, z = 01z = 1. U (b) dijelu smo pokazali da je lim,, f(z) =
—1/2, pa x = 1 nije vertikalna asimptota. Ispitajmo limes u x = 0 s desne
strane:

. In(z)—x+1 —-00—-0+1 -0
lim = =
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Dakle, pravac je vertikalna asimptota.
Horizontalne asimptote: Ispitujemo ponaSanje funkcije kada r — oc.

= —OQ.

. In(x) =24+ 1 Lhop . 11 0—-1
lim —— =" lim =%
z—00 (ZB — 1)2 T—00 2(33 — 1) o0

Buduéi da je limes konacan, funkcija ima desnu horizontalnu asimptotu. To je
pravac . Lijevu horizontalnu asimptotu nema jer domena ne ide u —oo.

2. (5+5+5) Zadana je funkcija f: [-3,2] — R,
f(z) :=2*—3x+2.

(a) Odredite jednadzbe tangenata na graf funkcije f povucenih u tockama u ko-
jima graf funkcije f sijece x-o0s.
(b) Odredite intervale rasta i pada funkcije f.

(¢) Odredite sve lokalne maksimume i lokalne minimume funkcije f.
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Slika 1: Graf funkcije f : [-3,2] — R, f(x) = 23 — 3x + 2. Tangente iz (a) su plave.

Rjesenge.

(a)

Nadimo tocke u kojima graf sijece z-o0s, to su rjeSenja jednadzbe f(z) = 0:

?—3r+42=0 = (-1} 2+2)=0 = |z € {1,-2}|

Koeficijent smjera tangente u tocki (zo, f (o)) jednak je f'(zo), pa je jednadzba

tangente y = f'(xo)(x — x0) + f(x0). Za g = —2 dobijemo |y = 9z + 18|, a za
xo = 1 dobijemo .

Intervale rasta i pada odredujemo pomoc¢u predznaka prve derivacije. Staci-
onarne tocke dobivamo rjeSavanjem f'(z) =0: 322 =3 =0 = 3(z* —1) =
0 = x=1ixz=—1. Te tocke dijele domenu [—3, 2] na intervale [-3, —1),
(—1,1) 1 (1,2].

e Na [-3,—1) je f'(z) > 0, pa funkcija raste.

e Na (—1,1) je f'(x) <0, pa funkcija pada.

e Na (1,2] je f'(z) > 0, pa funkcija raste.

Funkcija raste na | [—3, —1) U (1,2]], a pada na | (—1,1) |

(c) Prema testu prve derivacije, lokalni ekstremi se nalaze u stacionarnim tockama.

e U z = —1, derivacija mijenja predznak iz + u —, pa se tu nalazi lokalni
maksimum. Njegova vrijednost je f(—1) = 4.

e U z = 1, derivacija mijenja predznak iz — u +, pa se tu nalazi lokalni
minimum. Njegova vrijednost je f(1) = 0.

e *“Funkcija je monotona oko rubova domene, pa imamo i lokalni minimum
u x = —3, te lokalni maksimum u x = 2. Vrijednosti su im f(—3) = —16

i f(2) = 4.



*Studenti koji nisu naveli rubove domene nisu kaznjeni oduzimanjem bodova. Objas-
njenje zasto je potrebna i provjera rubova je dano u sljede¢oj napomeni.

Napomena. Ako je f : 2 — R funkcija definirana na nekom skupu €2 C R, kazemo
da ima lokalni minimum u tocki xy € €2 ako postoji okolina U od z( takva da
yeU = f(x9) < f(y). Ekvivalentna formulacija je da f ima lokalni minimum u
xo ako postoji e > 0 takav dazay € Q1 |y—zg| < e vrijedi f(zg) < f(y). Analogno
definiramo i pojam lokalnog maksimuma. Kazemo da je xg € Q) lokalni ekstrem od
f ako je lokalni minimum ili lokalni maksimum.

Test prve derivacije tvrdi da ako je f : I — R definirana i derivabilna na otvo-
renom intervalu I (npr. I = (=5,14),(—00,2),R su sve otvoreni intervali, dok
I =1[4,7),]—1,1] nisu), onda za sve lokalne ekstreme xy € I vrijedi f'(z) = 0.

Napomenimo jo§ da f'(zp) = 0, ne znadi nuzno da je xo lokalni ekstrem, ali ako
xo je lokalni ekstrem, onda sigurno vrijedi f’(z¢) = 0. To najbolje ilustrira primjer
f:R =R, f(r) := 23 Provjerimo da je u tom primjeru f’(0) = 0 iako z = 0 nije
lokalni ekstrem.

Sada se vratimo na zadatak, mozemo naci lokalne ekstreme na otvorenom intervalu
I = (—3,2) koristeéi test derivacije. Uistinu f/(z) = 32? — 3z = 0 daje da su
potencijalni lokalni ekstremi od f na (—3,2) u tockama z = —1 i x = 1. Dodatno
provjerimo da su te stacionarne tocke zapravo lokalni maksimum i lokalni minimum
redom. Da bi bili potpuno precizni, moramo jos provjeriti §to je sa tockama xr = —3
iz = 2. U nekoj okolini od z = —3 (npr. [—3,—2.5], to je skup svih y za koje
jey € Q:=1[-3,2] 1|y — (—3)] < e gdje smo izabrali ¢ := 0.5) je funkcija strogo
rastuca pa je = —3 lokalni minimum. Sli¢no na okolini od z = 2 (npr. (1.5,2]) je
funkcija strogo padajuca pa je x = 4 lokalni maksimum.

Koji su globalni ekstremi od f? Ako sad usporedimo f(—3) = —161 f(2) =4 s
ostalim pronadenim lokalnim ekstremima (u x = —1 1 z = 1), vidimo da su to
zapravo 1 globalni ekstremi funkcije. Tj. na [—3,2] maksimalna vrijednost od f je
4, a minimalna —15.

Dakle moramo biti svjesni da funkcija moze poprimati ekstremne vrijednosti
i na rubu domene.

. (10+10) Izracunajte integrale:

(a) /em cos(2x) dx

400
(b) /e :U(lria:)Q de

Rjesenge.




(a) Koristimo parcijalnu integraciju dva puta. Neka je I = [ e” cos(2z) d.

u = cos(2z) dv = e* dx

= 2 2 [ e"sin(2x) d
du = —2sin(2z)dx v=¢€" = € cos(2x) + /e sin(2x) dx

)

I= /e“” cos(2x) dxr =

% cos(20) + 2 ( u = sin(2z) dv = e* dx

du =2cos(2z)dr v=ce
= e” cos(2x) + 2 <e sin(2z) /e cos(2x) dx)
I = €” cos(2x) + 2¢ sin(2z) —

Sada rijesimo jednadzbu po I:

T

51 = e"(cos(2x) + 2sin(2z)) = I = %(605(21’) + 2sin(2z)) + C|.

(b) Rijec je o nepravom integralu. Koristimo supstituciju v = In z.
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=lr=e = u=Ilne=1 = lim —du
r=A — u=InA
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jerlnA—>ookadaA—>oo,paﬁ—>0.

4. (20) Zadani su pravci p,q i,

by 1 0’
r—1 y—1 2z-1
TN T T T
x y—1 z—=2\
g 3 T

Za koju vrijednost parametra A € R sva tri pravca leze u istoj ravnini?

Rjesenje. Da bi tri pravca lezala u istoj ravnini 7, nuZzan uvjet je da njihovi
vektori smjera budu ortognalni na normalu te ravnine (ako p, ¢, r leze na istoj
ravnini onda njihovi vektori smjera moraju biti ortogonalni na njenu normalu, ali
obratno ako su p, ¢, r ortogonalni na normalu neke ravnine, ne mora znaciti da
leze u njoj). 1z s,, s, L 7., slijedi da mozemo izabrati normalu kao 7, := 5, X §.
Tada 8, L i, = 7,5 =0 = (5, x §;) -5, =0. Mogli bi prvo izrac¢unati
5, X §,, pa onda skalarni produkt toga sa 3, ali isti ra¢un mozemo brze provesti
ako uo¢imo da se zapravo radi o mjeSovitom produktu, pa ga mozemo izracunati
kao determinantu det(5), 5y, 5,.) = (5, X §;) - 5.



Mjesoviti produkt je:

2 1 0
(5, x5)- =21 1[=21-A=1-A)—=1(A-A=1-1)+0=—-(\—-1).
I A A

Iz uvjeta (5, X §,)- 8, slijedi —(A\*—1) = 0, odnosno A\? = 1. Kandidati za rjeSenje su
A=11i)A=—1. Ovaj uvjet je nuzan, ali ne i dovoljan, stoga moramo provjeriti
oba slucaja.

Slucaj 1: A = 1 Vektori smjera su §, = (2,1,0), §, = (1,1,1), 5. = (1,1,1).
Vektor normale 77 je okomit na sve njih, pa ga mozemo izracunati kao 77 = 5, x 5;:

i j ok
=12 1 0|=(1,-21).
111

Odaberimo po jednu tocku sa svakog pravca: T,(1,2,3), T,(1,1,1) i 7,(0,1,2).
Provjerimo uvjet:

'Tp:(l,—Z,l)'<1,273):1—4+3:0
Tq:(17_271)(17171):1_2+1:0
To=(1,-2,1)(0,1,2) =0—2+2=0

ST
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Buduéi da je n-T, = n-1T, = n-1T, = 0, sve tri tocke leZe na istoj ravnini
r — 2y + z = 0. Kako su i vektori smjera pravaca paralelni s tom ravninom, sva tri
pravca leze u njoj. Dakle, A =1 jest rjesenje.

Slucaj 2: A = —1 Vektori smjera su §, = (2,1,0), s, = (—1,1,1), §. = (1,-1, —1).
Vektor normale je 77 = 5, X 5

S
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= (1,-2,3).

— =y
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—1

Odaberimo tocke: T,,(1,2,3), T,(1,1,1) iza A = —1 tocka na pravcu r je T,.(0, 1, —2).
Provjerimo:

i-T,=(1,-2,3)-(1,2,3)=1-44+9=6
i-T,=(1,-2,3)-(1,1,1)=1—-2+3=2
7T, =(1,-2,3)-(0,1,—2) =0—2—6 = —8

Vrijednosti nisu jednake, $to znac¢i da pravci leze u tri razlicite, paralelne ravnine
(x—2y+32=6,r—2y+32=21ix—2y+ 3z = —8), a ne u jednoj zajednickoj.
Dakle, A = —1 nije rjeSenje.

Jedina vrijednost parametra za koju sva tri pravca leze u istoj ravnini je .



